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ÜBER  DIE  INTEGRATION  DER  PARTIELI^EN  DIFFERENTIAL- 
GLEICHUNGEN ERSTER  ORDNUNG. 


1. 

Die  Entstehung  und  Ausbildung  der  Theorie  der  ijartiellen  Ditt'erential- 
gleichungen  bildet  einen  der  wichtigsten  Momente  in  der  Geschichte  der  Ma- 
thematik des  18.  Jahrhunderts.  Euler  hatte  diesen  so  finichtbaren  Zweig  der 
Analysis  uns  Licht  gerufen,  und  in  einer  grossen'  Zahl  von  Beispielen  durch 
besondere,  dem  jedesmaligen  Falle  angepasste  Kunstgriffe  die  Integration  bewerk- 
stelligt. Lagrange  gab  hierauf  die  ersten  allgemeinen  Vorschi*iften.  die  linearen 
partiellen  Differentialgleichungen  der  ersten  Ordnung  zwischen  jeder  Anzahl  von 
Varia1)eln,  und  insbesondere  jede  auch  nicht  lineare  zwischen  drei  Vai-labeln  auf 
ein  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zurückzuführen.  Die  von 
Lagrange  zu  letzterem  Zwecke  angewandte  Methode  schien  keiner  Ausdehnung 
auf  jede  Anzahl  von  Vai-iabeln  fähig  zu  sein,  da  "die  Analysten,  die  dieses  ver- 
suchten, die  ihnen  aufstossenden  Schwierigkeiten  nicht  überwinden  konnten. 
Pf  äff  betrachtete  daher  den  Gegenstand  aus  einem  von  allen  bisherigen  gänzlich 
verschiedenen  Gesichtspunkte.  Er  sah  nämlich  das  ganze  Problem  der  Inte- 
gration der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  als  speciellen  Fall 
des  weit  umfassenderen  an,  jede-  gewöhnliche  lineare  Differentialgleichung  zwischen 
2n  Variabein  durch  ein  System  von  n  Gleichungen  zu  integriren;  und  indem  er 
dieses  Problem  vollständig  löste,  hat  er  zugleich  die  Theorie  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen erster  Ordnung  vollendet. 

Ich  werde  im  Folgenden  diesen  Gegenstand  wieder  aufneluneii.  und  ihn 
i-iiier.  wie  ich  glaube,  neuen  Behandlung  unterwerfen,  welche  sich  vielleicht 
<lureli  ihre  Leichtigkeit  den  Analysten  empfiehlt.  Durch  sie  werden  die  Schwierig- 
keiten, welche  der  Ausdehnung  der  Tjagrangeschen  Methode  auf  jede  Anzahl  von 
Variabein  entgegen  standen,  so  weit  die  Natur  dieser  Methode  es  möglich  macht, 
geholfen  werden,  und  man  wird  so  auf  dem  entgegengesetzten  Wege  zu  den- 
selben   Resultaten   gelangen,    welche   Pfaff  gefunden    hat.     - 

r 
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k-li  l)CüiiiiK'  mit  einiiii'ii  Bcti-u-litiniüen  über  die  Integration  eines  Systems 
von  II  üewölmliclien  I)ifterential<j;lei('hnngen  erster  Ordnimg  zwischen  n-i-l  Va- 
riabein. 

I']s  seien  die  )i-hl  Variabein  .i',  .v',  x",  ...,  .i'-"^.  Es  sollen  n  derselben, 
z.  B..  .r',  ,r",  ....  x'"\  als'Fimctionen  der  übrigen  durch  ein  System  von  n  Dif- 
ferentialgleichungen bestimmt  werden,  in  welchen  nur  die  ersten  Ableitungen 
von  .r'.  .(•" x'-"\  in  Beziehung  auf  .r  genonunen.  vorkommen.  Diese  »  Glei- 
chungen lassen  sich   immer  unter  die  Form  bringen: 

'dr~lC^      d^  ~    X     '     ■  ■  ■'      (Ab       ""   X       ' 
welche   man  auch   als   Pro[)ortion   darstellen   kann: 

,/.,■ :  J.c' :  <L-"  :  ...  :  </./">  ==  X  :  A'  :  A"  :  ...  :  A^"', 
wo  A^   A".   X",   ....   X'"''  Functionen    von  x,  x',  x",   ....  x'-"''  sind,    und    wo   es 
gleichgültig  ist,  welche  der  m  +  1  ^'ariablen  man  als  unabhängig  betrachtet. 

Es  ist  seit  langer  Zeit  bekannt,  wie  man  aus  diesen  Gleichungen  n  —  l  Va- 
riabein, z.  B.  x",  x'",  ....  x'"''.  eliminiren  kann.  Differentürt  man  nämlich  die 
Gleichung  — t^  =  ^v^    (» —  l)-mal    hintereinander    nach   .r,    und   setzt  jedesmal 

d.v'        d.c"  dt'"^ 

für   die  vorkommenden  Ableitungen   -f  — ,  —. — ,    .  .  .,    ~ —   ihre   Werthe   in  x, 
^         da;         dw  dx 

I       n  (,A  1  ..li  '^•''■'  d^''^'  d,'-^'  d"  x'  ,  T, 

.r  ,  X  .....  x^>,  so  erhalt  man     , —  .     ,  „     ,      ,  ,    ,    ....    — ; gegebenen  r  unc- 

dx    ■    dx  dx^  dxn     ^  ^ 

tionen   dieser  Variabein  gleich.     Aus   den   so   entstehenden  n  Gleichungen  kann 

man  dann  die    n  —  1  Variabein  x" ,  x'",   .  .  .,  x'"''  eliminiren,    und  erhält   so  eine 

Gleichung  von  der  Form: 

/        ,     dx'       d\r'  d"x'\        ,. 

Es  hat  aber  bekanntlich  jede  solche  Differentialgleichung  der  «"."  Ord- 
nung n  verschiedene  Integralgleichungen  der  (n  —  I)'™  Ordnung,  von  denen  jede 
eine  willkürliche  Constante  enthält.     Es  seien  diese: 


„  /        ,     dx'       d-x'  d 


dx'-    '  ■  ■  ■'     dx"-'^ 
dx'        d^x'  d"~  x' 

dx    '      dx'    '  ■  ■  ■'     (/.i-«— 1 


=  C',, 

=  a, 


„/      .,     dx'        d'x'  d"-\c' \  ., 

\  dx         dx-  (/,»"-'    / 


wo 

C, 

,       Co.       . 

liiei 

■in 

mr  4 
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..    ('„   die   willkürlichen   Constanten   bedeuten.       Snbstituii-t    man 

,  ^^K^,  •••,    -', — *r    ihi'e  Werthe  in  x,   ,v',  x" x'-"\    so  hat 

cLv  (Lc"    ' 

man   das   verlangte   System    von    n    endlichen    Gleichungen    mit   u    willkürlichen 

Constanten,  welches  die  Gleichungen 

d,:Jx':dx":...:cLc'"^  =  X  :  X' :  X"  :  .. .  :  X^"> 
integrirt. 

3. 

In  welcher  Form  auch  die  n  Integralgleichungen  mit  n  willkürlichen 
Constanten  gefunden  werden,  so  wird  man  sie  immer  durch  Auflösung  nach 
den  ;^  willkiirlichen   Constanten  in  diese  Form  bringen  können: 

F,  =  C\,     F^  =  a,     .  .  .,     F^=C„, 
wo   F^.  F.,,   ....  F„    die    willkürlichen   Constanten    nicht    enthalten.      In    dieser 
Form   haben   die  Integralgleichungen   die   merkwürdige  Eigenschaft,  dass,  wenn 
man  sie  differentiirt,  unmittelbar  auch  die  willkürlichen  Constanten  verschwinden, 
so  dass  die  Differentialgleichungen 

0  =  dF^  =  -^  dx-h  ^  d.i-'-h ^  -dx"^ h ^ dxi"), 

'  Hv  ri.f  H.r  OX^  ' 


0  =  dF.,  = 


aF, 

dx 

d., 

-h 

dF 

8x' 

dx 

-+- 

dF, 
dx" 

dx"- 

dx 

d 

■4- 

öF 

dx' 

dx 

'+ 

dF,. 

dx" 

dx" 

öFn 
dx 

d 

;+ 

dF„ 

dx' 

dx 

'+ 

dF„ 
dx" 

dx" 

dF., 


0  =  dF,  =  ^;^c/.,,;+^^fZ.K'+^;^rf.(:"H h^^dxC) 

dx  '•"' 

ohne  Dazwischenkimft  der  Integralgleichungen 

F,  =  6',,     F^  =  a,    ''...,'  I\,  =  C„ 
mit  den  gegebenen  Gleichungen 

dx:dx':dv":...:dx''"'  =  X  :  X' :  X"  :  . . .  :  X^"^ 
übereinkommen  werden:   denn   durch   solche  Dazwischenkunft  würden   die  will- 
kürlichen Constanten  wieder  eingeführt  werden.     Hieraus   folgt  aber   das  Statt- 
finden folo;ender  identischen  Gleichuno-en: 


(I) 


dF, 
dx 
dF. 
dx 

^+    dx'     ^  +  ~dy' 

X-^^J-X'+-^-, 
dx                   ex 

-X"+. 
-X"+. 

•+  ^^,  xw      0, 

dF„ 

ex 

ex                  ex" 

-X"+. 

-iÄ^^"^=«- 
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Die   [iitcüratidii   der  DifFerentialgleichungen 

koiuiut    also    mit    der  Lösung   der  Aufgabe   überein:    u  verschiedene  Functionen 
F  zu  finden,  von  denen  jede  der  Gleichung 

fLx+-f,x-+^^x-'+...+4^x^"  =  U 

identisch  (Genüge  leiste. 

Wenn  die  Functionen  l\,  K.  ....  l\.  jede  für  F  gesetzt,  diese  Bedin- 
gung erfüllen,  so  ist  dies  auch  der  Fall  mit  jeder  wieder  aus  diesen  zusammen- 
gesetzten Function.     Denn  es  sei  solche  II(Fi.  F.,,  ...,  F„),  so  wird  man,  wenn- 

man  die  Gleichungen  (I)  respective   mit    ^   ,  -^p^,    •  •  •.    ^v^    multiplicirt   und 
hierauf  addirt,  die  Gleichung 

dn  ,,     6//  dn  „,.        ,    ön   ^,„) 

o.r  öx  er  öxw 

erhalten,  so  dass  auch   11  für  F  gesetzt   werden   kann. 

4. 
Nach  diesen   vorausgeschickten  Betrachtungen  ergiebt  sich  die  Integration 
der  linearen   partiellen   DifFerentialgleichungen   erster  Ordnung  von  selbst.     Es 
sei    nämlich   .r    als    Function    von   x',   a",    ....   ,r'"'    zu    finden    vermittelst    der 
Gleichung 

,.  -ir,    c,r  d,r  •„      c,v 

A  =  A'---,  +Ä"    ^   „  H f-A-'^-.    ,„,  ■ 

ö.r  r;,r  r'.r 

Es  werde  die   zwischen    den   ;/-t-l  Variabein   zu  suchende  Relation   ausgedrückt 

durch   n  =  0.  so  hat   man: 

fin        r.:r  riH 

0, 


öTI 

ox 

ön 

dx' 

dn 

üx 

c'.v 
dx"  + 

dn 

dx" 

eri 

üx 

ox 

dn 

lodia-ch   die  gegebene  Gleichung  sich   verwandelt  in: 

dx  ox  Ox  dx'-"' 


DIFFERENTlAI.GI.KinH'NiiEN  ERSTER  ORDNrNfi.  I 

welcher  Gleichung,   wie-  wir  gesehen  haben,   Genüge  geschieht,   wenn  man  für 
11  irgend  eine  Function  von  t\,  i\,  .  .  . ,  F^  setzt. 

Ist  also  eine  lineare  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

dx  dx  dx         („) 

gegeben,  so  integrire  man  die   Gleiclumgen: 

dx:dx':dw":...:dJ">  =  X  :  X' :  X"  :  .. .  :  X«. 
Ist  das  System  der  n  endlichen  Integralgleichungen  derselben 

h\  =f;,    y<:  =  c,    .  .  ..    F„  =  r„, 
wo  ('i,   C\,  .  .  .,  C\  die  willkürlichen  Constanten  bedeuten,   l\.  F.,,   ....  F„  aber 
diese  nicht  enthalten,  und  nennt  man  nirgend  eine  Function  von  F^,  F.,,  .  .  .,  F^, 
so    \vird    TT  =  0    das    gesuchte   Integral    der    gegebenen    partiellen    Differential- 
gleichung. 

5. 
Wenn  der  Gleichung 

dx  dx  dx''"- 

durch  irgend  eine  Gleichung  oder  Relation  zwischen  den  «Functionen  Fi,  Fo.  ■■■,  F„ 
(lenüge  geschieht:  so  kann  man  sagen,  dass  die  Gleichungen 
dx:  dx'  :  dx"  :  ...  :  dx  "'  =  X  :  X'  :  X"  :  . ..  :  X  " 
durch  irgend  n  Relationen  zwischen  jenen  Functionen  integrirt  werden.  Denn 
aus  u  Relationen  zwischen  ?i  Grössen  werden  diese  CoHstanten  gleich,  und  die 
Willkürlichkeit  der  Relationen  reducirt  sich  auf  eine  blosse  Willkürlichkeit  der 
Constanten.  Es  zeigt  sich  nun  hier  eine  Lücke.  Man  kann  nämlich  nach  dem- 
jenigen System  von  Differentialgleichungen  fragen,  welches  durch  irgend  zwei,  drei 
oder  überhaupt  m Relationen  zwischen  F^,  F.,,  ...,  F,,  integrirt  wird,  wo  m  z\vischen 
1  und  n  liegt.  Diese  Lücke  wird  ausgefüllt  durch  folgendes  allgemeine  Theorem, 
welches  zu  gleicher  Zeit  auch  die  beiden  bisher  behandelten  extremen  Fälle, 
wo  iit  =  1    und   m  =  ii  ist,   umfasst. 

Theorem.      „Es  seien  F^,  F.,,   ....  F„   solche  Functionen  der  Variabein 
.1-,  x\  x",  ....  xS"'.  welche,  für  F  gesetzt,  die  Gleichung 

1^  X+^^^  X'+  |^X"+...4-4^,X<"^  =  0 
dx  dx  dx  ox'-"' 
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identisch    eriullen.    (xU-r   welche,    willküi'lichen    Constanteii   gleich   gesetzt,    die 
Gleichungen 

dx-.dx'  -.(Lr"  ■....■.d.v'^"'  =  X:  X'  -.X"  :'...:  X' 
integriren.  s(i  wird  das  System  der  m  Glcichiuigen: 

(")      f^f 


x^"->=  Jf  <"'^  if^ +x^"-"^  ^^ +•  -t-X^")  -^f^  . 

■      ÖA-W  c,v'-"'+'>  c'.r''" 

WO  .r,  .r', r^'"^''  als  Fnnctionen  von  .r^'"-.  ,x'<"'+'\   ....  j'^"Mu'trachtet  werden. 

integrirt  durch  die   ///  (Gleichungen  : 

77,  =  0.     11=0 I1,„  =  0. 

wo  JI, .   //. 1I,„  willkürliche  Functionen   von  F^.  F.,.   ....  F„  sind." 

Das  Charakteristische  dieses  Systems  von  Differentialgleichungen  besteht 
darin,  dass  in  jeder  Gleichung  nur  die  partiellen  Ableitungen  einer  Variabein 
vorkommen,  und  dass  in  allen  Gleichungen  die  Coefficienten.  der  nach  derselben 
Variabein  genommenen  Ableitungen  dieselben  sind. 


6. 

Um  den  Beweis  dieses  Theorems  in  aller  Allgemeinheit  zu  geben,  wollen 
wir  zuerst  die  Werthe  der  partiellen  Ableitungen  von  ;r,  x',  x",  ....  ,r'"'~"  nach 
x'"'\  x^"'~^^\  ....  x^"'  genommen,  aus  den  Gleichungen  JT,  =  0,  JT.  =  0,  ...,  iI,„  =  Ü 
ableiten.  Um  die  partiellen  Ableitungen  von  ;i'  zu  finden,  bestimme  man  m  Gi'össen 
.4,  ß,  C,  ....  M  dergestalt,  dass  sie  den   m  —  1  Gleichungen 

A^^+B  ^"-  +...+m^:j^  = ... 

c'.r  d.t  a.v 


,    (7/7,         „  on  ,,   an,,, 


Genüge  leisten,  wodurch  man,  wenn  man  der  Kürze  wegen 

,  dn,      „  an.  ,,  an,,,       ., 

öx  ex  ex 
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setzt,  die  Gleiclunigen 


8.  f^jn, 


8n.,     ,      ,  ,,  dn„. 


,,(»>+i) 


erhält,    und  ganz   auf  ähnliche   Art   finden   sich   die   partiellen  Ableitungen   von 
x',  x",   .  .  .,  A'''""'^     Nun  hat  man  aber,   weil  TI,.    TIj.   ....   77,,,  Functionen  von 
F^,  F.2,   .  .  .,  F^  sind,  aus  (3.)  die  identischen   Gleichungen: 
dn,     ^,        Ö/7,    ^.,       e/7,     ^,,  (9/7,    ^/„) 

O.C  Ö.i:  Ö.r  OXW 


dn„  „  ,   Ö77 


er  dx'-"' 


dn,„  ^     dn,u  „,     rin,„  ^^,,  6n,„  ^^ 

d.;'  öx'  ö.c"  djW 

Multiplicirt   man   diese  respective   mit  A,  B,  €,   ....  M  und    addirt, 
erhält  man: 

/  rlTT  riU  Hll         \ 


da  dx  dx 

dn,        ,    „      571,        ,         ,    ,„     Ö77„, 


ö.r("'+"     '         dx( 


Fj.  '3n„  ,,  dn,„    \    , 


+i^'^r-ft, — I hit-/      ,    '        A"' 


woraus  sich,   dem  eben  Gefundenen   zufolge,  ergiebt: 

Y  yM   c^-''        I    Y  (».+')      ^-^  ,    y(>.)    ^-^ 

ox^'")  d.r("'+')  d*-(") 

welches  die  erste  Gleichung  des  Theorems  ist.     Auf  dieselbe  Art  erweisen  sich 

auch  die  übrigen  Gleichungen  desselben. 


7. 
Wir   wenden    uns  jetzt  zu    den    partiellen   DifFerentialgleichungen   erster 
Ordnung  überhaupt,  da  wir  bis  jetzt  nur  die  linearen  betrachtet  haben.    Lagrange 
führt  für  drei  Variabein  jede  solche  Gleichung  aui'eine  lineare  partielle  Differential- 
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lileicliiiiiii'  z\\isclu;n  vier  \'arialn-ln  zurück.  Die  Bestimimiiiü;  der  bei  Integration 
derselben  vorkommenden  willkürlichen  Functionen  ist.  wie  er  zeigt,  von  der 
Integration  einer  gewöhnlichen  linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  drei  Variabein  durch  das  System  zweier  Gleichungen  abhängig.  Diese 
ist  immer  möglich  und  erfordert,  indem  mau  eine  der  Variabein,  was  erlaubt 
ist,  constant  setzt,  nur  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichimg  erster 
Ordnung  zwischen  zwei   \'arial)eln. 

Wir  werden  im  Folgenden  sehen,  wie  aus  einer  gegebenen  partiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  »+1  Variabein  immer  ein  solches 
System  von  linearen  partiellen  Differentialgleichungen  abgeleitet  werden  kann, 
das  sich  durch  das  oben  aufgestellte  Theorem  integriren  lässt.  Die  Bestimmung 
der  willkiirlichen  Functionen  erfordert  dann  weiter  die  Integration  einer  ge- 
wöhnlichen linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  2n  —  1  Va- 
riabein durch  das  System  von  »Gleichungen,  oder  zwischen  2?«  — 2  Variabein 
durch  das  System  von  « —  1  Gleichungen,  indem  man  eine  der  Variabein,  was 
erlaubt  ist,  constant  setzt.  Wie  nun  aber  diese  letztei'e  immer  und  allgemein 
geleistet  werden  kann,  ist  erst  durch  die  berühmte  Pfaffsche  Arbeit  den  Ana- 
lysten kund  geworden.  Wenn  gleich  also  im  Allgemeinen  das  Problem  immer 
nur  durch  diese  schliesslich  gelöst  werden  kann,  so  schien  es  uns  doch  der 
Mühe  werth.  die  Lagrangesche  Methode  so  weit  zu  verfolgen,  wie  sie  zu  fiihren 
im  Stande  ist.  — 


Es  sei  .r  eine  Function  von  .r',  .r",   .  .  .,  x'-"\   und  man  setze 
dx  ,         c'.r  ,,  öj 


ar' 


wo.  wenn  ,Y  und   /  irgend  zwei  Zahlen  aas  der  Reihe   1,  2,   8.   ....  n  bedeuten, 
bekanntlich   immer  -~y-  =  -vf-r-^  ist.     Es  sei  nun  die  Gleichunii; 

0   =    ^(..,.t',,:r",.. .,..«;//,//',...,;,(")) 

zu   integriren.     Differentiirt  man  diese  Gleichung  in  Beziehung  auf.i',   und  setzt 
dx    ,         öp"    dp'  dp'"   dp'  öj9(")  dp' 

a?~  ~  ^'  '     dx'    ~  dx"  '     dx'^  ~  dx'" '    ■  ■  ■ '    a?~  ^  "ä^W" ' 

so  erhält  man: 

,   d(p  ö<f  d(f        dp'  d(f         dp'  .d(fi         dp' 

~^  ~dx  d^  ^  ^  ■  "ä^  "*" ^Öp"^  ■  dx"    "^         •"  öj»W  "d^' 
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Ebenso   erhält   man,   wenn    man   die   gegebene  Gleichung   in  Beziehung  auf  ,r' 

i,        dp'     dp' 


,.,„         ...   ,  ,       dx  ,,        dp'  dp"  dp'"  dp"  .    . 

differentnrt  und   ^^,-  =  v  ,    -r^^-  =    -f  ,    ,    ^f-^  =  ^^ttt  U-  S-  w.   setzt: 


ö.«"  -'     '      ö.r"  dx'     '      öa'"  P. 

oy»  d(p        dp"  d\fi        dp" 

dx"  dp'        dx'  dp"       dx" 

und  ähnliche  Gleichungen  erhält  man  in  Bezug  auf  .)'",  x 
man  nun   noch  die  identische  Gleichung: 

,  du  ,,  dw  ,  ,  d(f 

^      dp  '       dp     ■  ^ 

d(p        dx  dtp  dx 

dp'       dx'  dp"        dx" 

SO  erhält   man,   wenn   man  der  Kfirze   we^en 


d<p        dp" 


Bemerkt 


dp  "' 

ä(f  dx 

dp  *")      dx  (") 


,  da  ,,    da 

'     dp         -"       dp 


setzt,  in  Allem  folgende  n-i-l  Gleichungen: 
P 


(II) 


,     da  dw 

P    —^ =r^ 

'        dx  dx' 

II    d(f  d(f 

^'     ~dx  dx" 


d(f      dx- 

dp'        da:' 
d(f        dp ' 
~d}^'~d^^ 
d(f        dp" 
dpi'        dx' 


Cp'"^ 


ö(f  dx 

dp"    '  da" 

d(f  dp' 

dp"  ex" 

d(p  dp" 

dp"  dx" 


Otf'         dx 

d(p         dp' 

dpi")  '  ö^(»)  ' 
«991         dp" 
dpi")      dxi")  ' 


(n)     ^t 


d(p 


d<p 


a^w 


d(f       dpi")  d(p        dpi") 

'^  ~ 'dxi^  ~'  'd]^'~  '  ~d7'      ^^dji^'^da^" 

Diese  n-i-\  partiellen  Differentialgleichungen  haben  die  Eigenschaft,  dass  in  jeder 
nur  die  partiellen  Ableitungen  einer  V^ariabeln  vorkommen,  in  allen  aber  die 
Coefficienten  der  nach  derselben  A^ariabeln  genommenen  Ableitungen  dieselben 
sind.  Sie  gehören  also  zu  denen,  welche  das  oben  aufgestellte  Theorem  inte- 
griren  lehrt.  Zu  diesem  Ende  hat  man  das  System  folgender  2n  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  aufzustellen : 


dp' 


dp'  '      ^  dx            dp"'     ■  ■  ■'     ^    dx       ~ 

d<p      . 

dpi^)- 

d(f          d(f    _           dp"                „    dtp 

^      dx          dx'   '           dx      ~       '        dx 

■  ■  ■'     ^    dx               ^       dx         dxi") 

Aus  diesen  Gleichun£!;en  foliit: 
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öx  oj:  a.v  ax'"' 

dp'    ^  dp"    ^  5p ^"J    ■' 

woraus  man  sieht,  dass  die  gegebene  (ileichung  <f  ^  0  eine  der  2  n  Gleichungen 
ist.   welche  diese  Differentialgleichungen  integriren.     Es  seien  die  2«  — 1  anderen: 

w^o  C],  Co,  Tj,  ....  ('.„_i  die  willkürlichen  Constanten  sind,  y),,  y),,  ....  y;j„_ 
aber  diese  nicht  enthalten.  Bedeuten  nun  .77,,  TL,  .  .  .,  Tf„  Functionen  von 
(fi,  (p.2,  ■  ■  .,  (p-in-\i  SO  giebt  das  System  der  n-\-\  partiellen  Differentialglei- 
chungen (II),  integi-irt,  Gleichungen  von  der  Form: 

y  =0.     77,  =  0.     /7,  =  0,     .  .  . ,     77„  ==  0. 

0. 

Das  System    der   ^<  +  l    pai-tiellen   Differentialgleichungen  (11)   wurde  aus 

der    gegebenen    9?  =  0   abgeleitet    vermittelst    der  Eigenschaft  der  Grössen  jj', 

p" ,  .  .  .,  p^''\  dass  sie  die  partiellen  Ableitungen  von  x  sind.     Es  lässt  sich  aber 

aus  diesem   Systeme   partieller  Differentialgleichungen  nicht    rückwärts  folgern, 

dass  p'  =  -^rV,  p"  =  -p-jT .  ■  ■  ■,  p^"^  =  -j  („)  •  GesL-hieht  nun  jenem  Systeme 
Genüge  durch  die  Gleicliung  (pj  ^  0  und  durch  irgend  n  Gleichungen  zwischen 
den  Grössen  (pi,  (p.,,  .  .  .,  <p-.n-\,  so  kommt  es  jetzt  darauf  an,  diese  Gleichungen 
so  zu  bestimmen,  dass  immer  auch  rückwärts  die  Gleichuno-en 


da. 


d.v'   '     '      ~     dx"   '     •  ■■■'     ^      ~    Ö.7;W 
folgen,  welche  Gleichungen  man   in  die  eine  Gleichung: 

,/,,•  =  p '  ,/.i;  '-+-P  "(lr"-\ \-p  (")  (-/.j;  W 

zusammenfassen   kaim. 

lÜ. 
Da  die  Aufgabe  durch  /* Gleichungen  zwischen  den  Grössen  y, .  (f.,,  ...,  y.,„_i 
gelöst  wird,   so  lässt  sich   a   priori  schliessen,    so   wie  Lagrange    für   den  Fall 
von  drei  Variabein  thut,   dass  die  Gleichung 

,/.i:  =  p'dx'+p"dx"-{ \rp'^"'>dx'-'''> 

sich   in   eine   andere   müsse    verwandeln  lassen,    welche    bloss    die    Grössen   y;,. 
<p..,  ....  (p.,n-i  enthält.     Wir  wollen  dieses  aber  noch  a  posteriori  beweisen. 
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Zu  dem  Ende  betrachte  man  die  2 n  Variabein  x',  x",  .  .  .,  x^''\  p', 
p",  ....  ;j*"'  als  Functionen  von  x  und  den  Grössen  (f^,  (f.,,  .  .  .,  y^on-i- 
Unter  dieser  Voraussetzung,  verwandelt  sich  die  Gleichung 

dx  =  p'dx'-\-p"<lr"-\ \-p(''klx("^ 


folgende: 


'  dx  '  dx 

dx'  „     dx"       ,  ,     ,  ,    8x^"'> 


\P  -TÜ^-^P    -7^,7- +--+^"" 


d<p,      ^^       d<f,        '         '  '         d(f*    )  ^' 

(  ,     dx'  „    dx"     ,       ,    . ,    a*(")  \  - 

welche  wir  der  Kürze  halber  mit 

Jx    =    Xd.r-hPJ(f,,-\-P..d(f.,-\ \- P.2n-,(/(f-2n-l 

bezeichnen  wollen. 

Die  partiellen  Ableitungen  nach  x  können  leicht  durch  die  Betrachtung 
gefunden  werden,  dass  man,  um  sie  zu  erhalten,  (fi,  (f.,,  .  .  .,  y2^_,  constant 
zu  setzen  hat;  indem  man,  wenn  man  die  bloss  nach  einer  Variabein  genom- 
menen partiellen  Ableitungen  sucht,  inzwischen  die  übrigen  als  Oonstanten  be- 
trachtet. Für  diesen  Fall  gelten  ab.er  die  Differentialgleichungen  in  (8.),  und 
man  erhält,  wenn 

gesetzt  wird: 

p  dx'   d(p  p  dx"    d^  dx^ dcp 

dx  dp'  '  dx  dp"    '     '  '  ■'  dx  dp'-"''  ' 

^     dx     -       V      dx    ^  dx')^     .   .   .,     l     j^  \P       3^    -^  Sx^")) 

Hieraus  folgt: 

,   dx'  „    dx"  ,  ,   dx^--) 

Es  reducirt  sich  also  die  Gleichung 

dx    =    Xdx+P^d<f.^+l\d^f..^-^ hP'>n-,d(f-in-X 

bloss   auf 

0  =  p^d(f.,-\-P.^d<f,^ hA.-i  %•>,.. 


■•|{i:U  DIK  INTKGRATION  I)ER  l'ARTIF.LLEN 


11.         • 
Ich   will    nun    zeigen,    dass  in   den   Ausdrikken   P, .   R.  ....  Pv„_i   .t   nur 
in  einem,  allen  geniein.'^cliaftlielien  Factor   vorkommen    kann.      Differentiirt  man 

nämlich 

■  ,.  /    ^■^'  II    <3-i'"  /  1  d.r'-"' 

nach  X,  so  erhält  man 


_  f    ,   da;'     ,      ,,    öx"     ,  ,      ,  ,  Öa-W 

SP.        ^W  -d^^P  -d^^--^P''-d^ 


dx  öy, 

dp'      S.t'  dp"       da-"  6»W      ö.r("' 

-t-  ^f----5 — ^--i 5 1 1-^^ 5 — 

da:       0(p^  ax         ay,  dx         0(p^ 

f  dj>'      dx'  dp"       dx"  dp^"')      dx^"'>  1 

l  d<p^       dx  ö(f^         dx  d<f^  dx    j 

dX 

Der  erste  Ausdruck  ist   ^^ — =  0.   da  A'=  1.     Substituirt  man  in  die  beiden 

anderen  die   in  (10.)  für   die  nach  ,r  genommenen   partiellen  Ableitungen   gege- 
benen  Werthe.   so  wird 

dP^___dq^     P, i_\       dx'  '  d<p,  '^         ^  dx^"\'    d(f,   |__^    ü 

"är~      dx  '  p     PI    _dv^,3f_  d(p '   ^pw  [ ~      dx  '  p  ' 

\       dp'      d(f^  dp^"^       ö(f^   j 

indem   der   in    Klammern   eingeschlossene  Ausdruck,   als   genaue   Ableitung   von 
(f   nach   (fj.  wegen  f/' =  0  ebenfalls  verschwindet. 


^      .    oP,            dcf 

üP,     dP, 

— ^ .  SO  findet  man  allgemein 
6P,„-t                1      d(f 

p,ar       p,ö.c 

oi-aus  dui'ch   Integration   in  B 
P, 
P, 

P,„_,ar              P      dx 
eziehung  auf  .r  folgt: 

—  Fe-''      '^■^ 

R 

.-..Ji-^'" 

wo  Fj,  F.j,   .  .  .,  F.j„_i  kein  .v  enthalten.     Dividii-t  man  also  durcl 
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SO  verwandelt  sich  die  Gleichung 

,ü-  =  p\Lv'-{-p"fLv"-j \-p("'>(la;("'> 

0  =  F^  d(f^  -+-  K,  d(f,^  H \-  /;„_,  c%'2„_, , 

wo  F^,  Fn,  .  .  .,  F^n-i  bloss  Functionen  von  (p^,  (f.,,  .  .  .,  y2»-i  sind.  Diese 
letztere  Gleichung  ist  nun  durch  ein  System  von  ?i  Gleichungen  zwischen  (p^, 
ip.j,  .  .  .,  (p'i,i^x  zu  integriren;  was  immer  vermittelst  der  Pfaf'fschen  Methode 
möglich  ist.  Ich  werde  diese  in  mehreren  Abhandlungen  besonders  behandeln, 
wo  ich  auch  diesen  Gegenstand  wieder  aufzunehmen  gedenke. 
Den   12.  August  1827. 


il 
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ÜBER   DIE   PFAFFSCHE   METHODE,    EINE    GEWÖHNLICHE 

LINEARE    DIFFERENTIALGLEICHUNG    ZWISCHEN    2«  VA- 

RIABELN  DURCH  EIN  SYSTEM  VON  n  GLEICHUNGEN 

ZU  INTEGRIREN. 


1. 

Pfaf'f  hat  in  einer  Abhandlung,  welclie  unter  denen  der  Berliner  Aka- 
demie vom  J.  1814  — 15  zu  lesen  ist.  gezeigt,  wie  man  jede  Gleichung  von 
der  Form: 

A'  j  rf.r,  +  X.,  (U,  H H  X,„  '/.r,„  =  0, 

wo    X,,  Xo,  X.j,   ....  X„    beliebige    Funetionen    von    x^,  x^,  .r,),  .  .  .,  a;,«    sind, 

durch  ein  System  von  n  Gleichungen  integriren  kann,  von  welcher  Aufgabe  die 
Integration     der    partiellen     Differentialgleichungen    erster    Ordnung     zwischen 
«Variabein   nur  ein  besonderer  Fall    ist.      Zu    diesem   Ende  drückt    er    2?;  — 1 
von  den  Variabein  x^,  x.,.  ....  .r,,„  durch  die  übi'ige  a;,„  und  durch  2« — 1   neue 

Grössen    «,,  «;,,  ....  «o„_i   aus.    wo   «i,  (u.   ....  «,„_i    gewisse  Functionen    von 

,r,,  X.2,  ....  .%,  sind.     Nach  solcher  Substitution   verwandelt  sich  die  Gleichung 

X^<b^^^XAi:,-^ ^^2,/^.  =  ^ 

immer  in   eine  andere  von  der  Form: 

Uda^^^-^A^<:lo^-\'A,da.,-\ l-^,,„_i '/«.,„_,  =  0. 

wo  U,  Ai,  A.j,  ....  /l2„_,  Functionen  von  .r,,,,  (^i,  (u,  ....  «.,„_,  sind.  Die 
Functionen  «i,  «,?  •  •  •;  «in-i  bestimmt  nun  Pfaff  so,  dass  U=0,  und  dass  x,„  in 
den  Grössen  ^,,  A.,.  .  .  .,  /l,„_,  nur  in  einem  allen  gemeinschaftlichen  Factor 
vorkommt.  Dividirt  man  mit  diesem,  so  hat  man  die  gegebene  Gleichung  in 
eine  andere  ähnliche,  aber  nur  zwischen  2« — 1  Variabein  o,.  «,,,  ....  «o„_i  ver- 
wandelt. Da  dieses  Verfahren  nur  bei  einer  geraden  Anzahl  von  Variabein  möglich 
ist.  so  kann  man  diese  nicht  wieder  auf  eben  die  Weise  in  eine  Gleichung 
zwischen  nur  2)i  —  2  Variabein  verwandeln.  Pfaff  setzt  daher  eine  dieser  Va- 
riabein   einer    Constante    gleich     und    verwandelt    dann    wieder    die    Gleichung 

:r 
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zwischen  di'n  noch  iiliri^vii  2»  —  2  Variabelii  in  eine  andere  zwischen  mu- 
2/t  —  SVariabehi.  ilci-en  eine  er  wieder  einer  Constante  gleich  setzt,  und  so 
fortfährt,  bis  er  aui'  eine  (Tlei(-hinig  zwischen  nur  2  Variabehi  kommt,  deren 
Integration  die  letzte  n"  (Gleichung  mit  der  ?i""'  willkürlichen  Constante  giebt. 
Auf  diese  Weise  hat  er  die  gegebene  Gleichung  durch  ein  System  von  n  Glei- 
chungen mit  II  willkürlichen  Constanten  integrirt. 

Pfaff  zeigt  dann  weiter  auf  eine  ähnliche  Art,  wie  es  bei  den  partiellen 
Didei-entialgleichungen  zu  geschehen  pflegt,  dass  man  aus  solcher  Lösung  mit 
//  willkürlichen  Constanten  andere  Lösungen  mit  willkürlichen  Functionen  ali- 
leiten  kann.      Man   denke   sich    nämlich  die   n  Integralgleichungen   auf  die  Form 

gebracht : 

F^  =  C\.    F^  =  C^.    .  .  .,    /;=  c  , 

wo  (\.  C.,.   ...,   C'„  die  willkürlichen  Constanten  sind  und  F,,  I-\,  ....  F„  diese 

nicht   mehr  enthalten.     Denkt   man  sich  jetzt   die  Grössen  C\.  C, C„   als 

Variabein,   so  muss  sich  vermöge  der  Gleichimgen 

/;  =  t; ,    F,  =  (;,.    ....    f^^  =  c^ 

der  Aus(h-uck 

A'j  dx^  +  X.,  f/.i'2  H h  X,^  da;.,^ 

in   einen  anderen  verwandeln  lassen  von  der  Form 

A\  t/c; + K,  dc,  H h  a;  f/c  , 

weil  dieser  Ausdruck  verschwinden  muss,  wenn  C,,  Co,  ....  C„  Constanten 
gleich  gesetzt  werden.     Es  muss  also  auf  identische  Weise  sein: 

X,J.2',4-X,c^,H l-X^^rf.r.,,,  =  K^dF^-i-K^dF.,-\ "^KßF^. 

Dieser  Ausdruck  verschwindet  nun  aber  nicht  bloss,  wenn  F,,  F.2,  .  .  .,  F„  Con- 
stanten   gleich  gesetzt  werden,   sondern  auch,    indem  man    m   der  Grössen  F, . 

F.. /•'„  als  beliebige  Functionen  der  übrigen  setzt:  z.  B.   F, .  F.,,   .  .  .,  F„^  als 

Functionen  von  F„,^, ,  F,„^.,.   ..  ..  F„:   wodurch 

A',  <//; + a;  dF.^^ r-  a;  dF^  =  n,  c/i-;^^,  -f-  n,  dF_^^_^,  -\ h  /7„_„,  dF^ 

wird,   und  alsdann  die  Gleichungen 


hinzufügt.      Hat   man 


n  =0,   77,  =  0.    .  .  .,    n„_,„^ 

P'.  =  ^i(^„.+,-  F„^^, F), 

F^  =  '/',(^,„+P  F,„+^ FJ, 
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i;eset7,t.   so  wird 


iiiia 


/7, 

=  Ä', 

+•• 

•^-A:„, 

^'P,, 

^^1; 

-+K... 

n. 

=  K^ 

+■• 

•+Ä, 

^'Z'™ 

^:-;: 

~+K^: 

/7,_ 

„r=  A', 

+■  • 

•+^« 

-+a;„ 

•ebene 

Gleichung 

X^dj;^-hX^d 

.(•.,-1- 

...4-Z 

.,M. 

=  0 

wird  auch  integrirt  durch  das  System  der  ?i  Gleichungen 

F,  =  W,(F^^^,  F         ...,  F), 


77,  =0,     71,  =  0,     .  .  .,     77  _    =0. 


ländlich  erhält  man   noch  eine   Lösung,  wenn  man 

A",  =  0,   a;  =  0,    .  .  .,   a;,  =  ü 

setzt,  was  mit  derjenigen,  wo  man  t\,  F.,,  .  .  .,  F„  willkürlichen  Constanten 
gleich  setzt,  gewissermassen  die  beiden  extremen  Fälle  bildet,  welche  der  so- 
genannten singulären  und  vollständigen  Lösung  bei  den  partiellen  Differential- 
gleichungen, die  übrigen  aber  den  sogenannten  allgemeinen  Lösungen  entsprechen. 
Alle  diese  Lösungen  haben  einen  bestimmten,  unter  sich  verschiedenen  Charakter, 
und  man  ward  z.  B.  nie  die  ursprüngliche  Lösung  mit  n  willkürlichen  Con- 
stanten erhalten  können,  indem  man  Functionen  mit  n  Constanten  für  die  will- 
kürlichen Functionen  annimmt.  Pf  äff  hat  nur  diejenige  Lösung  angegeben, 
wo  man  eine  der  Functionen  Fj.  /%,   ....  F„  als  Function  der  übrigen  setzt. 

2. 

Man  sieht  aus  dem  Vorhergehenden,  dass  alles  auf  eine  allgemeine  Me- 
thode, die  Functionen  Oj,  a^,  .  .  .,  rtj„_j  jedesmal  zu  bestimmen,  ankommt,  welches 
wir  jetzt  nach  Pfaffs  Anleitung  unternehmen  wollen. 

Es  sei  also  die  Gleichung 

0  =  Xdx-\-X^da;^  +  X.^da;,-\ hX^d^^ 

gegeben.  Es  seien  «,,  a.>,  .  .  .,  ff,,  gewisse  Functionen  von  x,  ,r,,  x.,,  .  .  .,  x^,, 
und  man  denke  sich  ,r, ,  .r._, .   ...    o,'    durch  diese  und  durch  x  ausgedrückt.      Die 
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gegebene  Gleichiuis 


0  = 

=  Xdx-hX^  f/,f ,  -h  Ä'._,  dx.^  H h  X,dx,, 

delt  sich  demnach 

in 

folgende: 

0  = 

Udä 

+  J,  rfa,  -H  .-l._,  da.,  H \-Af,da,„ 

U   = 

A+X,4^  +  X.,^+...  +  A,4^, 
d.T           ■    dx                    '    ox 

A,  = 

X,  f-  +x.,  ^-^  +....+x,f". 

oa,           •   da,                        Oö| 

A  = 

X,  f-  +x,  f-+..-i-x„^-^^-, 

da.            "   da..                        oa. 

Af,  = 

„     c'j:,         ,,     öx.,                        dx., 

X,^-L-i-A.,^-^H HX,,-,   ''  • 

da-p            •    da^                          da^, 

Man  setze  nun  zuerst 

U=X- 

r-X, 

dx,         „    ox.,                   ^,    dx,, 

-^'--f-X..  -.-^H hX.-T7^  =0 

dj;            -    oj;                      ^    ox 

Damit  ferner  x  in   .1,.   .4,,   ....   ^4^,  nur  in  einem  allen  gemeinschaftlichen  Factor 
M  vorkomme,   muss  man  haben: 

1       a A  ^  J^      öA^  _       _  J_    dA^  _  J^  jdAl 
A,       dx  A,       dx  Ay       öx  M      dx 


oder 

ölog^,           dlogA.. 

dx       '         dx       ~       ~ 

Es  sei  nun 

^  =  X   -^^-  -\-X.,  -^-=~ 

'    oa            -da 

aus  welchem  Ausdruck  man  die  verschiedenen  Werthe  von  .1,,  ,4.,  ....  .4^  er- 
hält, wenn  man  für  (i  nach  einander  a^.  a.,,  ....  a^,  setzt,  so   hat   man: 
^^  aXj^   Ju^       dX^    dx^  dX^    dx, 
dx            dx        da           dx        da  dx        da 
,    .,     d'-x,          ,.     d'x.,  „     d'-x,, 
öaOx           ■   dadx  '    aadx 
Aus  der  Gleichung 

0  =  x+x,4'^+x,4^+...+a;,^' 

dx  ■    Ox  '    dx 

folgt  abei'.   wenn  man  sie  nach  a  differentiirt. 

,.     d'x,  „     d"x.,  ,^     d'x„ 

dadis  "^  dadiT  '^  oadx 

^        l  dX     ^    dX,      gj:,     ^  ÖA;      c.r,  \ 

l  da  d«        dic  d«    '    dx  )' 
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Nim   hat   man: 

(9A',        6x,            3X„       Qx^  dXp       dx^ 

ex          da               ÖX         da  üx          da 

_  dx,    i(dX,\      {dX,\     8x,  (dX,\     dx, 

"da    \\8x  )^\dxj'    dx  ^\dxj'    dx 

dx.,    {{dXA    .    {dXA     dx^    föX,  \     dx, 

dx  \  dx„  )      dx 


dx,  U8XA      (dX,^ 
da    W  dx  J'^X  dx,  j 


-IH(^)-( 

dXA 

dx,  J 

dx 

-(t 

-)■*). 

wo    die    einige 

dämmerten    Diffei 

entialquotienten    die    nach    den 

Lirspri 

Variabein  . 

■.  X 

i;  genommenen 

partiellen 

Ableitu 

ngen  von 

X,  X,. 

berleuten. 

Ferner 

Ca              da 

dx, 
dx 

+  4^-. 

-^^- 

-^ 

dx, 
dx 

= 

dx, 
da 

-imhmy 

^ 

-(^)- 

OX 

-(t 

\dx,^ 

)         ÖX    J 

+ 

dx„ 
-da 

i^hm- 

dx, 
~dx 

A^y 

dx, 
dx 

M^ 

\    dxA 

}-^x-\ 

ixj^  U  äX  \       (dX,  \     dx,         f  dX„  \     da 

9«  ll  dx, )  "^  Vd^j '  ~d^  "^  V  eZ'J  ■  dl 


dx„  ( aZp  \     dx. 


Die  Differenz  beider  Ausdrücke  giebt   -— —    Man  setze  der  Kürze  wegen 
(-^)-(-|^')  =  («.//),  wo  also  (<v,/y)  +  (/y,  «)  =  0,   und  z.B. 

so  erhält  man 

+  ^{(?.0)+te,)^+(;,,2)-|i+ +         .  |. 

Setzt  man  für  a  nach  einander  «,,  a.,,  ....  a^,  so  erhält  man  aus  dieser 
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Formel  die  vi-rscliiedonen  Ausdnicke  für -^^  ,    -~- .  .  .  .,  ^— "  •     Nun  ;^oll.  welche 

der  (xrossen  ir,.  «., o„   man  lur  ^'  setze,    immer  sein  ^^- =-rT  •  ^^^-^>^■l• 
'       -           -     ''  d.v        M     ö.r 

wt-iin   mau   der  Kürze  halber  — tS —  =  K  setzt,   oder 
o.v 

ö.r  öa  '        da  ■  da 

welches  der  Fall  sein  wird,  sobald   die  Coefficienten  von    -^f-^- .    -^^ ,   .  .  .,   -^f^ 

ca  Ort  da 

in  beiden  für  -^-    gefundenen  Ausdrücken    ivspective  gleich    sind.     Man  erhält 
hieraus  die  Gleichungen: 

AX,  =(l,ü)+         .  +(i.2)-|^  +  ...+(l,;0-g', 

AX  =  (2,  0)+(2,  1)~^-+         •  +-+(2,p)%. 


A^,  =  (;.,  0)+(p,  1)  -^^  +(;^  2)^ 

nan    diese 
addirt,  so  erhält   mau: 


Multiplicirt   man   diese    Gleichunaen    resi^ective   mit  ~^'- ,   -=^ .   . 
'  '  '  d.^-  d.v    ■ 


d.e 


=  (..0)f;+(2,0)4s.+...^(,,,0)|i. 

indem  alle  übrigen  Glieder  sich  aufheben,   oder  da 


die  Gleichung: 


'    dx  ■    da:  '^    ax 


AX  =  (0,l)^+(0.2)-^+...+(0,;.)-|j 


Man  erhält  auf  diese   Weise  ;j  +  1    lineare  Gleichungen  zwischen  den  ;>-+-!    un- 

11  ,         /.    ..  \T      Sx.         dx.,  dx„ 

bekannten  Grossen   A.    -^--,      .,  - ^^  • 

dx  ax  ■      dx 

Es   hat   sich   also   alles   auf  blosse  Relationen   zwischen   den    nach    x  ge- 
nommenen    Ableitungen     —^.    -^-^ ~~^    reducirt.       Nun    erhellt,    dass 

dx  dx     ■  dx 

wenn    man    aus   den   aufgestellten  Gleichungen    für  —^-^ .   -^ ,   ....    ^^   resi). 
^  '  vx         dx  dx  ' 


die  Werthe 
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"    findet,  die  besuchten  Functionen  a. 


V  ■    r  ■    •  ••    V 

diejenigen  Functionen  sind,  welche  bei  Integration  der  Gleichungen 

dx:dx^idx,^...:dx,  =    V:\\:  r„:...:  l], 
den  p   willkürlichen  Constanten   gleich   gesetzt   werden.      Denn    indem  man   nur 
die  partiellen  Ableitungen  nach  x  sucht,  setzt  man  eben  «, ,  (^,  .  .  .,  a,^  constant. 
In  diesem  Falle  aber  erhält  man: 

dx:dx,:dx,:...:dx^  =    V:V,:  l\:...:  V„ 


oder 


8x,    __    V\_        dx,    _    V„  d.v,,   Fj, 

dx   ~   F'    "ö^""!^'    •  •  ■'    ""ä^~^^' 
wie   verlangt  wurde.     Findet  man  also   aus  den   gefundenen  j)-hl  Gleichungen 
die  Werthe  von    V.    V^.    V.-,.   ....    V^,    so  giebt  die  Integration  der  Gleichungen 

dx  :  dx,  :  dx,  ■....■.dx„=   V :  F,  :  V,:...^  i; 
die  gesuchten  Functionen  a..  a...  ....  (i„. 


Die  C 

rleichuno-en.  ans  denen  man  -if-'-,    -rf^, 
^      •                                           dx           dx    ' 

.  .  .,  -^  zu  suchen  hat 

'     dx 

sind  dem  Obigen  zufolge: 

NX   =       *     +(0,  l)-|^+(0,  2)^-+. 

••+(0,^^)^, 

.VX,  =  (1,  0)4-         *          +(1,  2)-|'^-t-. 

•+^^'^)-S^' 

(A) 

AX  =  (2,0)  + (2,  l)-t'^+         *          +• 
dx 

•^(■2,.)-|^, 

NX,  =  (p,  0)+ (/>,  1)  ^  +(p,  2)  -|^  +• 

..-1- 

Findet  man  aus  diesen  Gleichungen 

8x^          NV,                     dx,,     '     NV,, 
dx            A     '     ■   ■  ■'       dx    ~     A.     ' 

V         ^ 

dx  :  dx,  :  f^  :  ...  :  dx,  =    F:  T",  :  i;  :  ...  :  j;. 
Die  Gleichungen  (A)  haben  sehr  mei'kwiirdige  Eigenschaften.    Das  Charak- 
teristische  derselben   ist.    dass   die  Verticalreihen   der  Coefficienten  gerade   das 
Negative  der  Horizontalreihen  sind;  daher  auck  diejenigen  Glieder,   in  welchen 
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die  »("■  Horizoiitalrcilie  und  die  m'"  Verticalreihe  zusammentreften,  verschwinden, 
wie  es  durch  die  in  der  Diagonale  sicli  befindenden  Sternchen  anschaulich  wird. 
Aus  dieser  Eigenschaft  folgt  zunächst,  dassjJ  +  1,  oder  die  Anzahl  der  Variabein 
.V,  .r, ,  X.,,  ....  x^,,  eine  gerade  Zahl  sein  muss.  Es  ist  nämlich  bekannt,  dass 
man  bei  jedem  System  von  n  Gleichungen  zwischen  n  unbekannten  Grössen 
darauf  zu  sehen  hat,  ob  nicht  der  den  Werthen  der  Unbekannten  gemeinsame 
Nenner,  welchen  Gauss  in  den  Disquis.  Arithm.  mit  dem  Namen  Determinante 
bezeichnet,  verechwinden  könne;  welches  ein  Zeichen  ist,  dass  das  System  der 
ii  Gleichungen  nicht  bestehen  kann,  wofern  nicht  etwa  eine  Bedingungsgleichung 
zwischen  den  Constanten  stattfindet,  vermöge  welcher  die  «'"  Gleichung  eine 
Folge  der  übrigen  n  —  1  Gleichungen  ist.  Nun  bleibt  nach  dem  bekannten  Algo- 
rithmus, nach  welchem  die  Determinante  gebildet  wird,  diese  unverändert,  wenn 
man  die  Horizontalreihen  und  Verticalreihen  der  Coefficienten  mit  einander  ver- 
tauscht. Für  unsern  besondern  Fall  nun  wird,  wenn  wir  die  Determinante  mit 
A  bezeichnen,  hieraus  folgen:  A  =  ( — 1)''"'"^A,  da  jedes  Glied  der  Determinante 
ein  Pi'oduct  aus  p  +  1  Coefficienten  ist,  von  denen  jeder  durch  Vertauschung 
der  Horizontal-  und  Verticalreihen  sich  in  sein  Negatives  verwandelt.  Diese 
Gleichung  A  =  (— 1)''"^'A  aber  kann  nur  bestehen.  wenn^J-t-1  eine  gerade  Zahl 
ist.  wofern  nicht  A^O  sein  soll. 

Ich  will  jetzt  einige  specielle  FiUle  entwickeln. 
Für  ^>-|-l  =  4  erhält  man: 

V  =      *       +(2,3)X,+(.3,  1)X,+(1,2)X,. 

F,  =(3,2)X4-      *       +(o,3)A;+(2,0)A;. 

V\  =  (1,  3)X+(3, 0)X.  +      *       +(0,  1)X, . 

[;  =  (2.  l)X+(0,  2)X,-f-(l.  0)X„+      * 

A  =  (0.  1)(3,  2)-}-(0,  3)(2,  l)+(0,  2)(1,  3). 
Für  jj4-l  =  ()   erhält   man.   wenn  man,  der  Kürze  wegen,   mit  (1,2,3,4)    den 
Ausdruck 

(1,2X3,4)+(1,3)(4,2)H-(],4X2,3) 

bezeichnet  und  nach  diesem  Typus"  die  ähnlichen  Ausdrücke  bildet: 
r  =         *  +(2,3,4,5)X,+(3,4,5,1)X._,+(4,.5,1,2)X3+(5,1,2,3)X,+(1/2,3,4)X,, 

r,  =(3,2,4,5)X+        .♦  +(4,3,5.0)X\,  +  (5,4,0,2)X. -f-(0,5,2,.3)X, +(2,0,3, 4)X, 

f;  =(1,3,4,5)X-H(3,4,5,0)X,-|-         ♦  -f-(4,5,0,l)X3+(5,0,l,3)X,-f-(0,1..3,4)X,, 

P;  =(2,1,4,5)X+(4,2,5,0)X,+(5,4,0,1)X.,+  .  -)-(0,5,l,2)X,--|-(l,0,2,4)X , 

F,  =  (l,2,3,5)X+(2,.3,5,0)X,+(3,5,0,l)X^+(5,0,l,2)X3-f-  .  +(0,1,2,3)X. 

F,  =  (2,1,3, 4)X+(3,2,4,0)X,+(43,0,l)X2+(0,4,l,2)X3-)-(l,0,2,3)X,+ 
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Um  die  allgemeine  Hild  ungsweise  dieser  Ausdrücke  auseinander  zu  setzen 
^erde  ich  sagen,  dass  man  einen  Typus  einen  Cyclus  durchlaufen  lasse,  indem 
lan  für  die  Zahlenelemente  0.  ].  2.  .  .  .,  p,  aus  denen  er  gebildet  ist,  nach 
inander  resp.   setzt: 

0,  1,     2.     3.     .  .  .,    p  — 1,    p, 

1,  -2,     3,     4,     .  .  .,  ;',     0, 

2,  3.     4,     5,     .  .  .,  0.     L 


p  — 1,    ;),     0,     1,     .  .  .,     p  — 3,     p  — 2, 
p,    0,     1,     2,     .  .  .,    p— 2.    ;^— 1. 


Man  erhält  so,  wie  man  an  dein  letzten  Beispiele  sehen  kann,  den  Aus- 
druck, welcher  V„,  gleich  ist,  aus  einem  seiner  Glieder,  indem  man  es  den 
Cyclus  durchlaufen  lässt,  nachdem  man  aus  der  Zahlenreihe  0,  1,  2,  .  .  .,  j>  die 
Zahl  m  fortgelassen  hat,  wobei  zu  bemerken  ist,  dass  man  das  Gleiche  auch 
•mit  dem  Index  von  A'  zu  thun  hat.  So  erhält  man  aus  dem  Gliede  (3,  2,  4.  5)X 
in  dem  für  T",  gefundenen  Ausdruck  die  übrigen,  indem  man  fiir  0,  2.  3.  4.  5 
nacheinander  setzt  2,  3,  4,  5,  0:  3,  4.  5,  0,  2;  4,  5,  0,  2,  3;  5.  0.  2.  3.  4.  Ferner 
erhält  man  aus  dem  ganzen  für  F„,  gefundenen  Ausdruck  immer  den  folgenden 
für  r„,+],  wenn  man  für  0,  1,  2,  3,  .  .  .,  j9  resp.  setzt  1,  2,  3,  .  .  .,  p,  0  und 
in  dem  mit  einer  Klammer  bezeichneten  Typus  die  beiden  ersten  Elemente  ver- 
setzt.    So  erhält  man  aus  dem  Gliede  (1,  0,  2,  4)^3  in  Fj,  indem  man  für  Ü,  1, 

2.  3,  4,  5  resp.  1.  2.  3,  4,  5,  0  setzt,  das  Glied  (2,  1,  3,  b)X,  und  indem  man  die 
beiden  ersten  Elemente  in  (2,  1,  3,  5)  versetzt,  das  Glied  (1,  2,  3,  iy)X,  welches 
das  erste  Glied  in  dem  für    F^  gefundenen  Ausdruck  ist.  — 

Es  bleibt  noch  übrig,  die  Bildung  eines  solchen  Typus,  wie  (1,  2,  3,  4), 
anzugeben.     Setzt  man  für  p-\-l  Elemente  den  Coefficienten  von  X^  in  T'  gleich 

(2.  3, 4,  5 p  —  1,  /)),  so  wird  (2,3,...,  j))  aus  1 . 3  . 5 . . .  (;j  —  2)  Gliedern  bestehen. 

Das  erste  von  diesen  wird: 

(2,3).(4,5).(6,7)...(p-l,p). 

Aus    diesem    bilde    man  p  —  '2,    indem    man   die    letzten   y>  —  2  Elemente 

3,  4.  ....;)  einen  Cyclus  durchlaufen  lässt.  Aus  jedem  dieser  ;j  — 2  Glieder 
bilde  man  jj  — 4,  indem  man  die  letzten;;  — 4  Elemente  5.  6.  ...,]>  einen  Cyclus 
durchlaufen  lässt,  u.  s.  w.,  bis  zuletzt  die  drei  letzten  Elemente  p  —  '2,  p  —  l.  p 
den  Cyclus  zu  durchlaufen  haben.     Auf  diese  Weise  erhält  man  z.  B. 

4* 
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(2,  3,  4,  5,  6,  7)  =  (2,  3).(4,  5).(6,  7)+(2,  3).(4,  6).(7,  5)+(2,  3).(4,  7). (5,  6) 
4-  (2,  4).(5,  6).(7,  3)+(2, 4).(5,  7).(3,  6)+(2,  4).(5,  3).(6,  7) 
+  (2,  5).(6,  7).(3,  4)+(2,  5).(6,  3).(4,  7)+(2,  5).(6, 4).(7,  3) 
+  (2,  6).(7,  3). (4,  5)4-(2,  6).(7,  4).(5,  3)+(2,  6).(7,  5).(3,  4) 
+  (2,  7).(3,  4). (5,  6)+(2,  7).(3,  5).(G,  4)+(2,  7). (3,  6).(4,  5). 

Ist  p-hl  eine  ungerade  Zahl,  so  haben  wir  gesehen,  dass  immer  eine 
Bedingungsgleichimg  stattfinden  muss,  wenn  die  Gleichungen  (A)  möglich  sein 
sollen,   oder  wenn  man  die  Gleichinig 

auf  eine  ähnliche  Gleichung  zwischen  nur  p  Variabein  soll  zurückführen  können. 
Für;;-I-1  =  3  wird  diese  Bedingungsgleichung 

X(l,  2)+Z,(2,  0)+X(0,  1)  =  0, 
welches  die  bekannte  Conditio  integrabilitatis  ist. 

Für  p-\-\  =  ö  wird  sie 
X(h  2,  3,  4)4- X,  (2,  3,  4, 0)+Z,(3, 4,  0,  l)-hX,(4,  0, 1,  2}-{-X^(0, 1,  2,  3)  =  0. 
Allgemein,  wenn  p  +  l  eine  ungerade  Zahl  ist,  wird  sie 

-X(1.2,3,...,;0  =  O. 
wo  man  aus  A'(l,  2,  3,  ....  jj)  die  sänimtlichen  Glieder   des  mit  2!  bezeichneten 
Aggregats  bildet,  indem  man   0,   1,  2,  .  .  .,  p   einen   Oyclus    durchlaufen   lässt. 
Dies  ist  also  die  Bedingungsgleichung,  dass  die  Gleichung 

0  =  X  fh-h  X,  dx^  +  X ,  <li:^  H \-X„  dx^ , 

Avo  p   eine   gerade   Zahl    ist,    durch    ein   System   von   -^r    Gleichungen   integrirt 
werden  könne. 

Die  Aufstellung  und  Behandlung  der  Gleichungen  (A)  in  der  eleganten 
und  vollkommen  synnnetrischen  Form,  wie  sie  hier  gegeben  sind,  ist  das  Eigen- 
thümliche  und  der  eigentliche  Zweck  dieser  Abhandlung;  doch  musste,  des 
Zusammenhanges  wegen,  auch  das  Uebrige  der  Pf  äff  sehen  Methode  kürzlich 
dargestellt  werden.  Es  haben  diese  Gleichungen  grosse  Aehnlichkeit  mit  der- 
jenigen bekannten  Art,  wo  die  Horizontalreihen  und  Verticalreihen  der  Coeffi- 
cienten  dieselben  sind,'  welchen  man  in  sehr  vielen  analytischen  Untersuchungen, 
unter  andern  auch  bei  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate,  begegnet.  In  den 
für  l',  r,  etc.  gefundenen  Ausdrücken  sind  die  Horizontalreihen  und  Vertical- 
reihen der  Coefficienten  von  A',  A,  etc.  wieder  das  Negative  von  einander,   so 
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\vie  in  den  Resultaten,  welche  dort  die  Auflösung  giebt,  beide  Reihen  wieder 
dieselben  sind.  Wendet  man  den  von  Gauss  in  der  Abhandlung  über  die  ellip- 
tischen Elemente  der  Pallas  gegebenen  Algorithmus  auf  unser  System  an,  so 
sieht  man,  wie  mit  grosser  Leichtigkeit  immer  zwei  Grössen  auf  einmal  eliminirt 
werden  können,  und  wie  die  neuen  Gleichungen,  deren  Anzahl  um  zwei  kleiner 
ist,  wieder  dieselbe  Form  erhalten.  Dieses  macht,  dass  man  ein  solches  System 
von  Gleichungen  mit  grosser  Rapidität  auflösen  kann. 

Zusatz.  Nach  Beendigung  dieser  Abhandlung  bemerkte  ich,  dass  die 
Gleichungen,  auf  welche  Lagrange  und  Poisson  in  ihren  berühmten  Arbeiten 
über  die  Variation  der  Constanten  in  den  Problemen  der  Mechanik  gekommen 
sind,  ein  eben  solches  System  bilden,  wie  wir  hier  näher  erörtei't  haben.  Man 
sehe  das  L^"  Heft  des  polytechnischen  Journals  S.  288,  289.  Da  die  Pfaffsche 
Methode  ebenfalls  auf  Variation  der  Constanten  beruht,  so  scheint  dieses  System 
von  Gleichungen  vorzugsweise  bei  der  Methode  der  Variation  der  Constanten 
vorzukommen. 

Den   14.  Auoust   1827. 
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Das  schöne,  in  der  genannten  Abhandlung  (Crelle's  Joanial  Bd.  lü,  p.  9G) 
entwickelte  Resultat  lässt  sich  auf  folgende  bequemere  Form  bringen: 

(1)  .V  =  j    die      ^+i"[6V'- +  6',  ()('?"•  + C;  e'f '.''"■  H f-6'„o'V'?""  |, 

wo  (>  eine  ]jrimitive  Wurzel  der  Gleichung 

und  wo  C,   C'i,   .  .  .,   ('„  beliebige  Constanten  bedeuten,  welche  die  Bedingungs- 
gleichung erfüllen: 

(2)  6'+c;+t;H — hc;  =  0, 

so  dass  /;   von  ihnen  willkürlich  sind. 

Man    ]jrüft  auf  folgende   Weise,    dass   dieser  Ausdruck    der  Ditferential- 
gleichung 

auf  welche  der  Verfasser  die  allgemeinere  zurückführt.  Genüge  leistet.     Man  hat 
nämlich,  wenn  man  »-mal  nach  ,r  ditferentiirt,  imd  dann  nach  f  theilweise  integrirt: 


,(4)  d'jdtr'^^^e^-  ,^ 

; =  p-'>\dtte    «+i  ,,(.'•>■  =  _o'v 


dfe 


Dehnt  man  das  Integral  nach  f  von  0  bis  oo  aus ,  so  reducirt  sich  der  Theil 
ausserliall)  des  Integralzeichens  auf  (>".  Substituirt  man  in  (4)  füi-  p  die  ii-i-l 
Werthe    1,  (>,  (r,   .  .  .,  p",    und   sul)stltuirt    die   so   erhaltenen   Ausdrücke    in    den 

Ausdruck  von  -V^ ,  wie  er  sich  aus  (l)  eriiiebt,  so  verschwindet  wciien  der 
IV'dingungsglelchung  (2)  der  Theil  ausserhalb  des  Integralzeichens,  und  die  Diffe- 
rentialgleichung (3)  wird  identisch  ei'füllt. 

Setzt  man  statt  (2)  zwischen  den  n-j-l  Constanten  die  BedinginigsgK'ichung 

0'))  C-hC\-hC,-\ hC,,   =   m, 

IV.  5 
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so   sieht    luaii    aus    dem    Vorigen,    dass    die    Gleichung   (1)    der    allgemeineren 
Gleichune;  genügt: 

(6)  -^  =  •^•.'/+'"- 
Auf  diese  winl   alier  die  folgende 

(7)  -£^  =  iur,j-^b,v-{-cy  +  d 
sogleich  zu rückgef uhrt. 

Den  27.  März   1833. 
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ISUR  LE  MOÜVEMENT  DUN  POINT  ET  SUR  UN  CAS  PARTI- 
CULIER  DU  PROBLEME  DES  TROIS  CORPS. 

„Panni  les  vcrites  nouvelles  dont  les  mathematiques  se  sont  enrichies  de 
teinjis  en  teiups.  il  y  en  a  anxquelles  on  n'a  pu  parvenir  qu'en  surinontant  de 
graiides  difticultes,  et  dont  la  decouverte  parait  etre  reservee  aux  esprits  supe- 
rieurs  qui  president  au  developpement  de  la  science.  II  y  en  a  d'autres  dont 
la  decouverte  n'a  pas  le  merite  des  difticultes  vaineues.  mais  qui  etant  ä  la 
portee  de  tout  le  monde  des  qu'elles  ont  ete  une  fois  trouvees,  se  sont  sous- 
traites  pendant  long-temps  aux  soins  des  savants.  je  ne  sais  par  quel  accident, 
peut-etre  meine  a  cause  de  leur  facilite.  Dans  une  lettre  anterieure  j'ai  com- 
munique  ä  l'illustre  Academie,  en  profitant  du  titre  de  son  correspondant,  un 
exeniple  de  cette  seconde  espece,  decouverte  curieuse  et  qui  precisement  dans 
le  meme  temps  a  ete  jugee  irapossible  dans  les  Transactions  philosophiques  par 
rillustre  Ivory.     Permettez-moi,  Monsieur,  d'ajouter  ä  cet  exemple  les  suivants. 

,,Considerons  le  mouvenient  libre  d'un  point  dans  un  plan  et  dans  le 
cas  de  la  conservation  des  ibrees  vives.      On  a  dans  ce  cas  les  equations  dlffe- 

rentielles 

d-j;   ö\J  d'y    _    ÖU 

dt"-  Bx   '        dt-  ay    ' 

et .  le  principe  des  forces  vives  conservees  s'exprime  par  l'equation 

\j  etant  une  fonction  quelconque  de  ix:  et  de  y,  et  h  etant  une  constante  arbi- 
traire.  Lagrange  a  donne  cette  forme  aux  equations  difterentielles  du  niou- 
vement  dans  le  cas  des  forces  centrales  ou  paralleles  et  constantes.  Mais  la 
meme  forme  öftre  generalement  des  facilites  pour  Tintegration,  qui  i)"üiit  pas 
encore  ete  remarquees. 

..Suppusoiis.  eomme  une  seconde  integrale  des  ecjuations  ditferentielles 
lii-()[)Osees. 

,,  /  d.c        dy  \ 

(I  etant  une   nouvelle  constante    arbitraire;    au   moyen  de    cette   equation   et  de 
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Celle  des  forces  vives  on  pourra  exprimei-   les  valeiirs  des  differentielles  -j—  et 

—^-  par  .(■  et  y  i4   par  les  deux  coiistantes  arhiti-aires  a  et  Ii.     Soient 
ilv  ,        Chi 

ces  valeurs:   on  proave  aisement  les  propositions  suivantes: 

„1.    L"ex|iression 

,v'd.,-\-y'd!) 

est  une  differentielle  exacte;   donc  aussi  ses  difFerentielles  prises  par  rapport  aux 

constantes  arbitraires  a  et  h  seront  des  differentielles  exactes; 

„2.    Les  expressions 

dx'    ,  dy'     ,  o.«'     ,     ,     dt/     , 

^p-  dx  -h  -^  dy,      -^j-  dx  -f-  —4-  dy 

da  da     ^'        dh  ch     ^ 

etant  des  dirtereiitielles  exactes,  on  aura  requation  de  Torhite  cliei'cliee  et  l'ex- 

pression  du  teniiis  au  moven  des  equations 

dans  lesquelles  b  et  t  sont  deux  nouvelles  constantes  arbitraires. 

„Une  seconde  remarque,  que  j"ajouterai,  se  rapporte  k  la  tlieorie  ana- 
lytique  du  Systeme  solaire.  Considerons  le  mouvement  d'un  point  sans  niasse 
tournant  autour  du  Soleil  et  trouble  par  une  ^lanete  dont  Torbite  est  supposee 
clrculaire.  Soient  ,r,  y,  z  les  coordonnees  rectangulaires  du  point,  en  prenant 
le  plan  de  Forbite  de  la  planete  pour  celui  des  x  et  y,  et  le  Soleil  pour  centre 
des  coordonnees;  soit  rtj  la  distance  de  la  planete  troublante  au  Soleil,  n' t  son 
anomalie,  m'  sa  raasse,  M  la  masse  du  Soleil,    on  aura  l'equation  rigoureuse: 


mhi^Mi-lVA' 


dy  dx  ] 


M  ,f  1  xco&n't+ysmii'f] 


(x--\-y''-i-s')^  ^[x'-hy'-\-z-—2a,  {xcQS7i' f. -hy sin n't) -ha:]]'  «? 

_C"est  donc  une  nouvelle  equation  integrale,  qui  dans  le  probleme  des 
trois  Corps  subsistera  entre  les  termes  independants  de  l'excentricite  de  la  pla- 
nete troublante,  et  qui  est  rigoureuse  pour  toutes  les  puissances  de  la  masse 
de  cette  derniere.  Dans  la  theorie  de  la  Lune  il  faut  mettre  la  Terre  au  lieu 
du  Soleil  et  pi-endre  celui-ci  pour  le  corps  troublant." 


ZUR  THEORIE  DER  VARIATIONS-RECHNÜNG  UND 
DER  DIFFERENTIAL-GLEICHUNGEN 
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Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  XVII  p.  68 — 82. 


ZUR    THEORIE    DER    VARIATIONS- RECHNUNG    UND    DER 
DIFFERENTIAL-GLEICHUNGEN. 

(Auszug  eines  Schreibens  an  Herrn  Encke,  Secretar  der   mathematisch-phy.sikalischen  Klasse 
der  Akademie  der  Wissenschaften  zu  Berlin.) 

Es  ist  mir  gelungen,  eine  grosse  und  wesentliche  Lücke  in  der  Variations- 
rechnung auszufüllen.  Bei  den  Problemen  des  Grössten  und  Kleinsten  nämlich, 
welche  von  der  Variationsrechnung  abhängen,  kannte  man  keine  allgemeine 
Regel,  woran  zu  erkennen  wäre,  ob  eine  Lösung  wirklich  ein  Grrösstes  oder 
Kleinstes  giebt,  oder  keins  von  beiden.  Man  hatte  zwar  erkannt,  dass  die  Kri- 
terien hierfür  davon  abhängen,  ob  gewisse  Systeme  von  Differentialgleichungen 
Integrale  haben,  die  während  des  ganzen  Intervalls,  über  den  das  Integral, 
welches  ein  Maximum  oder  Minimum  wei'den  soll,  erstreckt  wird,  endlich  bleiben. 
Aber  man  konnte  diese  Integrale  selbst  nicht  finden,  und  auf  keine  Weise  sonst, 
ohne  sie  zu  kennen,  den  Umstand,  ob  sie  innerhalb  der  gegebenen  Grenzen 
endlich  bleiben  oder  nicht,  erörtern.  Ich  habe  aber  bemerkt,  dass  diese  Inte- 
grale immer  von  selber  gegeben  sind,  wenn  man  die  Differentialgleichungen  des 
Problems  integrirt  hat,  d.  h.  die  Differentialgleichungen,  die  erfüllt  werden 
müssen,  damit  die  erste  Variation  verschwindet.  Hat  man  durch  Integration 
dieser  Differentialgleichungen  die  Ausdrücke  der  gesuchten  Functionen  erhalten, 
welche  eine  Anzahl  willkürlicher  Constanten  enthalten  werden,  so  geben  ihre 
nach  diesen  willküi'lichen  Constanten  genommenen  partiellen  Differentialquo- 
tienten die  Integrale  der  neuen  Differentialgleichungen,  welche  man  zur  Be- 
stinnnung  der  Kriterien  des  Grössten  und  Kleinsten  zu  integriren  hat. 

Es  sei,   um  den  einfachsten  Fall  zu  betrachten,   das  vorgelegte  Integral 


durch  die  Dlfferentialgleichui 


dy  dx 
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bestiinnit,  wo  //'  fiir  -^  gesetzt  ist.  Der  Ausdruck  von  y,  wie  er  durch  die 
Iiitejxration  dieser  (ileichung  gegeben  wird,  enthält  zwei  willlciirliche  Constanten, 
die  icli  (/  und  h  nennen  will.  Die  zweite  Variation  wird,  wenn  w^dij. 
1  div 


dx 


ist, 


'   V  oy  dijoij  ^if'  J 


sein,  wo  für  das  Maximum  oder  Minimum  nöthig  ist,  dass  -^fA;  immer  dasselbe 

drj 

Zeichen  behält.     Aber  um  die  vollständigen  Kriterien   des  Maximums  oder  Mi- 

.  nimums  zu  haben,   muss  man  noch  den   vollständigen  Ausdruck  einer  Function 

V  kennen,  welche  der  Differentialgleichung 

öy''  \dif  ^  d,v)  -  \  dydij'  ^  ) 
Genüge  leistet:  wie  man  dies  in  Lagranges  Fanctionentheorie,  oder  in  Dirksens 
Variationsrechnung  sehen  kann.     (Die  Variationsrechnung  von  Ohm  ist  in  dieser 
Theorie  nicht  genau.)     Diesen  vollständigen  Ausdruck  für  v  hnde  ich   nun.  wie 

folgt.     Es  sei 

dl/        ,  dl/ 
da        '^   ob 


wo 


da  '     dl> 


,  -=--  die  partiellen  DilFerentialquotienten  von  y  bedeuten,  nach  den 
willkürlichen  Constanten  a,  b  genommen,  die  in  y  vorkommen,  und  «,  /i  neue 
willkürliche  Constanten  sind,  so  wird 

V  dijcy'         u       Qy'-  dx) 
der  verlangte  Ausdruck  von  c.   welcher  eine  willkürliche  Constante  ~  enthält. 
Schwiei'iger  ist  der  Fall,   wo  unter  dem  Integralzeichen  Differentialquo- 
tienten höherer  Ordnung  als  die  erste  vorkommen.     Es  sei 

jV(-^, .!/,  y',  .!/")'/•'■ 

zu  einem  Maximum  oder  Minimum  zu  machen,  wo  wieder  ?/'  =  — ^.  ?/"^— -v, 

'  -^  dx  ■  "^  dx-  ' 

so  wird  y  das  Integral  der  Differentialgleichung 

dy  dx       ^      dx-        —  ^' 

welches  vier  willkiirliclie  Constanten  (/,  o,,  u...  a.^  enthalten  wird.     Wenn  wieder 
()'y=u;  d'y'  =  w',  ()'y"  =  w",  so  wird  die  zweite   Variation: 


/( 
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o-f        ,5V      ,    ,  öY       „    öY    ,  ,    ,    ay      -  n,   ^Y    ,-  •\, 

^   I    u-  iV  -+-  2  ^     /    ,  W  >r  '-\-2  -^ /-r,  «■  "     H -.  "•   "■  +  -    .,     ,  -     „  W    tV  "H 4  M! "  IC        d.T. 

dy  dydy'  Oyt;/  d,,"  dij  dij  dy"  ' 

Fi'ir   das  Maximum   oder  Minimum   muss  — -—^   immei'   dasselbe  Zeichen    haben. 

dy"- 

Um  aber  die  vollständigen  Kriterien  zu  haben,  muss  man  folgendes  System  von 
Diiferentialgleichungen  integriren,  wie  man  aus  Lagranges  Theorie  der  Func- 
tionen ersehen  kann: 

\  äy  dx  ^  \  dy'  dx  '/  \  dydy  dx  ] 

'dxj"'  Vo)/'         (/*■  ;         \dydy"         7 

dy"    \dy'  dx  V  \dy  dy  ■) 

Durch  diese  drei  Dülerentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  einen  ziemlich  ai)- 
schreckenden  Anblick  bieten,  sind  die  drei  Functionen  v,  Vj  und  v^  zu  bestimmen, 
deren  vollständiger  Ausdruck  drei  willkürliche  Constanten  enthalten  muss.  Ich 
habe  ihre  allgemeinen  Integrale,  wie  folgt,  gefunden.     Es  sei 

da  '   oa,  ^  da„  da^  '        '^   da       "^^   da,        '^'   da^        '^■'   da^ 

oder  es  seien  u,  u^  lineare  Ausdrücke  der  partiellen  DifFerentialquotienten  von 
y,  nach  den  willkürlichen  Constanten,  die  es  enthält,  genommen.  Die  acht  Con- 
stanten ci,  «,,  cij.  ((,.  ß,  ß,.  /)'„,  /)';,  sind  nicht  ganz  willkürlich  zu  nehmen,  sondern 
es  muss  zwischen  den  sechs  aus  ihnen  zusammengesetzten  Grössen  «ß^  —  a,ß, 
aß^  —  a^ß,  aß^  —  a.Ji,  a<,ß^  —  /?2«35  «^sA  — «lÄ?  «1/^2  — «sÄ  eine  gewisse  Bedin- 
gung stattfinden,  in  deren  nähere  Erörterung  ich  hier  nicht  eingehen  will.  Hier- 
nach werden   die  allgemeinen  Ausdrücke  für  v.   i\,  r.,.   die   ich  gefunden  habe, 

folgende: 

d'u,  d'u 


d'f 

d'f 

"'  dx"-            '    dx' 

dy'dy' 

dy"' 

du,              du      ' 
""  dx         "■   dx 

d-'f 
dydy" 

dy" 

du    d^u,          du,     d'u 
dx    dx'            dx     dx' 

du,             du          ' 

u—r ^1  ~r~ 

dx           '  dx 

dv, 

d'f 
dydy' 

(     d'u,             d'u  \[  du    d'u, 

d'f   r  dx'    "'  dx')[dx  dx'  - 

du,     d'u  \ 
dx      dx'  ) 

dx 

du"'                           (      du,             duV 
''                                 l"    dx        "■   dx) 

6* 
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Da  zwischen  den  sechs  Grössen  «ji^  —  «,  ß  u.  s.  w.  eine  identische  Gleichung 
stattfindet,  ausserdem  zwischen  rlenseltieii  noch  eine  Bedingung  gegeben  ist,  und 
in  den  Ausdrücken  von  v,  r, ,  r.,  nur  ihre  Verhältnisse  vorkommen,  so  vertreten 
sie  die  Stelle  von  drei  willkürlichen  Constanten,  wie  verlangt  wurde. 

Die  allgemeine  Theorie,  wenn  unter  dem  Integralzeichen  die  Differential- 
(lUütienten  von  y  bis  auf  h-gend  eine  Ordnung  voi'kommen,  wird  ohne  Schwie- 
rigkeit aus  einer  merkwürdigen  Eigenschaft  einer  besonderen  Klasse  linearer  Dif- 
ferentialgleichungen abgeleitet.  Diese  linearen  Differentialgleichungen  der  2^"^" 
Ordnung  haben  die  Form 

"■c  dx-  iix^  dx" 

wo  xj'-'"^  =  —T~-  und  -4,  ^4,  etc.  gegebene  Functionen  von  x  sind.  Wenn  y 
irgend  ein  Integral    der  Gleichung   }'=  0  ist.    und  man  setzt  u=^ty,   so  wird 

der  Ausdruck,  in  welchem  "''"'  = -7—,,,   - 
dx '"    ' 

r  d(Ay)        d\A..u")  d\Ay"')-i' 

n-^"+-"^Ä7-+— z?— +•••+  dx'-  j-^^ 

integrabel,  d.  h.  man  kann  sein  Integral  angeben,  ohne  f  zu  kennen,  und  dieses 
Integral  hat  wieder  die  Form  von  }',  nur  dass  n  um  1  kleiner  geworden:  man 
hat  nämlich: 

<Ij-  dx'         "^  ^  dx"-' 

wo  ?''"'  ^  —, —    und   die  Functionen   B    sich  aus   u    und   den  Functionen  .4   und 

dx'" 

deren  Ableitimgen  allgemein  angeben  lassen.  Der  Beweis  dieses  Satzes  ist 
nicht  ohne  Schwierigkeit.  Ich  habe  die  allgemeinen  Ausdrücke  der  Functionen 
/)  gefunden :  doch  genügt  es  für  die  vorgesetzte  Anwendung,  nur  überhaupt  zu 
l)eweisen,  dass  |  y  Udx  die  angegebene  Form  habe,  ohne  dass  es  nöthig  ist.  die 
Functionen  B  selber  zu  kennen. 

Die  Metaphysik  der  gefundenen  Resultate,  um  mich  eines  französischen 
Ausdruckes  zu  bedienen,  beruht  ungefähr  auf  folgenden  Betrachtungen.  Man 
kann  bekanntlich  der  ersten  Variation  die  Form 

jVäijdx 
geben,   wo    F  =  0  die  zu  integrirende  Gleichung   ist.     Die   zweite  Variation  er- 


/^ 
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hält  liiernach  die  Form 

f6V6ych. 
Soll  die  zweite  Variation  das  Zeichen  nicht  ändern,  so  miiss  dieselbe  nicht  ver- 
schwinden können,  oder  die  Gleichung  d'V=0,  welche  in  dy  Hnear  ist,  darf 
kein  Integral  d'y  haben,  welches  die  Bedingungen,  denen  nach  der  Natur  des 
Problems  dy  unterworfen  ist,  erfüllt.  Man  sieht  hieraus,  dass  die  Gleichung 
d'V=0  bei  dieser  Untersuchung  eine  bedeutende  Rolle  spielt,  und  gewahrt  in 
der  That  bald  ihren  Zusammenhang  mit  den  für  die  Kriterien  des  Maximums 
oder  Minimums  zu  integrirenden  Differentialgleichungen.  Ausserdem  sieht  man 
sogleich,  dass  ein  Werth  von  dy,  welcher  die  Differentialgleichung  J  V=  0  erfüllt, 
jeder  partielle  Diflferentialquotient  von  y  ist,  nach  einer  der  w-illkürlichen  Con- 
stanten genommen,  die  y  als  Integral  der  Gleichung  F=  0  enthält.  Man  er- 
hält daher  den  allgemeinen  Ausdruck  des  Integrals  dy  der  Diflerentialgleichung 
SV=0,  wenn  man  aus  allen  diesen  partiellen  Differential quotienten  von  ?/  einen 
linearen  Ausdruck  bildet.  Die  Gleichung  d"V=0,  deren  sämmtliche  Integrale 
man  auf  diese  Weise  kennt,  lässt  sich  aber,  wie  man  zeigen  kann,  auf  die  Form 
der  obigen  Gleichung  7=0  bringen,  wenn  man  in  dieser  (^y  für  y  schreibt, 
und  vermittelst  der  angegebenen  Eigenschaften  dieser  Art  von  Gleichungen  gelingt 
es.  die  zweite  Variation 

I  öVSydx 
durch   fortgesetzte  partielle  Integration  in  einen   andern  Ausdruck   zu  transfor- 
miren,  der  unter  dem  Integralzeichen  ein  vollständiges  Quacbat  enthält,  welches 
eben  die  Transformation  der  zweiten  Variation  ist,  die  man  hiei'bei  zu  erreichen 
strebt.     Wenn  z.  B.  das  obige  Integral 

vorgelegt  ist,    und  man   die  für   diesen  Fall   angegebene  Bedeutung   von    u   und 
«1  beibehält,  so  erhält  ()'  V  die  Form 

-^  (Lv  d.v 

und  es  wird   d'V=0   für  d'y  =  i(.     Setzt    man   öy  =  ud'y,    so   erhält   man    nach 
dem  obigen  allgemeinen  Satze: 

(öVSydx  =  juäVd'ydx 
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Setzt  man  nun  das  letzte  Integral 

so  wird   die  Gleichung    \\  =  0  erfüllt,  weini   man 

.,    '/,         ,         .,  , tiu\ — «,?<' 

setzt.      Man  kann  daher  dieselbe  Methode  fortsetzen,  indem   man 

setzt,  wodurch  nach  demselben  Satze 

\\\S';i'ilr  =Jr,('"'''~"'"    )  6"ndx  =  CS"i/'.d",>/-jC(d"y'ydr, 

welches  die  letzte  Transformation  ist.  in  welcher  die  wil 
in  einem  Quadrat  unter  dem  Integralzeichen  vorkommt 
leicht,  dass 

R  =  u'A.. ,     C  =  (^'"''~"''''  V'fi  .     und  daher     C  =  I 

Es  ist  ferner  .4.,  ^  — -^ ,  so  dass  ( '  inniier  dasselbe  Zeichen  wie  — ^ 

dl/"-  ^         ^  Sij"- 

hat.  welches  fi\r  das  Minimum  immer  positiv,  fiir  das  Maximum  immer  negativ 
sein  muss.  ^lan  muss  bekanntlich  nun  noch  untersuchen,  ob  if"y'  zwischen 
den  Grenzen  der  Integration  nicht  unendlich  werden  kann,  wozu  man  durch 
die  Kenntniss  der  Functionen  ii,  »,  in  den  Stand  gesetzt  ist,  welche  man  kennt, 
so  wie   1/  gegeben  ist  oder  das  vollständige  Integral  der  Gleichung    T'  =  0. 

Wenn  die  im  Vorstehenden  angedeutete  Analysis  ziemlich  tiefe  Specu- 
lationen  der  Integralrechnung  erfordert,  so  werden  doch  die  daraus  abgeleiteten 
Ki'iterien,  ob  eine  Lösung  überhaupt  ein  Maximum  oder  ein  Minimum  giebt, 
selu-  einfach.  Ich  will  den  Fall  betrachten,  wo,  wenn  unter  dem  Integralzeichen 
7/  mit  seinen  Differentialciuotienten  Ins  zum  n'"'  vorkommt,  die  Grenzwerthe  von 
y,  y',  ....  y'-"~^\  so  wie  die  Grenzen  selber  gegeben  sind.  Setzt  man  in  die 
2n  Integralgleichungen  mit  ihren  2  u  willkürlichen  Constanten  diese  Grenzwerthe. 
so  werden  die  willkürlichen  Constanten  bestimmt;  aber  weil  hierzu  die  Auflösung 
von  Gleichungen  nöthig  ist,  giebt  es  in  der  Regel  mehrere  Arten  dieser  Be- 
stimmung, so  dass  man  mehrere  Curven  erhält,  welche  denselben  Grenzbedin- 
gungen und  derselben  Differentialgleichung  Genüge  leisten.  Hat  man  eine  von 
diesen  gewählt,  so  betrachte  man  den  einen  Grenzpunkt  als  fest,   und  gehe  von 
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ihm  zu  den  folgenden  Punkten  auf  der  Curve  über.  Nimmt  man  einen  dieser 
folgenden  Punkte  zum  andern  Grenzpunkte,  so  wird  es,  nach  dem  eben  Ge- 
sacften,  sich  ereignen  können,  dass  man  durch  ihn  und  den  ersten  noch  andere 
Curven  legen  kann,  für  welche  in  diesen  beiden  Grenzen  %j',  y",  .  .  .,  t/^"-''  die- 
selben Werthe  haben,  und  welche  der  vorgelegten  Differentialgleichung  genügen. 
Sobald  man  nun,  indem  man  auf  der  Curve  fortschreitet,  zu  einem  Punkt  der- 
selben gelangt,  für  welchen  eine  jener  andern  Curven  mit  ihr  zusammenfällt, 
oder,  wie  man  sich  auch  ausdrücken  kann,  ihr  unendlich  nahe  kommt:  so  ist 
dieses  die  Grenze,  bis  zu  welcher,  oder  über  welche  hinaus,  man  die  Integration 
nicht  ausdehnen  darf,  wenn  ein  Maximum  oder  Minimum  stattfinden  soll;  wenn 
man  aber  das  Integral  nicht  bis  zu  diesen  Grenzen  ausdehnt,  so  wird  ein  Maxi- 
mum  oder  Minimum  immer  stattfinden,  vorausgesetzt,  dass  — ^—5-  zwischen 
den  Grenzen  immer  dasselbe  Zeichen  hat. 

Ich  will,    um  dies  an  einem  Beispiele    deutlich   zu  machen,   das  Princip 
der  kleinsten  Wirkung  bei  der  elliptischen  Bewegung  eines  Planeten  betrachten. 

Das  in  dem  Princip  der  kleinsten  Wirkung  betrachtete  Integral  kann 
nie  ein  Maximum  werden,  wie  Lagrange  geglaubt  hat:  es  wird  aber  auch  keines- 
weges  immer  ein  Minimum,  sondei-n  es  sind  dazu  bestimmte  Einschränkungen 
für  die  Grenzen  nöthig,  welche  durch  die  obige  allgemeine  Regel  gegeben 
werden,  widrigenfalls  das  Integral  wx^ler  ein  Maximum  noch  ein  Minimum  wird. 
Es  fange  der  Planet  (Fig.  1)  sich  von  a  zu  bewegen 
an,  wo  a  zwischen  dem  Peri-  und  Aphelium  liege;  der 
andere  Endpunkt  sei  b:  wenn  2A  die  grosse  Axe,  /'  die 
Sonne  ist,  so  erhält  man  bekanntlich  den  andern  Brenn- 
punkt der  Ellipse  als  Durchschnitt  zweier  aus  den 
Centren  a  und  h  mit  den  Radien  2A  —  af,  2A  —  bf 
beschriebenen  Kreise.  Die  beiden  Durchschnittspunkte 
der  Kreise  geben  zwei  verschiedene  Lösungen  des  Pro- 
blems, welche  nur  dann  in  eine  zusammenfallen  können, 

wenn  die  Kreise  sich  berühren,  d.  h.,  wenn  ab  durch  den  andern  Brennpunkt 
geht.  Wenn  man  also  von  a  durch  den  andern  Brennpunkt  der  Ellipse  /'  die 
Sehne  der  Ellipse  aa'  zieht,  so  wird,  der  gegebenen  Regel  zufolge,  der  an- 
dere Grenzpunkt  b  zwischen  a  und  a'  liegen  müssen,  wenn  die  Ellipse  das 
im  Princip  der  kleinsten  Wirkung  betrachtete  Integral  wh-klich  zu  einem  Kleinsten 
machen   soll.      Fällt  b  in  a',   so    kann   die   zweite   Variation    des  Integrals   zwar 
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Fig.  2. 


nicht  ne<>ativ  werden,  alter  0,  so  dass  die  Aenderung  des  Integrals  von  der 
drittiMi  Ordnung  und  daher  sowohl  positiv  als  negativ  werden  kann.  Fällt  b 
über  d'  hinaus,  so  kann  die  zweite  Variation  auch  selbst  negativ  werden.  Wenn 
der  Anfangspunkt  a  zwischen  dem  Aphelium  und  Perihelium  liegt,  so  wird 
der  äusserste  Punkt  a'  durch  die  Sehne  der  Ellipse  bestimmt,  welche  man 
von  n  (hn-ch  die  Sonne  /  zieht.  Denn  wenn  a  und  a'  (Fig.  2)  die  Grenzpunkte 
sind,  so  erhält  man  durch  Drehung  der  Ellipse  um  afa' 
unendlich  viele  Lösungen  des  Problems.  Wenn  also 
der  zweite  Grenzpunkt  im  letztern  Falle  über  a'  hin- 
aus liegt,  wu-d  es  eine  Raumcurve  zwischen  den  beiden 
gegebenen  Grenzen  geben,  für  welche  [cds  kleiner 
wird  als  fiir  die  Ellipse. 

Ich    will    bei    dieser   Gelegenheit    noch    ein   Paar 

Worte  über  die  Variation  der  Doppel-Integrale  sagen, 

grössern   Eleganz    fähig   ist,    als   sie   selbst  nach  'den    Ar- 

nd   Poisson   erlangt  hat.      Um   eine  Vorstellung  von  der 


deren    Theorie   einer 
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Art  zu  geben,    wie   es    mir    zweckmässig  scheint, 

Integrale   auszudrücken,    will  ich   den   einfachsten 
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djjd,dyf 


0'^^^(f 


von  z,  so  wird 

öf     dw        Bf     du-  \ 
c'jj      da:         aq      öy  ) ' 

Die  bei  einfachen  Integralen  angewendete  Methode  besteht  darin,  den  Ausdruck 
unter  dem  Integralzeichen  in  zwei  Theile  zu  theilen,  von  denen  der  eine  in  «• 
multiplicirt  ist,  der  andere  das  Element  eines  Integrals  ist;  der  erste  muss  unter 
dem  Integralzeichen  =  0  gesetzt  werden,  wenn  die  Variation  verschwinden  soll : 
der  zweite  kann  integrirt  werden,  und  man  lässt  sein  Integi'al  verschwinden. 
Eben  so  tiieile  ich  den  Ausdruck  unter  dem  Doppelzeichen  in  einen  in  ic  mul- 
tiplicirten  Theil  und  in  einen  andern,  der  das  Element  eines  Doppel-Integi-als 
ist,  das  heisst,  wenn  u  =  a  w,  so  setze  ich : 

df  df     dw    ,     bf     dw  ,  du      8v         du      dv 

-^    «-'-1-  -^ — z — I- j — ^-  =  ^«••+  -^ 5 1 5-  • 

oz  dp      c>x         aq     äy  ö.c      ay         dy      da: 
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folgt,  welches,  =0  gesetzt,  die  bekannte  partielle  Differentialgleichung  giebt, 
die  hier  auf  eine  vollkommen  symmetrische  Art  abgeleitet  ist.  Die  Function  i' 
muss  die  Gleichung  erfüllen: 

dp      dx         dq      dy 
Setzt  man  A  =  0,  so  hat  man: 

^/"■"W=jj<"*(i^-i"-t-i^)=ij*.'". 

welches,  in  den  gegebenen  Grenzen  genommen,  verschwinden  muss.  Wenn  z 
in  den  Grenzen  gegeben  ist,  wird  w  und  mithin  auch  ii^aw  in  den  Grenzen 
vei'schwinden  und  daher 

^ijudc  =  0 

sein.  Wenn  die  Grenzwerthe  von  z  ganz  \villki\rlich  sind,  so  uiuss  *•  in  den 
Grenzen  verschwinden,  oder,  wenn  ?>  =  0  die  Grenzcurve  bedeutet,  so  müssen 
die  im  Integral  der  Gleichung  A  =  0  vorkommenden  willkürlichen  Functionen 
so  bestimmt  werden,  dass 

dp      dx         dq      dy 
ist,  u.  s.  w. 

Um  auf  das  Maximum  und  Minimum  zurückzukonuuen:  so  ist  es  ein 
Uebelstand,  dass  im  Gebrauch  dieser  Worte  solche  Verwirrung  herrscht.  Man 
sagt,  ein  Ausdruck  sei  ein  Maximum  oder  Minimum,  wenn  man  bloss  sagen 
will,  dass  seine  Variation  verschwindet,  selbst  wenn  auch  weder  ein  Maximum 
noch  ein  Minimum  stattfindet.  Man  sagt,  eine  Grösse  sei  ein  Maximum,  wenn 
man  nur  sagen  will,  sie  sei  kein  Minimum.  So  sagt  Poisson  in  seiner  Me- 
chanik: bei  geschlossenen  Flächen  könne  (He  kürzeste  Linie  zwischen  zwei  ge- 
gebenen Punkten  ein  Maximum  sein,  obgleich  es  sich  von  selbst  versteht,  daäs 
man  durch  Ausbiegungen,  die  unendlich  klein  sein  können,  einen  noch  so  grossen 
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Weg  Moc-h  gnisser  machen  kann.  Freilich  giebt  die  kürzeste  Linie  nm-  dann 
ein  relatives  Minimum,  wenn  die  nach  meiner  obigen  allgemeinen  Regel  gestellte 
P)edingung  erfüllt  ist,  nämlich  dass  es  zwischen  den  beiden  Endpunkten  auf  der 
Cur\  e  nicht  zwei  andei'e  giebt,  zwischen  denen  man  noch  eine  zweite  unendlich 
nahe  kürzeste  Curve  ziehen  kann.  Im  andern  Falle  ist  aber  die  Länge  kein 
Maximum,  sondern  weder  ein  Maximum  noch  ein  Minimum.  Für  die  Flächen, 
die  in  jedem  Punkte  zwei  entgegengesetzte  Krümmungen  haben,  habe  ich  be- 
wiesen, dass  zwischen  je  zweien  ihrer  Punkte  die  kürzeste  Linie  wirklich  eine 
kürzeste  Linie  ist. 

Die  oben  angedeuteten  Untersuchungen  über  die  Kriterien  des  Grössten 
und  Kleinsten  in  den  isoperimetrischen  Problemen  füllen  eine  wesentliche  Lücke 
in  einem  der  schönsten  Theile  der  Mathematik  aus;  aussei'dem  sind  sie  durch 
die  Kunstgriffe  der  Litegi'alrechnung,  die  dabei  angewendet  werden,  merkwürdig. 
Tiefer  aber  in  das  Ganze  der  Wissenschaft  eingreifend  düi-ften  folgende  Unter- 
suchungen sein,  von  denen  ich  mir  Ihnen  eine  kurze  Andeutung  zu  geben  erlaube. 

Hamilton  hat  gezeigt,  dass  die  Probleme  der  Mechanik,  bei  denen  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  sich  auf  die  Integration  einer  pailiellen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zurückführen  lassen.  Er  fordert  eigentlich 
die  Integi-ation  zweier  solcher  partiellen  Differentialgleichungen:  man  zeigt  aber 
leicht,  dass  es  genügt,  irgend  ein  vollständiges  Integi'al  einer  von  ihnen  zu 
kennen.  Auch  dehnt  man  seine  Resultate  leicht  mit  auf  den  Fall  aus,  wo  die 
Kräftefunction.  d.  i.  die  Function,  deren  partielle  Differentialquotienten  die  Kräfte 
geben,  die  Zeit  explicite  enthält:  für  welchen  Fall  der  Satz  von  der  lebendigen 
Kraft  nicht  gilt:  aber  immer  noch  das  Princip  der  kleinsten  Wu'kung.  Durch 
diese  Zurückführung  auf  eine  j^artielle  Differentialgleichung  könnte  wenig  ge- 
wonnen scheinen,  da  nach  der  Pf  äff  sehen  Methode  in  den  Abhandlungen  Ihrer 
Akademie  —  und  für  mehi-  als  cbei  Variabele  kannte  man  bisher  weiter  nichts 
über  die  Integi'ation  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung " —  die 
Integi-ation  der  einen  partiellen  Differentialgleichung,  auf  welche  das  dynamische 
Problem  zurückgeführt  wird,  viel  schwieriger  ist  als  die  Integration  des  Systems 
der  unmittelbar  gegebenen,  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  der  Bewegung. 
In  der  That,  wenn  man,  wie  es  ebenfalls  ohne  Schwierigkeit  geschieht,  die 
Untersuchung  Hamiltons  auf  alle  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ord- 
nung ausdehnt,  ist  es  umgekehrt  eine  bedeutende  Entdeckung  in  der  Theorie 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  dass  sie  so  immer  auf  die 
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Integration  eines  einzigen  Systems  gewöhnlicher  Dirterentialgleichiuigen  znrück- 
geführt  werden  können,  welche  bisher  nach  der  Pf  äff  sehen  Methode  nicht  aus- 
reichend war.  Wichtig  für  die  Integration  der  Difterentialgleichungen  der  Me- 
chanik selber  konnte  dies  nnr  werden,  wenn  man  nachwies,  dass  die  Systeme 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen,  auf  welche  die  partiellen  Differentialglei- 
chungen erster  Ordnung  zurückkommen,  einer  besondern  Behandlungsweise  fähig 
sind,  welche  sie  von  andern  Differentialgleichungen  unterscheidet.  Hamilton, 
obgleich  er  manche  Anwendung  seiner  neuen  Methode,  wie  er  seine  Unter- 
suchungen nennt,  zu  machen  versucht  hat,  hat  hiervon  nichts  bemerkt,  und 
dabei"  auch  aus  seinen  merkwürdigen  Theoremen  keinen  wesentlichen  Nutzen 
gezogen.  Aber  in  der  That  hat  schon  Lagrange  für  die  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  zwischen  drei  Vainabeln,  auf  die  er  sich  beschränkt 
hat,  und  deren  Integration  zu  seinen  schönsten  und  berühmtesten  Entdeckungen 
gehört,  bemerkt,  dass,  wenn  man  ein  Integral  des  Systems  von  drei  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  vier  Variabein,  auf  welches  er 
das  Problem  zurückgeführt  hat,' kennt,  nur  noch  zwei  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung,  jede  zwischen  zwei  Variabein,  zu  integriren  sind.  Im  Allge- 
meinen aber  wäre  noch  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein  zu  integriren,'  die  man  also  für  jenes  besondere  System  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  immer  auf  die  erste  Ordnung  zurückführen  kann. 
Wenn  die  partielle  Differentialgleichung  ei'ster  Ordnung  zwischen  drei  Variabein 
die  unbekannte  Function  nicht  selber,  sondern  nur  ihre  beiden  Differentialquo- 
tienten enthält;  so  hat  man  nur  zwei  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen 
drei  Variabein  zu  integriren;  und  kennt  man  ein  Integral  derselben,  so  hat  man 
nach  der  Lagrangeschen  Methode  nur  noch  zwei  Quadraturen  auszuführen, 
wiiln-cud  im  Allgemeinen  noch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zu  inte- 
griren wäre.  Der  letzte  Fall  findet  in  der  Mechanik  statt,  d.  h.  die  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  auf  welche  die  dynamischen  Probleme 
zurückkommen,  enthalten  nie  die  unbekannte  Function  selber.  Hiernach  kann 
man  schon  aus  dem  Lagrangeschen  Verftihren  für  drei  Variabele  neue,  höchst 
merkwürdige  Sätze  der  Mechanik  ziehen.  Es  folgt  nämlich  daraus  ganz  all- 
gemein, dass,  wenn  irgend  ein  Problem  der  Mechanik,  für  welches  der  Satz 
von  der  lebendigen  Ki-aft  gilt,  von  einer  Differentialgleichung  der  zwi'iten  Ord- 
nung abhängt,  und  man  noch  ausser  diesem  Satz  ein  Integral  kennt,  so  dass 
das  Problem  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster 

7* 
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Onlmmg  zwiselu'ii  zwei  \'ari;ibelii  zuri'ickkümint,  man  diese  letztere  immer 
integrireii  kann.  d.  h.  man  kann  nach  einer  allgemeinen,  ganz  bestimmten  Regel 
den  Multi|)licat(ir  dei-selben  finden.  Ein  solches  mechanisches  Problem  ist  z.  B. 
die  Bewegung  eines  Körpers  in  der  Ebene,  der  nach  zwei  festen  Centren  ge- 
zogen wird.  Euler  fand  hier  mit  Leichtigkeit  ausser  dem  Integrale  der  leben- 
digen Kraft  noch  ein  zw^eites:  die  Differentialgleichung  erster  Oi-dnung,  worauf 
er  hiernach  kam,  war  aber  so  complicirt,  dass  seine  ganze  Unerschrockenheit 
dazu  gehörte,  sich  mit  der  Integration  derselben  zu  beschäftigen,  und  das  Ge- 
lingen dieser  Bemühung  zu  seinen  berühmtesten  Meisterstücken  gehört.  Diese 
Integration  aber  würde  ohne  alle  weiteren  Kunstgrüfe  durch  die  erwähnte  all- 
gemeine Regel  geleistet.  Ich  habe  vor  etwa  einem  halben  Jahre  die  auf  den 
Fall  der  freien  Bew^egung  eines  Punktes  in  einer  Ebene  bezüglichen  Formeln, 
welche  allgemein,  wenn  man  ausser  dem  Integral  der  lebeiidigen  Kraft  noch 
ein  anderes  Integral  kennt,  das  Problem  auf  Quadraturen  zurückführen,  der 
Pariser  Akademie  mitgetheilt.  Diese  Formeln  lassen  sich  sogleich  auch  auf  die 
Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  gegebenen  Fläche  ausdehnen. 

Damit  aber  eine  Anwendung  dieser  Betrachtungen  auf  complicirtere  me- 
chanische Probleme  möglich  sei,  ist  es  nöthig,  die  Lagrangesche  Methode  für 
die  Integration  partieller  DifPerentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  drei  Va- 
riabein auf  jede  Zahl  von  Variabein  auszudehnen.  Pfaff,  der  dies  mit  unüber- 
steiglichen  Hindernissen  verknüpft  hielt,  sah  sich  aus  diesem  Grunde  genöthigi:. 
diese  Methode  ganz  zu  verlassen.  Er  betrachtete  das  Problem  als  speciellen 
Fall  eines  viel  allgemeineren,  dessen  glückliche  Lösung  zu  den  wichtigsten  Be- 
reicherungen der  Integralrechnung  gehört.  Aber  das  Problem  der  Integration 
der  pai'tieUen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  hat  vor  dem  allgemeinen 
Probleme,  welches  Pfaff  betrachtet,  Erleichterungen  voraus,  die  ihm  entgangen 
sind,  und  die  er  auf  seinem  Wege  nicht  finden  konnte.  Es  ist  mir  gelungen, 
die  Schwierigkeiten,  welche  der  Verallgemeinerung  der  Lagrangeschen  Me- 
thode im  Wege  standen,  zu  heben  und  hierdurch  eine  neue  Theorie  der  par- 
tiellen Differentialgleichungen  erster  Ordnung  für  jede  Zahl  von  Variabein  zu 
begründen,  welche  für  die  Integration  derselben  die  w^esentlichsten  Vortheile 
darbietet  und  unmittelbar  auf  die  Probleme  der  Mechanik  ihre  Anwendung  findet. 
Hier  mögen  folgende  Andeutungen  genügen. 

Die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  ()rdnuug  uml  die  isoperi- 
metrischen Probleme,    in    welchen    die   Differentialquotienten   der    unbekannten 
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Functionen  unter  dem  Integralzeichen  nur  bis  auf  die  erste  Ordnung  steigen, 
hängen  von'  derselben  Analysis  ab,  so  dass  jedes  solche  isoperimetrische  Problem 
auch  als  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gefasst 
werden  kann.  Man  kann  unter  diesen  isoperimetrischen  Problemen  auch  die- 
jenigen begreifen,  in  welchen  der  Ausdruck,  der  ein  Maximum  oder  Minimum 
werden,  oder  allgemeiner,  dessen  Variation  verschwinden  soll,  nicht  unmittelbar 
als  Integral,  sondern  durch  eine  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gegeben 
ist.  Umgekehrt  kann  man  auch  die  Integration  einer  partiellen  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  als  solches  isoperimetrische  Problem  fassen.  Zufolge 
des  Princips  der  kleinsten  Wirkung  kann  als  ein  isoperimetrisches  Problem  der 
genannten  Art  die  Bewegung  eines  Systems  sich  gegenseitig  anziehender  Körper 
betrachtet  werden,  welche  ausserdem  noch  von  constanten  Parallelkräften  und 
von  Kräften  sollicitirt  werden  können,  welche  nach  festen  oder  beweglichen 
Centren  gerichtet  sind,  wofern  die  Körper  des  Systems  auf  die  letzteren  Centra 
nicht  reagiren  und  die  Bewegung  derselben  als  anderweitig  bekannt  vorausgesetzt 
wird.  Solches  mechanische  Problem  kann  daher  auch  immer  als  Integration 
einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  gefasst  werden.  Diese  Inte- 
gration hängt  von  der  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  ab, 
welche  mit  den  bekannten  Differentialgleichungen  der  Mechanik  übereinkommen, 
aber,  als  auf  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung  bezüglich,  be- 
sonderer Erleichterungen  fähig  sind.  Man  kann  nämlich  bei  denselben  durch 
einen  besondern  Gang  des  Verfahrens  und  durch  besondere  Wahl  der  Grössen, 
die  man  als  Variabele  einführt,  bewirken,  dass  jedes  gefundene  Integral  die 
Stelle  von  zwei  Integrationen  vertritt.  Um  dies  deutlicher  zu  machen,  will  ich 
sagen,  dass  ein  System  Differentialgleichungen  von  der  n'""  Ordnung  sei,  wenn 
man  dasselbe  nach  Elimination  der  übrigen  Variabein  auf  eine  gewöhnliche 
Differentialgleichung  w'"  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein  bringen  kann.  Für  die 
partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung,  welche  nicht  die  unbekannte 
Function  selber,  sondern  nur  ihre  partiellen  Differentialquotienten  enthalten,  so 
wie  fiir  die  isoperimetrischen  Probleme  der  genannten  Art,  in  welchen  der  Aus- 
druck, dessen  erste  Variation  verschwinden  soll,  als  Integi-al  gegeben  ist,  und 
daher  auch  für  die  genannten  mechanischen  Probleme,  lässt  sich  nun  der  zu 
befolgende  Gang  der  Operationen  und  der  dadurch  gewonnene  Vortheil,  wie 
folgt,  angeben.  Es  sei  das  System  der  gewöhnlichen  Differentialgleichungen, 
von  dem  das  Problem  abhängt,  von  der  2«'"°  Ordnung:  man  kenne  ein  Integral 
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desselben,  so  lässt  sich  das  Problem  durch  eine  bestimmte  Wahl  von  Cli-össen, 
die  man  als  Variabele  einfühi-t,  auf  ein  System  von  DifFerentialgleichungen  der 
(2n—  2)'°"  Ordnung  brhigen.  Kennt  man  von  diesem  Systeme  wieder  ein  Integral, 
so  lässt  sich  dasselbe  durch  eine  neue  WahF  von  Variabein  auf  ein  System  von 
der  (2n  —  4)'""  Ordnung  bringen,  und  so  fort,  bis  man  keine  Differentialglei- 
chungen mehr  zu  integriren  hat.  Alle  ausserdem  noch  auszuführenden  Opera- 
tionen bestehen  lediglich  in  Quadraturen  Ich  bemerke  der  Deutlichkeit  wegen, 
dass  ich  ein  Integral  eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  eine 
Gleichung  U^a  nenne,  wo  ß  eine  willkürliche  Constante  ist,  weichein  C/^  nicht 
vorkommt,  und  U  ein  solcher  Ausdruck,  dass  durch  die  Differentialgleichungen 
clU  identisch  Null  wird. 

Als  Beispiel  der  allgemeinen  Methode  nehme  ich  ein  mechanisches  Problem, 
von  dem  ich  bereits  in  einem  früheren  Schreiben  die  Akademie  zu  unterhalten 
die  Elu-e  hatte.  Es  giebt  nämlich  Fälle  bei  der  Bewegung  der  Himmelskörper, 
wie  z.  B.  des  Mondes  oder  eines  Conieten,  der  dem  Jupiter  nahe  vorbeigeht, 
in  welchen  die  elliptische  Bewegung  so  wenig  angenähert  ist,  dass  man  zur 
Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  darauf  kein  Annäherungs- 
verfahi'en  gi-ünden  kann,  welches  wissenschaftlichen  Werth  hat.  Es  ist  daher 
von  grosser  Wichtigkeit:  andere  Bewegungen  zu  erfinden,  welche  einer  einfachen 
Behandlung  föhig  sind  und  dem  Fall  der  Xatur  sich  mehr  annähern  können. 
Hierzu  könnte  man  versuchen,  die  Bewegung  eines  masselosen  Punktes  zu  wählen, 
der  von  zwei  Körpern  angezogen  wii-d,  die  sich  gleichförmig  und  mit  gleiche)- 
Winkelgeschwindigkeit  um  ihren  gemeinschaftlichen  Schwerpunkt  drehen.  Beim 
Monde  kann' man  fin-  das  Näherungsproblem  noch  annehmen,  dass  die  drei  Körper 
sich  in  einer  Ebene  bewegen.  Man  hat  dann  zwei  Differentialgleichungen  zweiter 
Ordnung,  welche,  da  die  Kräfte  die  Zeit  explicite  enthalten,  und  daher  weder 
der  Satz  von  den  Flächen,  noch  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  die 
Stelle  einer  Differentialgleichung  der  vierten  Ordnung  zwischen  zwei  Yariabeln  ver- 
treten. Obgleich  die  beiden  Sätze  von  den  Flächen  und  der  lebendigen  Kraft 
nicht  gelten,  so  habe  ich  doch  gezeigt,  dass  eine  gewisse  Combination  derselben 
auch  hier  stattfindet.  Dieses  von  mir  gefundene  Integi'al  ftihrt  aber  das  Problem 
nicht  bloss  auf  die  dritte  Oi-dnung  zurück,  sondern  die  Anwendung  der  allge- 
meinen Methode  auf  diesen  Fall  zeigt,  dass  man  durch  zweckmässige  Wahl  der 
Variabein  das  Problem  auf  eine  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  zwischen 
zwei  Variabein  zurückftilu-en  kann,  von  welcher  man.  wie  nacli  dersellien  Methode 
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erhellt,  wieder  nur  ein  einziges  Integral  zu  kennen  braucht.  Es  ist  also  ver- 
mittelst dieser  Methode  durch  das  eine  von  mir  gefundene  Integral  die  Inte- 
gration der  Differentialgleichung  vierter  Ordnung  darauf  zurückgeführt,  ein  ein- 
ziges Integral  einer  Dift'erentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  zu  finden,  indem 
alles   übrige  nur  noch  Quadraturen  erfordert. 

Der  ganze  Gang  der  angedeuteten  Operationen  hängt  von  den  jedes- 
maligen Integralen  ab,  welche  sich  entdecken  lassen;  die  Wahl  der  Variabein 
hängt  ebenfalls  von  denselben  ab  und  erfordert  auch  ihrerseits  die  Integration  von 
Differentialgleichungen,  immer  aber  so,  dass  durch  ein  gefundenes  Integral  das 
System  von  Differentialgleichungen  auf  ein  anderes  zurückgeführt  wird,  dessen  Ord- 
nung um  zwei  niedriger  ist;  auch  werden  sich  die  zur  Bestimmung  der  Wahl  der 
Variabein  aufzustellenden  Differentialgleichungen  in  vielen  Fällen  leicht  integriren 
lassen.  Wofern  man  nur  die  einfachen  Integrale,  die  sich  finden  lassen,  nicht 
übersieht,  kann  man  auf  dem  genannten  Wege  sicher  sein,  das  Problem,  wenn 
nicht  gänzlich  auf  Quadraturen,  doch  so  weit  zurückzuführen,  als  es  seiner 
Natur  nach  möglich  ist.  Auch  wenn  die  Differentialgleichungen,  auf  welche 
man  konnnt,  sich  nicht  integriren  lassen,  wird  man  doch  merkwürdige  Eigen- 
schaften derselben  erkennen,  welche  sich  vortheilhaft  benutzen  lassen.  So  weiss 
man  in  dem  angeführten  Problem,  wenn  man  auch  die  Differentialgleichungen 
der  zweiten  Ordnung,  auf  welche  dasselbe  zurückkommt,  nicht  integTiren  kann, 
dass  von  ihren  beiden  Integralen  eins  aus  dem  andern  durch  blosse  Quadraturen 
gefunden  werden  kann. 

Sie  sehen,  lioehgeehrtester  Herr  Professor,  dass  die  in  vorstehenden 
kurzen  Umrissen  angedeuteten  Resultate  ein  neues  wichtiges  Capitel  der  ana- 
lytischen Mechanik  begründen,  die  Vortheile  betreffend,  welche  man  aus  der 
besonderen  Form  der  Differentialgleichungen  der  Mechanik  für  ihre  Integration 
ziehen  kann.  Wir  verdanken  Lagrange  diese  Form,  aber  sie  hat  bis  jetzt  in 
seinen  und  in  den  Händen  (k-v  ihm  nachfolgenden  Analysten  nur  dazu  gedient, 
die  analytischen  Transformationen  rascher  und  übersichtlicher  zu  leisten,  und 
den  bekannten  allgemeinen  mechanischen  Gesetzen  die  Ausdehnung  zu  geben, 
dei'cn  sie  fähig  sind.  Aber  diese  Form  erhält  jetzt  eine  viel  wichtigere  Be- 
deutung, indem  sich  zeigt,  dass  gerade  die  Differentialgleichungen  von  dieser 
bestimmten  Form  einer  eigenthümlichen  Behandlung  fähig  sind,  welche  die 
Schwierigkeiten  ihrer  Integration  bedeutend   vermindert. 

Den  29.  November   1886. 
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ÜBER  DTE  REDUCTION  DER  INTEGRATION  DER  PAR- 
TIELLEN DIFFERENTIALGLEICHUNGEN  ERSTER  ORDNUNG 
ZWISCHEN  IRGEND  EINER  ZAHL  VARIABELN  AUF  DIE 
INTEGRATION  EINES  EINZIGEN  SYSTEMES  GEWÖHN- 
LICHER DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 


1. 

Professor  Hamilton  hat  in  zwei  Abhandlungen  in  den  Philos.  Transact. 
vom  J.  1834.  P.  II.  und  vom  J.  1835.  P.  I.  das  merkwürdige  Resultat  gefunden, 
dass  in  den  Fällen  der  Mechanik,  in  welchen  der  Satz  von  der  lebendigen  Kj-aft 
gilt,  sich  die  Integralgleichungen  der  Bewegung,  eben  so  wie  die  Differential- 
gleichungen in  der  ihnen  von  Lagrange  gegebenen  Form,  sämmtlich  durch  die 
partiellen  Differentialquotienten  einer  einzigen  Function  darstellen  lassen.  Der 
Gang  seiner  Betrachtung  ist  ungefähr  der  folgende. 

Es  seien  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  eines  Systems  von 
n  materiellen  Punkten,  welche  den  Bedingungen  F^=Q,  F^^Q,  ...  unter- 
worfen sind, 

d'x. 

d'z. 
m  — r^ 

in  welchen  Gleichungen  dem  Index  /  die  Werthe  1.  2,  .  .  .,  n  zu  geben  sind, 
und  m,  die  Masse  eines  Punktes  bedeutet,  dessen  rechtwinklige  Coordinaten 
äff,  ?/,,  Z;  sind.  Dies  ist  die  Lagrangesche  Form  der  Differentialgleichungen, 
welche  ihnen  in  allen  Fällen  gegeben  werden  kann,  in  welchen  de?-  Satz  von 
der  lebendigen  Kraft  gilt: 

wo  /t   eine  Constante.     Die  Grössen  X.,  X^  etc.   sind   der  Synijnetrie   wegen  ein- 

8* 


=  L^-r-^- 

- 1^-4^-' 

-^--r-. 

dF^ 

ciz. 
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geführte  Factoreri,  welche  vermittelst  der  Bedingiinosgleichungen  eliminirt  werden 
müssen.  Die  Function  U,  deren  partielle  Differentiation  die  angebrachten  Kräfte 
giebt,  will  ich  die  Kriiftefunction  nennen. 

Hat  man  die  aufgestellten  Differentialgleichungen  vollständig  integrirt,  so 
kennt  man  die  3«  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  und  der  willkürlichen 
Constanten.  Es  werden  diese  Werthe  in  die  Kräftefunction  U  substituirt,  und 
ihre  partielle  Ableitung  nach  einer  der  willkürlichen  Constanten,  die  ich  a 
nennen   will,  genommen:  so  hat  man 


'du^ 

^^dU      dx.     ^     du      dy.     ^     dU      dz_ 
~  .  dx.       da          dy.       da          dz.       da 

^d'x^       dx.         d'y^       dy.     ^     d'z.       dz_ 
'"'[   dt'       da     '     dt'       da   "*"    dt'   ■    da 

da  die  in  A,  /. multipliciilen  Ausdrücke  wegen  der  Bedingungsgleichunge 

verschwinden. 

Den  letzteren  Ausdruck  kann  man  auch  so  darstellen: 

[dx^       dx.  dy.       dy.  dz.       dz.  1 

~dr ' 'dV,  ~^ 'IT '  ^-^^di  ■  ~d^\ 


ön  dt 

[dx.      d^x.  dy.      d'y.  dz.       d'z.  "] 

~dr'ii^'^~dr'd^'^^r"d^t\' 

Der   zweite  Theil  des  Ausdrucks    rechter  Hand   vom   Gleichheitszeichen 
lässt  sich   ebenfalls  als  eine  partielle,   nach  a  genommene  Ableitung   darstellen: 
dx^    \-        /   ^Di    \-       /   'J^z. 


.  <'-.e-) -(^)'-(^)l 


.2  da 

wodurch  die  vorstehende  Gleichung  sich  in  folgende  verwandelt: 
(ic    \-'       /  dy^    \-'       /  dz. 


"-*-.(^)'-(^)--{-^r 


dl, 

r  '% 

''  L  dt 

da 

dx.          dy. 
■  da     -^   dt 

dy-,           dz. 
da    "•"  dt 

dz    - 
■   da   . 

Diese  merkwürdige  Gleichung  ist  den  Analysten,  welche  sich  mit  der  Variation 
der  Constanten  in  den  Problemen  der  Mechanik  beschäftigt  haben,  nicht  ent- 
gangen.     Es    folgt    daraus    mit    Leichtigkeit    eines    der   Haupttheoreme    dieser 
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Theorie.     Setzt  man  nämlich 

dx             ,         dy             ,         dz 

dt    ""■'''    '\lt    ~  ^  '       dt    ~~  ^  ' 

so  (lass  die  vorstehende  Gleichung  wird: 

d\U^i,2m^'^^y':^z'-)\            '^-«^  h    da   "^^-    da 

50,.  -1 

da                                                                 dt 

' 

und  bedeutet  ß  irgend  eine    zweite    willkürliche  Constante, 

so  sehen   wir. 

die  beiden  Ausdrücke 

r      öa:,.             (5y,              dz^  1                    r      dx^ 

dß    '  -'  dß  J 

dass 


dt  '  rf< 

die  partiellen  Differentialquotienten  eines  und  desselben  Ausdrucks 

U+i2m^(x';-hy'.'-hz'') 
sind,  das  eine  Mal    nach  «,   das  andere  Mal   nach  ß  genommen.      Es  wird  also 
die  Ableitung  des   ersten  Ausdrucks,    nach   ß  genommen,   gleich   der  Ableitung 
des  zweiten  Ausdrucks,  nach  a  genommen,  sein,  welches  nach   Weglassung  der 
sich  aufhebenden  Terme  die  Gleichung  giebt: 


rdx[. 
'Hdß 

ö.t',         dy', 
da     '     dß 

dy,          dz', 
da    -^dß 

dz,  ' 
da  \ 

rdx! 
'  Ida 

dt 

dx,         dyl 

•  dß    ^  da 

dy.          dz'. 
■  dß    -^  da 

dz.  -1 
dß\ 

Diese  Gleichung  lehrt,  dass  der  Ausdruck 

r  ö.;- '     ax.        dyl     dy,        dz',     dz,  "j  i  dx^     öav         dy'^      dy,        dz'^     dz,  1 

""*'  laß  '  ^  ^  dß"  d^ '^  liß"  ^a  \  '~^'"''  Ida'  "dß~  ~^  d^  '  ~dj '^  ~^  '  W^ 
von    /    unabhängig    oder    eine    blosse    Constante    ist,    welches    der    berühmte 
Lagrangesche  Satz  ist.     Man  beweist  auch  noch  leicht,   dass,  wenn  /  irgend 
eine  dritte   willkürliche  Constante   ist,    und  man  jenen  Ausdruck    mit  («,  ß)  be- 
zeichnet, die  Gleichungen  stattfinden: 

(«,<0  =  O.     ia,ß)+(ß,a)  =  0, 
d(ß,Y)         dir,  a)         d(a,ß)    _  ^^ 
da  dß  dy 

Aber  Hamiltoin  zieht  aus  der  Gleichung,  welche  wir  fanden: 
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/      dx.  dy.  Bz. 


da  dt 

neue  Vortheile  durch  folgendes  Verfahren,  welches  eben  sowohl  durch  die 
Methode  als  durch  die  Resultate,  zu  welchen  es  führt,  höchst  bemerkenswerth 
ist.      Setzt   man   nämlich: 

.S'  =  J    [U-Jr^2m,.{x'' -\-yl'  +z'^)]dt. 
so  ist  nach  der  bekannten   Regel  der  Differentiation   unter  dem  Integralzeichen: 


ds    _  r 

da  Jq 


du 


oder  der  obigen  Gleichung  zu  Folge: 

dy.  dz. 

da   '  "'dcr^^'^dii 


^=1  ^ 

da  J  0 


^^+2//-; 

dt. 


dt 

Sind  n,  b,  c  die  Anfangswerthe  von  .r,  y,  z  und    «',  6',  c'  die  Anfangswerthe 

von  x\  y' ,  z' .  oder  diejenigen  Werthe,  welche  dem  Werthe  ^=0  entsprechen, 

so  giebt  diese  Gleichung: 

5^  /       dx.  dy.  dz.  \  /       da.  ob.  de.  \ 

---  =  2m^[x;^+y;-^-^z:-^^j-Im^[a:  --^ +6' -^ +<  -^j- 

Die  Function  S  ist  eine  Fun'ction  von  t  und  den  willkürlichen  Con- 
stanten; sie  wurde  dadurch  definirt,  dass  ihre  nach  t  genommene  Ableitung 
gleich  ist  der  Summe  der  Kräftefunction  und  der  halben  lebendigen  Ki'aft.  Die 
vorstehende  Gleichung  lehrt  auch  ihre  Ableitung  finden,  wenn  man  bloss  die 
willkürlichen  Constanten  als  veränderlich  betrachtet.  Bezeichnet  man  nämlich 
durch  die  Characteristik  8'  das  Differential,  welches  man  erhält,  wenn  man 
gleichzeitig  alle  willkürlichen  Constanten  ändert,  t  aber  ungeändert  lässt,  so 
giebt  die  vorstehende  Gleichung,  wenn  man  sie  mit  c/or  multiplicirt,  und  die 
Summe  aus  allen  ähnlichen  bildet,  die  man  für  jede  der  willkürlichen  Con- 
stanten erhält, 

d'S  =  2vL(.,:ld'x^~hy;  d'y^-^z]  Ö'?  )— ^w,(".;ö'«,+//  ö'i -Hc'öV.v). 
Dies    ist   das   vollständige   Differential   von  .S,    wemi   man   t  constant   setzt    und 
es  als  Function  der.  willkürlichen  Constanten   betrachtet. 

Ist  das  System  ganz  frei,  so  hat  man  Q>n  willküi-Iiche  Constanten,  als 
deren   Functionen  S   und    die   6n  Grössen  .r,  y,  z,  a,  b,  c    betrachtet    werden. 
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Vermittelst  der  Integralgleichungen  kann  mau  die  3«  Grössen  o,  h,  c  durch 
diese  &7i  Constanten  ausdrücken,  und  die  3n  Grössen  x,  y,  z  durch  diese  Con- 
stanten und  die  Zeit  t.  Man  kann  daher  auch  die  6n  willküi'lichen  Constanten 
als  Functionen  der  Zeit  und  der  6?i  Grössen  x,  y,  z,  a,  b,  c  betrachten,  wo- 
durch auch  »S  eine  Function  der  Zeit  t  und  der  6  n  Grössen  x,  y,  z,  a,  b,  c  wird. 
Nimmt  man  in  diesem  Sinne  die  partiellen  Diffei-entialquotienten  von  S,  so  giebt 
der  vorstehende  Ausdruck  des  vollständigen  Differentials  von  S  sogleich  seine 
nach    den  Grössen  x,  y,  z,  a.  b,  c  genommenen  partiellen  Ableitungen,    nämlich: 

88  ",  BS  ■         , 

-^      =m.c.,  — = —  =  — ?M.a, 

Od-.  '   '  da.  '    ' 

ds  ,  es 

dy.  "''  do.  '  ' 

es  ,  ÖS 

-- —  =  w  2  - —  =  — mc.. 

dz^  '  '  dt\  •  • 

Die  vorstehenden  6«  Gleichungen  kann  man  als  die  vollständigen  Integral- 
gleichungen der  vorgelegten  Aufgabe  betrachten,  und  zwar  sind  die  Gleichungen 
links  die  3«  Integrale  erster  Ordnung  (welche  Hamilton  auch  Zivischen- 
integrale nennt),  die  Gleichungen  rechter  Hand  die  3n  endlichen  Integrale  selber. 

Ist  das  System  nicht  frei,  sondern  sind  die  k  Bedingungen  gegeben 

F=Q,  Fj  =  o,  . . .,  -?;._,  =  0, 

welchen  die  Punkte  desselben  Genüge  leisten  müssen:  so  kann  man  die  3??  Func- 
tionen X,  y,  z,  welche  man  sucht,  auf  3/;  —  /-  reduciren,  und  braucht  von  den 
3n  Differentialgleichungen  2'"  Ordnung  nur  8n — It  anzuwenden.  Man  hat 
daher  nur  6?;  — 2A-  willkürliche  Constanten,  für  welche  man  in  den  Ausdruck 
von  »S  wieder  die  3»  —  Ä;  Grössen,  auf  welche  man  die  3  «Grössen  x,  y,  z  zurück- 
geführt hat,  und  ihre  Anfangswerthe.  auf  welche  sich  durch  dieselben  Bedingungs- 
gleichungen die  Zu  Grössen  a.  b,  c  zurückführen  lassen,  einführen  kann.  Zu 
der  Gleichung,  durch  welche  wir,  wenn  man  f  constant  setzt,  das  vollständige 
Differential  von  S.  im  obigen  Sinne  genommen,  ausgedrückt  haben,  und  welche 
sK-h  auch   so  darstellen  lässt: 

dS  ,\  ,        ^(  BS 


-[-§:  -"'■^')  ^^2'.+- (-|f  +'"'^')  1*^ 
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sind  dann  eben  so  k  von  den  Sn  Differentialen  dr.  dy,  dz  und  k  von  den 
Differentialen  da,  dh.  de  vermittelst  der  Bedingungsgleiehnngen  zu  eliminiren 
und  die  in  die  übrigen  unabhängigen  Differentiale  multiplicirten  Ausdrücke 
einzeln  =  0  zu  setzen.  Bedeutet  F"  den  Ausdruck  von  F,  wenn  man  darin 
für  die  3?i  Grössen  x,  y,  z  ihre  Anfangswerthe  a,  b,  c  setzt,  so  bewerkstelligt 
man  diese  Elimination,  indem  man  die  k  Gleichungen 
dF  ,  dF  ^  dF 
cy,      "'       dz. 


-'( 


dx 


dz. 


dF=0 


und  die  k  Gleichungen 


-H 


da. 


da  ■ 


dF' 
db 


dF" 
de 


.dF": 


jede  mit  einem  Factor  multiplicirt,  zu  der  obigen  Gleichung  hinzufügt  und 
diese  Factoren  so  bestimmt,  dass  die  k  von  den  Differentialen  dx,  dy,  dz,  und 
die  k  von  den  Differentialen  da,  db.  de.  welche  man  eliminiren  will,  ver- 
schwinden. Da  nun  auch  die  in  die  übrigen  unabhängigen  Differentiale  multi- 
plicii'ten  Ausdrücke  verschwinden  müssen,   so  erhält  man,    wenn  man  die  Fac- 


toren   mit    /., 
chungen: 


-  /','. 

bezeichnet,    das   System 

dS 

d^r 

-hA 

ö.c.              er. 

dS 

+  A 

dS 

dz. 

+  A 

öz.           '   dz. 

dS 
^a 

-t-A" 

da.              oa. 

dS 

db. 

-  +  A° 

1?-;|?-. 

öS 

-hA" 

■r-^:°^--. 

6n  Gk 


welche  jetzt  als  die  vollständigen  IntegTalgleichungen   mit  Hinzuziehung  der  Be- 
dingungsgleichungen 


F  =0. 

K  =  0. 
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ZU  l)etracliten  sind.  Die  MiiltiiiHcutoreu  wenTeii  durch  Auflösiuig  t-iiier  gleichen 
Zahl  linearer  Gleichungen  gefunden,  welche  man  dadurch  erhält,  dass  man  die 
vorstehenden  Gleichungen  in  die  folgenden,  durch  Differentiation  aus  den  Be- 
dinfningsgleichnngen  sich  ergehenden,  suhstituirt: 

dF  (  ÜF     ,       SF     .       ÖF     ,\       ,-^ 

dt  \  d.:c-      '        Ol/.      '        az^      '  J 


so  wie  die  Gleichungen,   die   man  für  / 
^JdF'^ 


für  / 

0 

aus 

diesen 

erhä 

dF' 

dl" 

h. 

+ 

'de-' 

-<)- 

ü. 

ÖF'] 

-'', 

+ 

dF", 

-<)- 

0, 

dh. 

de. 

Wir  sehen,  wie  auch  in  dem  Falle  eines  nicht  freien  Systems  die  Iiifi'i/j-af- 
gleichunyen  eine  ganz  analoge  Form  mit  derjenigen  erhalten  hüben,  in  welche 
Lagrange  die  Difere^itialgleichungen  der  Mechanik  gebracht  hat. 

Wenn  der  vSatz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt,  so  kann   mau  die  Fimction 
S  auch  so  ausdrücken: 

=    j  :^mX.r]' -+-y''  +z]')d/—/ii 

=  -l\'  Udt+hf, 

wo  /;  eine  willkürliche  Constaute  ist.  Ich  habe  aber  im  Vorhergehenden  den 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  nicht  benutzt,  weil  diese  Resultate,  was  Professor 
Hamilton  nicht  angemerkt  hat,  auf  einen  Fall  ausgedehnt  werden  können, 
•für  weiciieu  dieser  Satz  nicht  gilt,  auf  ilen  Fall  nämlich,  wo  die  Kräftelniiction 
ausser  den  Coordinaten  noch  die  Zeit  t  explicite  enthält,  wie  z.  I).,  wenn  ein 
Punkt  ohne  Masse  von  beweglichen  Centren  angezogen  wird,  deren  Bewegung 
bekannt  und  gegeben  ist.  Ich  wi'rde  diese  Ausdehnung  der  Formeln,  wo  sie 
statthaft  ist,  allezeit  angel)en,  da  der  angegebene  Fall  der  Mechanik  in  d(M- 
That  seine   Anwendimg  findet. 

IV.  0 
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Die  Deliiiition.  welche  wii-  von  iler  Function  .S  uegeben  halben,  setzt  die 
vollständige  Integration  der  Differentialgleichungen  des  mechanischen  Problems 
bereits  voraus.  Die  vorstehenden  Resultate  hätten  dann  nur  das  Interesse,  das 
Svstem  der  Integralgleichungen  in  eine  merkwürdige  Form  gebracht  zu  haben. 
Man  kann  aber  noch  die  Function  6'  auf  eine  ganz  verschiedene  und  viel  aU- 
(jemeinere  Art  definiren.  Ich  werde  mich  im  Folgenden  auf  den  Fall  eines  ganz 
freien  Systems  beschränken:  den  Fall,  wo  irgend  welche  Verbindungen  und  Be- 
dingungen zwischen  den  Punkten  stattfinden,  werde  ich  in  einer  späteren  Ab- 
handlung wieder  aufnehmen,  deren  hauptsächlichste  Resultate  ich  bereits  an 
einem   andern  Orte  mitgetheilt  habe. 

Wir  betrachten  S  wieder  als  Function  der  Zeit,  der  Coordinaten  der 
Punkte  und  ihrer  Anfangswerthe.  Ditt'erentüren  wir  S  vollständig  nach  der 
Zeit,  indem  wir  auch  die  Coordinaten  als  Functionen  der  Zeit  betrachten,  so 
erhalten  wir,  der  Definition  von  .S  zufolge: 

./.';        as      ^f  GS     ,       88     ,       es      \       ,,    ,  ^    ,  ,-..       ,-.      ,-.., 

,h  öt  V  du-.     '        oy^   ''•         oz.      ' I  -       ,\  ,        j,         ,  j 

Hieraus  folgt,  da 

,_J_     dS  ,_J_     bü  ,'_^     f-'^ 

■  m.       dx.    '  m.       dl/.    '       ~'  m.       dz.    ' 

der  Ausdruck  der  partiellen  Ableitung  von  ,S',   nach  f  genommen. 

welcher   Ausdruck   sich,    wenn    U  nicht   /   explicite   enthält,   also   der   Satz   von 
der  lebendigen  Kraft  gilt,  in  folgenden  A^ereinfacht: 

et 
wo  h  eine  willkürliche  Constante  ist. 

Man   erhält  aus  dem  Ausdrucke  von  -^  auch  folgende  Gleichung: 

und  dieses  ist  eine  partielle  Differentialgleichung  erster  Ordnung,   welcher  die 
Function  S  Genüge  leisten  muss.     Die  F^unction  S,  wie  sie  oben  definirt  worden, 


Zri!  TllKOKIE  DKK   l'AI'.TIKI.LKN   I)IKl'KRKNTlALÜLKI('lli;\(iEN.  (i7 

ist  eine  rollstäii(li(je  Lösung  der  partiellen  DifferentialuleicliunL;;  erster  Oivlnung. 
indem  sie  ausser  einer  Constante.  die  man  offenliar  zu  ihr  noch  hinzufiigen 
kann  (da  nicht  die  Function  selber,  sondei-n  nur  ihre  Ditt'erentialquotienten  in 
der -Gleichung  vorkommen),  3«  willkürliclie  Constanten,  nämlich  die  Anfangs- 
werthe  der  Coordinaten  enthält,  und  die  Zahl  dei-  unabhängigen  Variabein 
ebenfalls  3/^-t-l  beträgt.  Ldi  will  einen  Augenblick  bei  der  Natur  der 
verschiedenen  Lösungen  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordniuig 
verweilen. 

Man  nennt  nach  Lagrange  rollständige  Lösung  einer  partiellen  nicht 
linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  eine  solche,  welche  eine  gleiche 
Zahl  willkürlicher  Constanten  enthält,  wie  die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein 
beträgt,  weil  man  vermittelst  der  nach  diesen  genommenen  partiellen  Difte- 
rentialquotienten"  der  gesuchten  Function  eine  solche  Zahl  willkürlicher  Con- 
stanten eliminii-en  kann,  und  im  Allgemeinen  keine  grössere.  Kennt  man  eine 
vollständige  Lösung.  s(j  kann  man  daraus -(///e  übrigen  Lösungen  ableiten,  deren 
die  partielle  Differentialgleichung  fähig  ist.  und  welche  einen  sehr  verschie- 
denen Charakter  haben.  Man  nimmt  zu  diesem  Ende  eine  Anzahl  willkürlicher 
Relationen  zwischen  den  willkürlichen  Constanten  an  oder,  was  dasselbe  ist, 
bestimmt  einige  derselben  als  willkürliche  Functionen  der  iibrigen,  difterentiirt 
nach  diesen,  als  unabhängig  betrachteten  willkürlichen  Constanten  die  vollstän- 
dige Lösung,  und  setzt  die  genommenen  partiellen  Difterentialquotienten  einzeln 
t=  0;  wenn  man  dann  vermittelst  dieser  Gleichungen  die  willkürlichen  Con- 
stanten aus  der  vollständigen  Lösung  eliminlrt,  so  erhält  man  die  neue  Lösung. 
welche  man,  da  sie  willkürliche  Functionen  enthält,  nach  Lagrange  eine  tilli/c- 
tneine  Lösung  nennen  kann.  Diese  allgemeinen  Lösungen  haben  aber  einen  ganz 
verschiedenen  Charakter  nach  der  Zahl  der  willkürlichen  Relationen,  weiche 
man  zwischen  den  willkürlichen  Constanten  annimmt.  Wenn  m  die  Zahl  i\^n- 
unabhängigen  Variabein  und  also  auch  die  Zahl  der  willkürlichen  Constanten 
Ist,  so  hat  man  m  —  1  Classen  allgemeiner  Lösungen,  je  nachdem  man  1.  1'.  ... 
oder  7;;  — 1  Relationen  zwischen  den  m  Constanten  annimmt,  und  dann  wie  ol)en 
vei"üihrt.  Die  allgemeinste  Lösung  ist  diejenige,  bei  welcher  nur  eine  lu'latujn 
zwischen  den  Constanten  angenommen,  oder  eine  als  Function  der  übrigen  an- 
gesehen wird.  Der  Grad  der  Allgemeinheit  verringei-t  sich  mit  der  Zahl  der- 
jenigen willkürlichen  Constanten,  für  die  man  willkürliche  Functionen  der  übrigen 
setzt.     So  ist  es  allgemeiner  oder  lässt  mehr  willkürliches  zu,  eine  willkürliche 

9* 
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Constiiiiti'  als  willküiiiche  Fiindioii  ilcr  /» —  1  auilerii  auziineluiien.  wie-  in  dei* 
alliicUK'iustcii  Lösunu'.  als  zwei  willküi'liclu'  Coiistanten  als  willkürliche  Fiiiic- 
tiuiu'ii  der  »*— 2  audcrii  aii/.mu-linu-n.  wie  in  der  uäelist  folgenden  Classe  all- 
<i-enieiner  Lnsunuen.  Denn  rlenkt  man  sieh  eine  willkürliehe  Function  von 
„,  _  I  (Ji-össen  nach  den  Potenzen  von  einer  dei'selben  geordnet,  so  sind  die 
(Joefficienten  willkürliehe  Finictionen  von  ?h  —  2  Grössen ,  so  dass  eine  willkür- 
liche Function  \  on  */(  —  1  Grössen  unendlich  viele  Functionen  von  ni  —  2  Grössen 
unifasst.  Als  Grenze  dieser  Classen  allgemeiner  Lösungen  ist  der  Fall  anzu- 
sehen, wo  man  m  Relationen  zwischen  den  m  Grössen  anninnut.  oder  diese  als 
Constanten  betrachtet,  was  aber  die  vollständige  Lösung  selber  ist. 

Da  die  verschiedenen  Arten  von  Lösungen,  welche  ich  allgemeine  Lösungen 
genannt  habe,  willkürliche  Functionen  enthalten,  so  kann  man  sie  so  particula- 
i-isiren.  dass  sie  jede  beliebige  Zahl  willkürlicher  Conslanten  enthalten,  denn  in 
jeder  wilJkiiiTichen  Function  kann  man  so  viel  willkürliche  Constanten  anbringen, 
wie  man  will.  Giebt  man  den  willkürlichen  Functionen  zusammen  m  willkür- 
liche Constanten,  wenn  m  die  Zahl  dei-  unabhängigen  Variabein  in  der  par- 
tiellen Difllerentialgleichung  ist.  so  Imn/  man  jede  particularisirte  allgemeine 
Lösung  mit  in  villkürlichen  Constanten  ebenfalls  als  eine  vollständige  Lösung 
ansehen,  aus  welcher  man  eben  so  wie  aus  der  vollständigen  Lösung,  von  ivelcher 
man  ausgegangen  ist,  alle  Arten  von  Lösungen,  deren  die  gegebene  partielle  Differential- 
gleichung fähig  ist,  ableiten  kann.  Man  kann  auf  ähnliche  Art  jede  allgemeine 
Lösung  so  particularisiren ,  dass  danuis  eine  Lösung  wird,  die  zu  einer  minder 
allgemeinen  Classe  gehört.  Hat  man  z.  B.  eine  Lösung,  in  welcher  /.■  Grössen 
als  willkürliche  Functionen  der  /» — /,  andern  vorkommen,  und  ist  />/■,  aber 
zugleich  /<!  vh  ?<>  kann  man  diese  /•  willkürlichen  Functionen  von  )u  —  /:  Grössen 
so  particularisiren.  dass  darin  soviel  willkürliche  Functionen  von  m  —  /Grössen 
vorkommen,  wie  man  will:  und  nimmt  man  für  diese  k  willkürlichen  Functionen 
particidäre  Formen,  in  denen  /  willkürliche  Functionen  von  //( —  /Grössen  vor- 
konanen.  so  kann  man  diese  Lösung  als  eine  solche  betrachten,  die  zu  einer 
minder  allgemeinen  Classe  gehört,  und  ilie  man  aus  der  vollständigen  Lösung 
erhalten  kann,  wenn  man  darin  /  willkiirliche  Constanten  als  willkürliche  Func- 
tionen der  übrigen  betrachtet  und  für  diese  solche  Functionen  setzt,  dass  die 
nach  ihnen  genommenen  partiellen  Ditferentiahjuotienten  der  vollständigen  Lösung 
A-erschwinden. 
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3. 
Nachdem  ich  diese   bekannten  Betraelitnngen   vorausgeschickt  habe,   kehre 
icli  zu  der  hier  vorliegenden  partiellen  Differentialgleichung  ziiri'ick: 

von  welcher  die  Function  N,  wie  sie  olien  detinirt  wonlen  ist.  wenn  man  noch 
eine  willkürliche  Constante  zu  ihr  addirt,  ein  vollständiges  Integral  ist.  Da  es 
aber  unendlich  viele  vollständige  Integrale  derselben  partiellen  Differential- 
gleichung von  der  verschiedensten  Form  giebt.  so  ist  die  Function  .S  durch  die 
partielle  Differentialgleichung,  der  sie  Genüge  leistet,  noch  nicht  bestimmt. 
Gleichwohl  ist  das  System  der  3«  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  der  Be- 
wegung durch  die  eine  partielle  Differentialgleichung  vollständig  ersetzt.  Denn 
es  lässt  sich  leicht  zeigen,  dass  jede  vollständige  Lösung  derselben  hinreiclit.  um 
sännntliche  Integralgleichungen  der  Bewegung  daraus  abzuleiten. 

In  der  That  sei  .S  irgend  eine  vollständige  Lösung  der  partiellen  Diffe- 
rentialgleichung 

Da  die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein  hier  Zn-y-X  ist.  nämlich  die 
Zeit  f  und  die  3«  Coordinaten.  so  muss  die  vollständige  Lösung  ?>n-\-l  will- 
kürKche  Constanten  enthalten,  von  denen  man  sich  immer  eine  mit  >S  durch 
blosse  Addition  verl)unden  denken  kann.  Es  seien  u-^,  a.^,  .  .  .,  «:,„  die  3// 
t'ibrigen,  und  /?, ,  (i,.  ....  //;„  andere  willkürliche  Constanten,  so  will  ich  zeigen, 
dass  folgende  3h  endliche  Gleichungen  zwischen  den  3n  Coordinaten  .r,,  7/,.  z^  und 
der  Zeit  t: 

immer  dem  vorgelegten  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen: 

cr-.r^       du        d-ij^       ou         cVz.       eu 

'    dt-~  ^    ö.r.    '       "'    (h-      ~~    dl/.    '     "*'■     dt'      ^    (9s. 
(renüge  leisten. 

Differentiirt  man  nämlich  die  gegebenen  endlichen  Gleichungen,  wodurch 
die  willkürlichen  Constanten  ßi,  ßi,  .  ■  .,  ß^,,  von  selber  verschwinden,  so  erhält 
man   die   3n  Gleichungen: 
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/  ^iL 

0  =    -7-^—  =  -^. 5,-  +  - 1^ T ^   -i-~ 5 l/H-—- ^^ 2       • 

dt  ott^öf  V  da, a.r.      '         oa^dy.    ^'         oa^oz.      '] 

dt  da.^^St  '^^Vöa^ßx,  •''■^  ö«3„%  ^'^  dc'..^ßz.   ''7' 

ans  welchen  man  die  Wertlie  von  .c-,  y,',  c,'  dnrcli  Auflösung  hestimnien  kann. 
Vergleicht  man  aber  diese  3//  Gleichungen  mit  folgenden  Zu  identischen  Glei- 
chungen, welche  aus  der  gegel)enen   Gleichung: 

durch  partielle  Differentiation  nach  «,,  ci.,.  ....   «,„  hervorgehen: 

Ö-.S         ^    1    r     ö'S        dS  ö'S        dS  6'S        ÖS  1 


0 


da^df        ~  7)1.   L  da^dx.       8x.  '^^i^'i/,       ^11,  ^"i^^,        ^-, 

ößjö«         "   111^    L  da.,d.r.       c.r  öu.,di/^        öj-  da.ßz.        dz. 

d-S         „    1    r     «^^''S'         SS     .        d'S        SS  d'S         öS 


da.^^ot       ~  m.    L  ca.^ßx.      dx.  da.^^^dy.       dy.  öa.,„ör.      öz.  J  "     • 

SO  sieht  man  ohne  weiteres,  dass  die  gesuchten  AVerthe  von  .r,',  y/,   :',  welche 

die  obigen  Gleichungen  erfüllen  sollen,   folgende  sind: 

,_^^_J__dS_         .__^'^_J__^       ,'  _   '^".    _    1       ^S 
'  dt  m.       dx.    '       '  dt  7)1.       dy.  '     ~'  dt  in.       dz. 

Differentiirt   man  die  vorstehenden  Gleichungen  aufs  neue,  .so  ei-hält   man 

die  Gleichungen: 


-, 

d\r. 
'^It^' 

__     V 

dx^dx^ 

■«1  + 

cxßy^ 

-y 

+ 

d'S 
dx.dz^ 

-z[.   -+- 

d'S 
dx.dt  ' 

'", 

dt} 

=  ^ 

^>J,ox^ 

.<  + 

Ö-'S 

y, 

+ 

-•'k    -+- 

"*. 

d-z. 

V 

'K+ 

d'S 

-Vl 

-+- 

d'S 

-4    + 

d'S 
dzßt  ' 

dz.dz^ 

vo  man 

hl  d 

ni  Summen 

•echts 

für 

k  .lie 

\x 

ertl 

le    1. 

2.  .  .  . 

.   II   zu 

setzen    hat 
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wäliivnd  i  unverändert  bleibt.  Wenn  man  in  diese  Gleiehun^ien  für  x[,  yl,  zl  die 
gefnndeneii  Wertlie  snbstituirt.  so  verwandeln  sie  sich  in  folgende: 

'/'■c   __  ^  1  r  d's     es        c'S     es        d's     es  i      d's 

,n  _^K  —  V  1  r  ö's     as        e's     es        e'S     es  i      e's 

d-'z       ^  1  r  o'-'S     ea        h's     ds    ,     s'S     es  i      e's 

,//'-  w^.  L  o~,dXi.      ox^         ^-i'^yk      ^yk         ^'^i'^^k      •^■'z  J        ö^.«i 

Es    sind    aller    die   Ausdrücke    rechts    die    partiellen   Differentialquotienten    des 

nach  X,,  y,,  z,  genommen,    wodurch  wir  die  Differentialgleichungen  bekommen: 
(Px,  dU  dhj.  dU  d-z.  du 

■'"'  ~W~  ^    d.>-^  ■'      '"'■  ^W  ""    öy.  '      '"•lit^  ^  lh~  ' 

welches  die  vorgelegten  Differentialgleichungen  sind.  Wii-  haben  also  f'olgen<]es 
Theorem. 

Theorem. 
Es  seien   die   Bißeretitialy/ciclumyen   der  Bewegung    eines  freien   Systemes 
i'dii    n    ituiteneUen   Piinkfeti    folgende    ?)n   DifferentudgJeichungen   ziceiter  Ordnung: 
d'w.         dU  (/V,  öU  d'z.  ÖU 

dt''  öx.   '         '     dt'-  By.   '         '    dt''  dz.   ' 

wo  U  eine  gegebene  Function  der  3;<  Coordinafen  .r, .  ?/i,  5,:  .v.,.  y.^,  z^:  ... 
...  .{•„,  J/„,  z„  und  der  Zed  t  bedeutet .  und  für  i  alle  Werthe  1,  2,  .  .  .,  n  zu 
setzen  sind:  es  sei  ferner  N  irgend  ein  vollständiges  Integral  der  partiellen  Diff'e- 
rentia  Igleichung : 

TT       ^^     ,  V  1   U  '^'■'''  V    (  ds  Y    (  es  VI 

welches  ausser  einer  mit  N  bloss  durch  Addition,  re/'bundcneu  irillkürlichen  Con- 
stanten  noch   Sn   andre   u-illLürlicln'   ('(uislanlcn 

"p     ((„.     ■  .  .,     «,„ 
enthalte:    so    sind    du-    ludlsta'ndigeu    endlichen    Integrale   der    vorgelegten    3/i.    ge- 
wöhnlichen   hiß'ereiitialgleichuiigen    zweiter   Ordnung    mit    (!«     willhürliclien    Con- 
stanten: 
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aS    oS    ^  ö.S      

ICO  die  G)-össei} 

ßv      ß.-       ■    ■    -       ß:u 

neue  3/<  icillkürliclie  Couslunteii  sind:  es  sind  ferner  die  nncJi  den  Coordinaten- 
A.ven  zerlegten   (ieschicindit/keifen: 

.'  —  J_.-^        '  — J_._^      -'  — JL_^. 
'  '  m.       da;.   '     '^'  m.       oy^    '     ''  vi.     dz. 

4. 
Ymw  (kn-  Vüllstäiidii;vn  Lö:^iingen  der  im  Vorigen  betrachteten  j)artiellen 
Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ist  die  zu  Anfang  definirte  Function  N, 
und  zwar  eine  solche,  in  welcher  die  3»  willkürlichen  Constanten,  die  S  enthält, 
gerade  die  Anfangswerthe  der  on  (xrössen  ,r,,  y,,  j,  sind,  welche  wir  mit  (tj, 
h„  c,  bezeichnet  haben.  Für  den  hauptsächlich  vorkommenden  Fall,  welchen 
Hamilton  allein  betrachtet,  wo  die  Kräftefunction  die  Zeit  t  nicht  explicite 
enthält,  giebt  derselbe  noch  eine  zweite  partielle  Differentialgleichung  erster 
Ordnung,  welcher  diese  Function  .S  Genüge  leistet.  Für  diesen  Fall  gilt  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft,  welchen  man  so  dar-stellen  kann: 

WO  wieder  <i',.  h],  r'  die  Anfangswerthe  von  .r/.  ?/,',  z'  bedeuten,  und  U^,  der 
Werth  von  6" ist.  wenn  man  darin  für  .r,,  ?/,.  z,  ihre  Anfangswerthe  f,,  i,,  c,  setzt. 
Es  ist  aber: 

und  daher,   wenn   der  Satz  von   der  lel)endigen  Kraft  giU.   auch   * 

Für  die  Hamiltonsche   Function  N   wurde  aber 

,„  a'  ——  -^        m  U  —  —  -^  ^  •'  —  —   "^ 

'    '  da.   '  '   '  dl/.    '         •  '  öe     ' 

wodurch   sich  die   vorstehende  Gleichuno-  in  folgende  verwandelt: 

^-:--'i[(ii-y-(t)'-(fn- 

Dieses  ist  die  zweite  partielle  Differentialgleichiuig,  welcher  die  Hamiltonsche 
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Fuuctiuii  -S  Genüge  leistet,  und  wodureh  sie  von  allen  andern  vollständigen 
Lösungen  der  ersten  unterschieden  wird.  Aber  wir  haben  gesehen,  dass  jede 
vollständige  Lösung  dieser  ersten  durchaus  hinreichend  ist,  um  die  sämmtlichen 
vollständigen  Litegrale  der  vorgelegten  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
zu  finden. 

Ich  weiss  daher  nicht,  warum  Hamilton,  um  die  vollständigen  Integrale 
der  vorgelegten  Differentialgleichungen  angeben  zu  können,  die  Erfindung  einer 
Function  iS  von  &a-\-l  Variabein,  nämlich  den  3 ?i  Grössen  x^,  ?/,,  2,,  den 
o/i  Grössen  «,,  /j,,  c,  und  der  Grösse  t  fordert,  welche  zu  gleicher  Zeit  den 
lii'iden  partiellen  Difterentialgleichungen  erster  Ordnung 

^1  =  R 


dt 

+  i^ 

1 

m. 

7  dS 

)■■ 

{ dS 

-)'■ 

-(t 

dS 

dt 

-^i^ 

1 

L\  da. 

-)- 

-} 

-(# 

(Tenüge  leistet,  während  es.  wie  wir  gesehen  haben,  vollkonnnen  hinreicht, 
irgend  eine  Function  der  3?i+l  Grössen  f,  x^,  y,.  z,  zu  kennen,  welche  der 
einen  Gleichung 

Genüge  leistet,  und  ausser  einer  mit  ihr  durch  Addition  verbundenen  noch  3n 
iindere  willkürliche  Constanten  enthält.  Hamilton  scheint  mii-  dadurch  seine 
schöne  Entdeckung  in  ein  falsches  Licht  gesetzt  zu  haben,  ausserdem  dass  sie 
dadurch  zu  gleicher  Zeit  uiniöthig  complicirt  und  beschränkt  wird.  Auch  ist 
hier  der  Uebelstand,  dass,  da  man  eine  Function  nicht  durch  zwei  partielle 
Differentialgleichungen  definiren  kann.  dcni>n  sie  gleichzeitig  genügen  soll,  ohne 
zu  beweisen,  dass  eine  solche  Function  auch  wirklich  möglich  ist,  sein  Theorem, 
wie  er  es  ausgesprochen  hat.  nicht  an  .sich,  sondern  nur  mit  dem  Bew'eise,  den 
er  liefert,  verständlich  sein  kann.  Wenn  dadurch,  dass  er  gerade  diese  beson- 
dere Function  .S  nimmt,  die  willkiirlicheu  Constanten  die  Anfangswerthe  der 
Coordinaten  und  der  nach  den  Coordinaten-Axen  zerlegten  Geschwindigkeiten 
werden,  so  hat  dies  kein  wesentliches  Interesse,  da  die  Einführung  dieser  Con- 
stanten die  Form  der  Integralgleichungen  in  der  Regel  complicirter  maclit, 
man  auch  die  vollständigen  Integralgleichungen  aus  jeder  andern  Form  in  diese 
bringen  kann.  Vielleicht  ist  auch  Hamilton  dadurch,  dass  er  immer  gleich- 
zeitig zwei  partielle  Differentialgleichungen  vor  Augen  hat,  verhindert  worcK-n. 
IV.  10 
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die  aUjicineiiK-n  Vorschriften,  welche  Lagrange  in  den  Vorlesungen  über  die 
Functionenrechnung  für  die  Integration  euier  nicht  linearen  partiellen  DifFerential- 
o-leichung  erster  Ordnung  zwnschen  drei  Variabein  giebt,  auf  sem  Theorem  an- 
zuwenden, wodurch  ihm,  wie  ich  in  einer  andern  Abhandlung  zeigen  werde, 
Resultate  von  grösster  Wichtigkeit  für  die  Mechanik  entgangen  sind.  Ich  be- 
merke noch,  dass  die  Forderung,  dass  die  Function  .S,  nachdem  sie  der  ei-sten 
partiellen  Differentialgleichung  genügt,  noch  der  zweiten  genügen  solle,  auch 
noch  dadurch  eine  Beschränkung  herbeiführt,  dass  sie  den  Fall  ausschliesst,  wo 
die  Kräftefunction  U  die  Zeit  t  auch  explicite  enthält,  weil  für  diesen  die  zweite 
uartielle   Differentialu-leichunu;  nicht  inclir  üültitr  ist. 


Mau  kann  der  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung,  durch 
welche  man  das  System  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung  ereetzt  hat. 
verschiedene  Formen  geben,  indem  man  theils  fiü-  die  zu  suchende  Function 
eine  andere  nimmt,  theils  die  Variabein  ändert.  Hamilton  hat  mehrere  Bei- 
spiele hiervon  gegeben,  von  denen  ich  hier  nur  eines  auseinandersetzen  werde, 
weil  die  übrigen  von  geringerem  Interesse  zu  sein  scheinen. 

Es  sei: 

Wenn   U  nicht  /  explicite  enthält,  also  der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  gilt, 
so  hat  man 

//  =  h. 
wo  h  eine  Constante.  Es  sei  die  Function  S  nach  der  von  Hamilton  gege- 
benen Definition  bestimmt,  und  zu  dem  oben  gegebenen  Ausdruck  von  ß'.S  noch 
-X--dt  hinzugefügt,  so  hat  man  das  vollständige  Differential  von  .S,  wenn  man 
allen  6 «-hl  Grössen  t,  .r,.,  y-,  j,,  «,,  i,.  c,,  die  es  enthält,  unendlich  kleine 
von  einander  unabhängige  Incremente  giebt.     Da  wir 

^  =  -11 
et 

fanden,  so  wird,  wenn  man  sich  der  Charakteristik  der   X'ariationsrechnung  be- 
dient, diese  vollständige  Variation  von  .S; 

dS  =  —Hf)/  +  Im\.r'(ij;^-hy'.6i/^-hz'.dz.\ 
—  Im[a',)ii-\-b'  Sb.-hc'.  dc.\. 


ZUR  THEORIE  DER  PARTIELLEN  DIFFERENTL\LGLEICHUNGEN.  75 

Man  setze 

V  =  S^B.t, 
>o  folgt  aus  der  vorstehenden  Variation  von  S  der  Ausdruck  der  Variation  von  V: 

—  ^iii.{a'.öa.+b'.  Sb.+c'.  Sc.]. 
Denkt  man  sieh   vermittelst  der  Gleichung 

die  Grösse  t  aus  »S  eliminirt,  so  wird  »S  und  mithin  auch  V  eine  Function  von 
H,  den  'in  Grössen  x^,  y,,  z,  und  den  3«  Grössen  «,,  6,,  c,,  und  ilie  vorstehende 
(Tleichung  giebt  den  Ausdruck  von  ()F  durch  die  Variation  dieser  6h  +  1  Grössen. 
Betrachtet  man  daher  V  als  Fiuiction  von  //,  den  Coordinaten  ,t,,  i/,,  z^  und 
ihren  Anfangswerthen  (7,.,  h„  c,,  so  werden  die  partiellen  Differentialquotienten 
von    V,  nach  diesen  Grössen  genommen: 

dV 

dv  ,      dv 

ö.c.  '   ''        da. 

dV  ,        dV  ,, 

-- —  =  mtl.,      -—.--  =  — m.b., 

dV  ,        dV 

— — ^  m.z.,      -TT —  =  — m.c. 

dz.  '   '  dc^  '   ' 

Diese  Werthe  oeben  die  partielle  Differentialgleichung: 

wo   man,    wenn    U  auch  f  explicite  enthält,    in    U  für   f  die   ]jartielle  Altleitung 

d  F 

-,,-  zu  setzen  hat.  Wenn  aber,  wie  es  insgemein  der  Fall  ist.  U  nicht  t  ex- 
plicite enthält,  sondern  eine  blosse  Function  der  Coordinaten  ist,  so  enthält  die 
partielle  Differentialgleichung  die  partielle  Ableitung  von  U,  nach  H  genommen, 
gar  nicht,  weshalb  H  bei  ihrer  Integration  als  Gonstante  betrachtet  wird. 

Wenn    U  nicht   t  explicite   enthält,    also   H  eine   Constante    ist,    so   bat 
man,  wenn  man  für  S  die  Hamiltonsche  Function  nimmt, 

v=  s-\-iJt  =  j  [iy+^.^mXA-;'4-(/;'+s;''')-i-  u\,it, 

10* 
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oder  da 

H  =  i3?«,(jr;'+,y;'+2f)— U, 
wird 

In  demselben  Falle,  wo  H  eine  Constante  ist.  erhält  man  für  /  =  0  auch 
oder 

welches  eine  zweite  partielle  Differentialgleichuno;  ist,  welcher  die  Function  T' 
Genüge  leistet.  Hamilton  definirt  die  Function  V  durch  diese  beiden  partiellen 
Differentialgleichungen:  aber  um  die  vollständigen  Integrale  der  Differential- 
gleichungen der  Bewegung  zu  rinden,  reicht  es  wieder  vollkommen  hin,  wenn 
man   nur  irgend  ein  vollständiges  Integi-al    V  der  ersteren  kennt. 

Wenn  nämlich  U  die  Grösse  t  explicite  enthält,  so  betrachte  man  irgend 
eine  vollständiue  Lösung  der  partiellen  Differentialgleichuns 

wo.  wie  erwähnt,  in  U  t'i'ir  /  zu  setzen   ist   —777-  .     Solche  Lösung  wird,  da  hier 

•1)1 -hl  unabhängige  Variabein  sind,  ausser  einer  mit  I  durch  Addition  ver- 
bundenen Constante  noch  3»  andere  «,.  a., ((■.„  enthalten.  Die  3  h  end- 
lichen vollständigen  Integrale  des  Systems  von  >\/i  gewöhnlichen  Differential- 
gleichungen zweiter  Ordnung 

rr-x^  hU             (/■->,          dU 

■    <lf-  er.    "          '    elf-               c>/. 

mit   (Jii   willkürlichen  Constanten,   werden  dann 

ö«,  -'^•-    mT""^^' 

wo  fi^,  ßo,  . . .,  i%„  die  neuen  3»  willkürlichen  Constanten  sind:  die  3«  Zwischen- 
integi-ale  mit  nur  3//   willkürlichen  Constauti-n   werden  fenn-r: 

dV  ,       dV  ,        dV 

-7^ —  ^  ;«  .r  ,      -1; —  =  m  u  ,      —, —  =  m  z  . 
d.i\  '  •         Oji^  "''  öz.  •  • 

Die  Grösse  //  kann  man   in   diesen  Gleichungen  vermittelst  der  Gleichung 

dV  ' 

■      W  =  ' 


<P:, 

SU 

dt- 

ez, 

dV 

du.. 

-  = 

p',,„ 
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durch  t  ersetzen.     Der  Beweis   hiervon   ist   ganz  so,   wie   der  fiir   die  Function 
»S  geführte. 

Wenn  aber  die  Function  U  nicht  t  exphcite  enthält,  so  enthält  die  par- 
tielle Differentialgleichung  eine  unabhängige  Variable  weniger,  weil  H  in  diesem 
Falle  eine  Constante  h  wu-d:  die  Zahl  der  willkürlichen  Constanten  einer  voll- 
ständigen Lösung  ist  daher,  ausser  der  mit  V  durch  Addition  verbundenen,  nur 
3n  —  1,  die  wir  «i,  ß^,,  ....  cc-i„-x  nennen  wollen.  Die  3«  endlichen  vnlJstäv- 
digen  IntegrahjJeichunfiev  der  Beireginif/  werde»  dann: 
dV        ^        dV        ^  fV 

^-^>'     1^^'*^-     •  •  •'     ^~=^^--" 
zit  denen  vuni  noch  die  Gleichung 

dV 

-ar  =  '^' 

zti  fügen   hat,    wo   ß,,  [i,.   ....  //(„_,.     r  neue  3?*    willkürliche    Constanten  sind, 

so  dass  hier  loieder  Gn  willkürliche  Constanten  (^i,'a.>,  ....  «;,„_,.  /:/, ,  ß.j.  ....  /?3„_], 

h,  T  gefunden  icerden:   die  3«  Ziv ischenintegrale  endlich  werden   wieder: 

dV  _        ,       ^V__        ,      _öjr_      ^, 

dx.  '''■'        dij^  '■"'■'        dz.  '"''■ 

Der  Beweis,  der  hier  etwas  moditieirt  werden  muss.   ist.   wie  folgt. 
Die  Differentiation  der  Gleichungen: 

giebt  folgende  3»  — 1  Gleichungen: 

^(     d"-V        ,  dW       ,  d'V       ,\ 


-2/;  + 


dW        ,  S-V        ,  d'V 


da,,ba.      '  dct^dy.      '  da,,dz 


durch  welche,  da  in  ihnen  kein  Term  vorkommt,  welcher  nicht  in  eine  der 
3n  Grössen  a/,  ?/,',  :'  multiplicirt  ist,  die  Verhältnisse  dieser  3  «Grössen  bestimmt 
werden.     Differentiirt  man  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung 

nach  «,.  d.,,   ...,  «:;„_,,  so  erhält  man  die  3»  —  1  Gleichungen: 
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=  0, 


Sßj  dx. 


1  r  cT-v 


dx,     '      da^dy, 

dV          d'V 
dy.           da^  dz. 

dV 

dz. 

dV    ,       d'-V 

dv  ,     d'v 

dV 

dx,     '      do.,dy., 

dy,     '      da,äz, 

dz. 

ev  1     d'v 

dx.        du^^_^oy. 

ÖV           d'V 

dV 

dy.        öß,„_,  dZi 

dz, 

]=o. 


0. 


~  m.  ld(c.^^,_^da 

\'fi-i;'leicht  man  diese  3?«  —  1  Gleichungen   mit  den  vorigen   3w  —  1  Gleichungen. 

so   sieht  man    zunächst,   dass   die   3«  Grössen  x-,  yl.    ~l   sich  respective   wie  die 

.,     P   ..  1      dV        1      dV        1      dV         ,    ,^        jyfp         ..  .  ,. 

3 ;i  Grossen r — . :; — . ^ — verhalten.  Dmerentnrt  man  nun  ferner 

7H.     dx.         m.      rjy.    ■     m.      dz. 

die  Gleichung 

dV 

—r-  =  <-f-r, 
ch 

so  erhält   man: 

Y  d-V      ,       ö'  V      ,  ,     d'V     .-] 

~[dhdx,  '*"'"  dhöy.  '^' 

und    wenn    man    die    gegebene    partielle   Differentialgleichung    partiell    nach    h 
differentiirt : 

\   d'- V       vV  d"V       dV  d' V       o  r  1 

~lchdx.      cx.         dhoy.       dy,         öhdz.      ös_   J 
Vergleicht  man  diese  beiden  Gleichungen  mit  einander,  so  sieht  man,  dass,  wenn 
sich,  wie  bewiesen  worden,  die  3«  Grössen  .r,',  i/,',  z/  respective  wie  die  3?i  Grössen 

l        dV         1        dV         1        dV  ,     ,^  von-  '       '      •  A        o      n 
^s — 5 ^ — . R —  veriialten.  die  6n  wossen  .f,,  V,.  z,  den  o?«  Grössen 

■m.      dx.        m.     dy.        m.     dz.  <    j>      < 

\      dV        \       dV        \       dV  ,  .  ,  •  u        •  ••  11 

--•-7^ — . 7. — , s —  auch    respective   fjleicn   sein   müssen,   welches   die 

7«.     dx.        m^      ay.        m.     oz.  i  tr  .      ? 

3rt  Gleichungen  giebt: 

,  _   1      dV  ,  _   1      c  V         .- _  _L     ^Zl 

'         m.     dx.   '  m.     cy,    '       "'         m.     dz. 

Diflerentiii't    man    diese   Gleichungen  aufs    neue,    und   setzt   in   den   Ableitungen 
für  x',  yl,  z]  die  vorstehenden  Werthe,  so  erhält  man: 


dt""           ~  m^  l  dxdx^ 

dV           d'V 
dx^     '    dx,dy, 

dV    1      d'V 
oy^          ox.cz^ 

53,  J' 

<'''>J.         \    l     \    d'V 
dt-           "  m^,   L  dy^dx^. 

dV     1       r^V 

dx^          dy.dyj. 

d  V           d'  V 

öyt   "*"  dy^dz, 

dv; 

cz.  J 

'i'^.    _  ^    1     l    d'V 
dt-           ~  m^    L  dz^dx^ 

dV       d'v 

dx.          dz,by, 

dV          d-V 

dVl 
dzj^ 
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III   welchen  Summen  i  unverändert   lileibt,   während  k  die  Werthe 

l.   2.  .  ...  ? 

erhält.       Die    Ausdrücke    rechter    Hand    sind    hier    die    ]jartiellen 

Differential- 

i|iiotienten  des  Ausdrucks 

^^mi^i^M'^)]- ^-'- 

nach  .1',,  //,,  z,    g'enommen.      Man   kann   daher   dafiir   die   einfachen 

n    Ausdrückt 

setzen: 

,i\c^       SU         (Pjj.       du         <Pz^       du 

'"'    (If             ö,i-,    ■       '"''    ,lf-     ""    %,     '       '"'    rtt''     ~    dz^     ■ 

welches  die  zu   beweisenden  Gleichunoen  sind. 

In  den  Anwendungen  scheint  die  Function  .S  dann  vorzugsweise  brauchbar, 
w  enn  die  Kräftefunction  U  die  Zeit  t  auch  explicite  involvirt.  Dagegen  bietet 
die  Function  V  und  die  gleichzeitige  Einführung  der  Grösse  H  statt  der  Zeit  t 
grosse  Vortheile  in  dem  häufiger  vorkommenden  Fall,  wo  U  eine  blosse  Function 
der  Coordinaten  ist.  Denn  da  in  diesem  letzteren  Falle  vermittelst  des  Satzes 
\on  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  H  eine  Constante  wird,  so  enthält  die 
partielle  Differentialgleichung  eine  Variable,  und  die  zu  suchende  vollständige 
Lrisung  eine  willkürliche  Constante  weniger.  Die  Function  V,  welche  Hamilton 
/ur  Erfindung  der  vollständigen  Integralgleichungen  der  Bewegung  fordert,  und 
welche  gleichzeitig  zweien  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  ge- 
nügen muss.  hat  daher  hier  noch  den  wesentlichen  Nachtheil,  dass  sie  eine 
Grösse  mehr  als  nöthig  ist  enthält,  nämlich  ausser  h  und  den  3n  Coordinaten 
noch  ihre  Sn  Anfangsioerthe ,  während  man  nur  irgend  eine  Lösung  der  einen 
partiellen  Differentialgleichung  braucht,  welche  ausser  h  und  den  3  ?<  Coordinaten 
3?i— 1   willkürliche  Constanten  enthält. 


G. 
Wenn  die  Kräftefunction  die  Zeit  t  nicht  explicite  enthält,  so  kann  n)an 
aus  den  Differentialgleichungen  der  Bewegung  die  Grösse  t  leicht  herausschaffen, 
indem  man  sie  als  ein  System  von  6«.  —  1  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  den  Gtt  Variai)eln  .r,,  y-,  :■,  x',  y[,  j,'  darstellt.  Nennt  man  nämlich 
5,,  §2,  .  .  .,  (/:,„  die  Cooi-dinaten  der  n  Punkte,  q[.  q',,  .  .  .,  q'-,,,  ihre  nach  den 
Coordinaten-Axen  zerlegten  und  respective  mit  ihrer  Masse  multiplicirten  (ie- 
schwindigkeiten,  so  kann  man  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 
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d-x.         dU 

"''    dt-            dx^    ' 

d'y.           du 
'"'    dt^           a^,    ' 

'"'  de  -  d. 

dun 

eh  die  Proportion  darstellen: 

dq^  :  dq.,:  ... 
1,1, 

1        ,       du 

dU            du 

wo   von   den  Grössen  jlii,  ju...  ....  ,u.j„  je   drei,   die  sich   auf  Coordinaten  eines 

Punktes  beziehen,  der  Masse  dieses  Punktes  gleich  zu  setzen  sind.  Diese  Pro- 
portion vertritt  die  Stelle  von  6?i  —  1  Gleichungen;  die  Zahl  dieser  Gleichungen, 
so  wie  die  der  Variabein,  kann  aber  noch  um  eine  verringert  werden,  wenn  man 
dui'ch  den  im  gedachten  Falle  geltenden  Satz  der  lebendigen  Kraft: 

eine  der  Variabein  eliminirt.  Hat  man  diese  Gleichungen  vollständig  integrirt, 
und  dadurch  alle  Qn  Variabein  q^.  q.^,  ....  </.,„,  q[,  qL  ....  </.,'„  durch  eine  von 
ihnen,  z.  B.  q^.  ausgedi-ückt,  so  erhält  man  schliesslich  die  Zeit  durch  eine 
Quadratur  vermittelst  der  Gleichungen: 

'/^  =  .«,^.       ^  =  .a,f^- 
'h  ''     '/, 

Um  die  von  Hamilton   angegebene  Function    V  zu  linden,    braucht  man   diese 

Quach-atur  nicht  auszufüliren.  sondern  erhält  sie,   ohne  f  zu  kennen,   unmittelbar 

durch  eine  Quadratur,  wenn  man  die  6«  Variabein  q^.  q.,.  ....  ^,„,  q[,  q!,.  ...,  ^3„ 

durch  eine  von  ihnen  ausgedrückt  hat.     Man  kann  nämlich  die  Function 

auch  so  darstellen: 

aus  welchem  Ausdruck  t  ganz  herausgegangen  ist.  Wenn  ql  den  Werth  von 
(/,  für  t  =^  0  bedeutet,  so  dass 

.   ?;  ' 

so  hat   man  das  Integral  für  V  ebenfalls  so  zu  nehmen,   dass  e 
schwindet. 


./:: 


y,  =  q,  ver- 
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Das  für  /  angegebene  Integral  ist  die  partielle  Ableitung  des  für    V  ge- 
l'undenen.  nach  h  genommen,  wie  sich  aus  der  Gleichung: 

t^-rgiebt.  Durch  solche  partielle  Differentiation,  eines  Integrals  nach  einer  Con- 
stanten kommt  man  in  der  Regel  wieder  auf  ein  neues  Integral.  Es  giebt  aber 
einen  sehr  benierkenswerthen  Fall .  weh'lier  auch  unter  andern  der  Fall  des 
Weltsystems  ist,  in  welchem  beide  Integrale  f  und  J^  unmittelbar  auf  einander 
zurückgeführt  werden  können.  Dies  ist  der  Fall,  wenn  die  Kräftefunction  eine 
homogene  Function  der  Coordinateu  ist. 

Es  sei  die  Kräftefunction  U eine  Function  der  3»  Coordinateu  .r,,  y„  Z;  von 
der  Dimension  a,  so  hat  man  bekanntlich: 

^r     ÖU   ^      r'U         du-\ 

L  '  3.r.        ■^*  üy.  '  dz.  J 

und  daher  vermittelst  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung: 

r    '^'•'■,         <^'y         f^'s  1 

Der  Ausdruck  linkei-  Hand  wird  ein  vollständiges  Differential,  wenn  man  dazu 
die  lebendige  Kraft 

r  (Ir,-       dx  (hl        du  dz.        dz.  "I 

^4:dr-^r^iir-^''^^r-^  =  '''^''' 

addirt.      Man   erhält   dann  dui'ch   Integration  \^on  f  =  0   bis  /  =  t: 

^nr[.r.rl^-,ljj[+zz[]~:^mXaa'.+hJ)]-i-crl]  =  (j>  +  t)  ^' Udt-\-2ht. 
Es  ist  aber  andrerseits: 

r=  I  ':^m\^''  +  y''' ^z':]dt  =  2\' Udt^Ut, 

'  0  -^  0 

und  daher 

Jw,[.r,r'4-,y,/y;,+r~;]-J;»Jf,_«;+/Ai; +■(■,(•;]  =  1±^  .  V—f/<f. 

welches  die  Gleichung  ist,  vermittelst  welcher  die  Functionen  V  und  7  auf  ein- 
ander zurückgeführt  werden.  Man  kann  aus  dieser  Formel,  da  der  'Plicil  linker 
Hand  ein  vollständiges  Differential  ist,  auch   noch  das  abcrnialiüe   Integral 


/'■•" 
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tiiidon.     Setzt   man 

und  nennt  R^,  R'^  die  Anfangswerthe  von  R,  R' ,  so  kaiui  man  die  vorstehende 
Gleichung  auch  so  schreiben: 

R'-Rl  =  (:l+^)V—->eht, 
woraus  durch  Integration: 

R-R,-R'„t  =  (2-^f)  j'vdt—if>f\ 

Für  den  Fall  des  Weltsystems  ist  die  Kräftefunction  U  von  der  Dimension  —1, 
und  daher  6  =  —1.     Man  hat  daher  für  diesen  Fall: 

R'  —  R;,  =  V-h2kf. 
Wenn  die  Kräftefunction  von  der  Dimension  —  2  ist,  so  kann  man  vermittelst 
der  vorstehenden  Formeln  nicht  mehr  die  Function  V  auf  die  Function  t  zurück- 
führen, weil  dann  *^  — 2,  und  daher  der  in  F  multiplicirte  Term  verschwindet. 
In  diesem  besonderen  Falle  hat  man  alier  zwei  neue  Integrale  der  DifFerential- 
gleichungen  der  Bewegung: 

R  '  —  /?;=  ilif,     7?  —  7?„  —  ä;  ^  =  2/*<=, 
welche   zwei   willkürliche    Constanten   R„,  R'^    enthalten.     Es   ist  dies  der  Fall, 
wenn  das  System  materieller  Punkte  gegenseitigen  Anziehungen  unterworfen  ist, 
die  sich  wie  die  Kuben  der  Distanzen  verhalten. 
Setzt  man  für  t  den  Ausdruck 

oV 

so  hat  man  nach  den  oVägen  Formeln: 

R'-R-  =  ^2+t)V-2ih-^., 
woraus  durch  Integration   nach   /;: 

(h    ^{R'—Ri)dh  =  — 2«Ä  ^  r4-Ä; 

wo  K  eine  von  li  unabhängige  Grösse  ist.  Kennt  man  daher  V  für  einen 
speciellen  Werth  von  /;.  z.  B.  für  /;  =  0,  so  kann  man  V  auch  durch  Integration 
nach  h  finden.     Ist  i^  = — 1,   so  wird  die  obige  Formel: 

ÜR'-Rl)-'^'^    =  2VX.I'4-Ä'. 
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p]s  muss  hier  R' — /?,',  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe  der  Coordinaten  und 
durch  h  ausgedrückt,  und  bei  der  Integration  bloss  h  als  variabel  gesetzt  werden. 
Ich  will  bei  dieser  Gelegenheit  noch  folgende  Bemerkungen  hinzufügen. 
Man  erhält  aus  den  obigen  Formeln  die  zweite  Ableitung  von  R,  nach  der 
Zeit  genommen,  durch  die  Kräftefunction  ausgedrückt  vermittelst  der  Gleichung: 


odt 


*'        C^+Of+a/,. 


i^=u+n. 


dt- 

Nach  einer  bekannten,  von  Lagrange  öfters  angewandten  algebraischen  Um- 
formung kann,  wenn  M  die  Summe  der  Massen,  X,  Y.  Z  die  Coordinaten  des 
Schwerpunktes  bedeuten,  oder 

MX  =  ^m,x.,     MY  =  2vi.y.,     MZ  =  Im.z., 
die  Grösse  3IR  folgendermassen  ausgedrückt  werden: 
MR  =  ^m^.2m.(,v-^y;-\-z-) 

oder,  wenn  )■,,.  die  Distanz  der  Massen  ?h,   und  ?Hj.  bedeutet, 

MR  =  Im.m^rl^-^AJXX'-hY'-i-Z'), 
wo  man  die  Summe  auf  je  zwei  Punkte  des  Systems  auszudehnen  hat.    Der  Schwer- 
punkt eines  Systems  von  Körpern,  welche  nur  ihren  gegenseitigen  Anziehungen 
unterwoi'fen  sind,  bewegt  sich  gleichförmig  in  einer  geraden  Linie,  so  dass 

X  =  uf+,i,      Y=a'f-\-ß',     Z  =  a"t-+-ß". 
Mau  erhäh   daher  für  diesen  Fall,  wenn 

y"  =  a'-+-H''-i-a"', 
vermittelst  der  angegebenen   Umformung  von  J\1R  die  Gleichung 

MÜ+2Mh  —  M'f, 


elf 

wo  }'  die  Geschwindigkeit  des  Schwerpunktes  bedeutet.  Substituirt  man  den 
für  das  Newtonsche  Attractionsgesetz  stattfindenden  Ausdruck  der  Kräftefunction 
U,  wie  wir  ihn  oben  gegeben  haben,  so  hat  man: 


cP^tn  m.r",  mm, 

11* 


84  /.n:  theokik  hkp.  paktikllen  du-fekentialgleichingen. 

oder,  da  iiacli   dem  Satze  von  der  lebendiüeii  Kraft 

idie  Gleichuni 


V 

",(•'•; 

"'+.'/,' 

+--;■■')- 

-21 

m.  ni^ 

*■- 

Mdf 

•*  _ 

=  Im 

C-^f+y' 

'  +  ? 

')- 

1 
1f 

-"'i"'k' 

'.k    ^^ 

-«.,( 

'7+i/;+^')- 

-M( 

Der  Ausdi'iiek 

st  üleicli  der  Siiimne  der  Massen  des  Systems,  respective  miiltiplieirt  in  das 
Quadrat  ihrer  Distanz  von  seinem  Schwerpunkt.  Man  beweist  dies  aus  der  vor- 
stehenden Gleichung,  indem  man  den  Anfangspunkt  der  Coordinaten  im  Schwer- 
punkt annimmt,  wodurch  A'  =  }=  Z  ^  U.      Eben  so  beweist  man,  dass 

die  relative  lebendige  Kraft  tim  den  Schioerpimkt  ist,  d.  i.  die  Summe  der  Massen 
des  vSystems,  respective  multiphcirt  in  das  Quadrat  ihrer  Geschwindigkeit  um 
seinen  Schwerpunkt.     Wenn  das  System  stabil  ist,  so  darf  der  Ausdruck: 

widn-end  f  ins  Unendliche  wächst,  weder  luiendlich  noch  0  werden:  woraus 
leicht  folgt,  dass  seine  zweite  Ableitung  von  keiner  Zeit  an  innner  dasselbe 
Zeichen   behalten  darf.     Die  beiden  Gleichungen: 

J'Imjii.r'-,  mm,  .,  .,  .,  .,  .,  min. 

lehren  also,  dass,  wenn  die  Bewegung  um  den  Schwerpunkt  des  Systems  stabil 
sein  soll,   1)  die  Constante  2/t  —  My-  ncyativ  sein  muss,  d.  h.   weil 

■2h-My'  =  Im^(,,-;'-i->/;'+z;')-MY'-2I-"^, 

d(i.ss  die  relative  lebendige  Kraft  lun  den  Schwerpunkt  immer  kleiner  bleiben  muss, 
als  die  doppelte  Kräftefunction;  2)  dass  die  relative  lebendige  Kraft  um  den  Schwer- 
punkt abwechselnd  immer  grösser  und  kleiner  werden  muss,  als  die  Kräftefunction; 
dass  die  Kräftefunction  sowohl  als  die  relative  lebendige  Kraft  abwechselnd  gj-össer 
und  kleiner  werden  muss  als  die  Constante  My"  —  2  h. 

AVenn    man  die  lebendige  Kraft   und    die  Kräftefunction   in  Reihen   nach 
den  Cosinus  und  Sinus  von  der  Zeit  proportionalen  Winkeln  entwickelt,  so  muss, 
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wenn  das  System  stabil  sein  soll,  die  Constante  My'  —  2h  der  wahre  constante 
Terni  in  beiden  Reihen   sein.     Denn   ein   von  diesem    verschiedener  Werth  des 
Constanten  Termes  würde  in  dem  Ausdruck  \ou 
•  ^ )ii  III  /•"' 

Tenne  erzeugen,  die  in  das  Quadrat   der  Zeit    multiidicirt  sind,    und  daher  mit 
der  Zeit   in's  Unendliche  wachsen. 

7. 
Um  das  Vorhergehende  an  einem  Beispiel  zu  erläutern,  will  ich  die 
Function  V  für  einen  einfachen  und  vielbehandelten  Fall,  die  elliptische  Be- 
wegung eines  Planeten  angeben.  Da  man  nach  dem  sogenannten  Lambertschen 
Theorem  den  Ausdruck  der  Zwischenzeit  t  durch  die  Anfangs-  und  Endwerthe 
der  Coordinaten  kennt,  so  kann  man  dem  vorigen  §.  zufolge  auch  den  Ausdruck 
für    V  sogleich  ohne  eine  neue  Integration  daraus   finden.     Es  sei  /•  der  radhis 

vedor,  r' = -^ ,   E  die  excentrische  Anomalie,    ?;,,    /\,,   E„  die  Anfangswerthe 

von  r,  r',  E:   es  sei  ferner  h:-  die  anziehende  Kraft  für  den  Abstand  ?'=  1,  e  die 
Excentricität,    a  die  halbe  grosse  Axe.      Setzt   man    mit  Gauss  (Theoria  molus 

art.  IOC) 

E~E^                E+E„         ^ 
2 ^  ■^'     2 ^     ' 

und  führt  einen  neuen  Hülfswinkel  h  vermittelst  der  Gleichung 

ecosG  =  cos/i 
ein:   setzt  man  ferner: 

h-h(j  =  e,     h — g  =  «', 

so  wird  der  Ausdi'uck  der  Zwischenzeit: 

— ^t  =  e  —  sin«  —  {e  — .sin«  ). 
Der  Satz  von  der  lebendigen  Kraft  giebt: 

so  dass  die  obiß-e  Constante  h  hier      ^  '      und  -—    die    Kräftefunction     U    ist. 
'^  Z(i  r 

Setzt  man  daher  in  der  im  vorigen  §.   gefundenen  Formel 

R'-K  =   U+2/(« 
für  n.  h   ihre  Werthe 

'  2a    ' 


86  Zrii  TIIEORIK  DER  PARTIELLEN  DIFEERENTIALGLEICHUNGEN. 

SO  erhält   man 

Ich  habe  hier  in  den  Ausdrücken  von  V,  R,  h  die  Masse  des  bewegten  Pla- 
neten, die  eigentlich  als  Factor  diese  Grössen  afficirt,  da  sie  ans  der  Rechnung 
herausgeht,  fortgelassen. 

Die  bekannten  Formeln  der  elliptischen  Bewegung  geben 
rr'  =  Xl/r7.('sin/i, 

und  daher 

rr'  —  ,-rl  =  /■]'«.  »'(sin  £—. sin  £;,) 
^=  2^]/7?.<:'sinf/cosG  =  2/''|'«..sii)_'/coÄÄ  =  xya(sin«  —  siiif'). 
Benutzt  man  diesen  Ausdruck  und  den  La mbertschen  Ausdruck  der  Zeit  f,  so 
erhält  man  für    V  einen  ganz  ähnlichen  Ausdruck,  wie  für  f, 

V  =  /.■]/rt[f-j-siue  — (f'  +  siiii')]. 
welcher  sich  von  dem  Ausdrucke  von  —  f  nur  in  dem  Zeichen  der  Sinus  unter- 
scheidet.    Nennt    man    p  die  Sehne  der  Bahn,   welche  den  Anfangs-    und  End- 
punkt   verbindet,    so  hat    man  nach    den  von  (4auss   am  angeführten  Orte   ge- 
gebenen Formeln: 

sHi'Ai  ^ 7-^ — ^-j     sin-^£    = — ^, 

'  4ö  "  4« 

wo 

Vermittelst  dieser  Formeln  wird  T'^,  so  wie  ^  durch  die  Coordinaten  des  Anfangs- 
punktes und  Endpunktes  und  die  grosse  Axe  ausgedrückt.  Der  hier  gegebene 
Ausdruck  von  V  kommt  mit  demjenigen  überein.  welchen  Hamilton  auf  anderm 
Wege  gefunden  hat. 

Wenn   man  in  dem  angegebenen  Ausdruck  von    V  alle  Grössen  ausser  k- 
und  (I  variirt,  so  erhält  man 

öV  =  ^/(^'«[cos'^-e.Jf  —  cos"^f '.(Je']. 
Es  ist  aber 

sm^fcos4«.(5f  = ,y — -.     sni|f  co.s^j  .(Ji    = r^ 5_  . 

Bemerkt  man  daher  die  Gleichung: 
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1    r  sini(e  —  s')  —sing 

cotangA«  —  cotanö4i    = .— f--.    ,    ,    =  —^-~, — ^, — t- , 

ani^esiafs  sin-^esin-^e 

,      ,       ,        ,    ,  sin4(e-|-£')  sin/t 

so  ei'hält   man 

,,p X'  [sin  h  .dQj  —  siuf/.  (dr+iSrJ] 

2]/asin-^£sin^£' 

Für   den    Nenner   kann    man   In    diesem   Ausdruck    zufolge   der   obigen   Formeln 
auch  setzen: 


2ya 
Führt   man   in  diese  Formel   den  von   beiden    radii  vectores  r   und   /•„   gebildeten 
Winkel   ein.  den  wir  mit  Gauss   2/'  nennen  wollen,  so  hat  man: 

r'+rl  —  y'  =  2/';-,coä2/; 


und  daher 


ya 


Hiei-nach  erhalten  wir  für  die  Variation   von    I"  den  Ausdi'uck: 

^y  ^    kya[^mh.6(j  —  smg.(dr-h6rj] 
cos /■]/;•;•„ 

in  welcher  Formel    man  auch   einen   der  Winkel  g,  h    durch   den   andern  ver- 
mittelst der  Gleichung 

Q  =  2nsinf/sin/(, 

welche  sich  aus  den  obigen  Formeln  leicht  ableitet,  ersetzen   kann. 

Der  vorstehende  Ausdruck  der  Variation  von  V  ergiebt  sogleich  die 
Werthe  der  nach  den  Coordinaten-Axen  zerlegten  Geschwindigkeiten  des  Anfangs- 
und Endpunktes.  Man  erhält  nämlich,  wenn  man  (),  j\  r„  durch  die  Coordinaten 
ausdrückt : 

d.V  k]/7i        \  x—.>-,     .   ,       .<■    .     1 

y'  =  — —  = L=_    ^ — Ji_  sinÄ—  -^  sing    , 


_ör kya 


^       —  ^^^ I     —^"-sin/i _"  sin^  I 
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.r„  = ^ —  = '--^^    "-  sinftH sin<7    . 

d-i\.  cos/ ]/;•)•(,     L      e  >■„  -I 

y'  = ^ —  = *—=^—    -^ — ^^ sinA  +  ''    siu(/    . 

P3/o  cos/"yrr„     L      Ö  ''o       "  J 

Xennt   man   /;  die  halbe  kleine  Axe.  'inid  bemerkt  die  von  Gauss  eben- 
falls gegebene  Gleichung: 

/;.sin_(/  =  sin/"]')';',,, 
und   setzt   den    halben   Parameter   —  =yj,    so    leitet   man   aus    diesen   Formeln 

auch   noch   leicht   die   folgenden  ab: 

A-tang/'   (x         .r„\ 


.!/  —Z/o 


]/p       \r         rj 
Ä-taug/  /  c     ^    g,  \ 


und  hieraus  nach  einigen  Reductionen 

vp 

welche  Formeln  ich  ihrer  Einfachheit  wegen  hinzugefügt  habe.  Ich  bemerke 
noch,  dass  die  Grössen  '*-  +  —  .  -^-+ ^"  •  -r  +  ~""  gleich  sind  der  Grösse 
2  cos/',  multiplicirt  in  die  Cosinus  der  ^Yinkel.  welche  die  den  Winkel  der 
radii   redori's  halbirende  Linie  mit  den  Coordinaten-Axen  bildet. 

Den  für    V  gefundenen  Ausdruck  kann  man  vermittelst  der  Gleichung 

_   öV  _  6V     ^   -la'      dV 

6/i  r,  k-  /,■■        da 

-) — 

jirüfen.  Nimmt  man  die  partiellen  Ableitungen  nach  <i.  so  erhält  man  aus 
dem  Ausdrucke 

V  =  ^•yrt[£-|_sinf— («'4-sinf')] 
die  Gleichung: 

dV 

da 


'      l  oa  ^        da   J         2a 
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Aus  den  Gleichungen 


n^e  = p — ^  ,     sin^f 


4a 

folgt  aber: 

de  — sinls  ,    ,     da'  — sini«' 

COS  +  f --7^—  =  ~ .  COSif-^r —  = — , 

^       da  a  '  ■*         8u  a  ' 

wodurch  die  vorige  Gleichung  sich   in  folgende  verwandelt: 

— —  =  ^--(sin£  — Sin«  )H-^75—  =  r=^  [e  — t  — (sinf— sin«  )]  =  -^^-^-t, 

was  zu  beweisen  war. 

Die  partielle  Ditterentialgleichung.  auf  deren  vollständige  Integration 
die  Bewegung  eines  sich  gegenseitig  anziehenden  und  von  festen  Punkten  an- 
gezogenen Systems  von  Punkten  zurückgeführt  werden  kann,  war 

*-^i[(IH'-(I^WIf  )']  =  --'■■ 

Für  unsern  Fall  folgt  hieraus  die  partielle  Differentialgleichung,  auf  deren  voll- 
ständige Integration  die  Bewegung  eines  Planeten  um  die  Sonne  zurückkommt: 

Ich  will  jetzt  zeigen,    dass  der  für    V  angegebene  Ausdruck  in  der  That  dieser 
partiellen  Differentialgleichung  Genüge  leistet. 

Benutzt  man  nämlich  die  oben  für  ~ —  ,   -, —  ,   ^^ —  gefundenen  Werthe, 

äx     ■     Oy     '     dz      ^ 

und  bemerkt  die  Gleichungen: 

x{x — ■'■J-i-i/(t/ — yo)-hz(z — zj  =  r' — rr^cos2f,     sinf/sinA  ^=  ^     , 
SO  erhält  man 

Es  ist  aber 

.„,       .„  ,r.,f        .,  «'        .„«'       „«1 

sm"/(4-snr(/  =  2    sin'-=r-cos" -j,  -|-sin  -;r-cos"-— 


oder  nach  den  oben  angegebenen  Formeln: 

.  .. ,       ...  '■-!-»■„        cos'/.»'r„ 

sinvjH-snr«  =     -      " 4 — ~, 

^  a  a' 

IV.  12 
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mid    .laluT 

wodurch  luaii  erhält: 

wie    verlangt    wurde.      Gleiehzeitii;-    seilen    wh-    auf   diese    Weise,    dass    die    für 
.1'',  y\  :'  gegebenen  Werthe  der  Gleichung  für  die  lebemlige  Kraft  genügen. 

Für  die  parabolische  Bewegung  verschwindet  die  Constante,  die  im  Satze 
von  der  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  zur  Kräftefunction  hinzukommt,  oder 
es    wird    a  =  oc.      Die   Winkel    *.    *',    li.   g    werden    unendlich    klein     von    der 

Ordnuni:  — =- •     Man  erhält  daher  für  diesen  Fall  aus  den  obigen  Formeln: 
V"  _  _  

ferner 

ya\[E  -sin«  ]  =  MV. 6^  =i['-+''o  +  e]^ 

V<?.[6'-siu£']  =  \.ya\r  -  i[r-l-'-„-(>]J, 
wodurch  die  für    V  und  /  angegebenen  Ausdrücke  folgende  Form  annehmen: 


V  =  •2/[l/r+r„+e-y''+'-o-e]> 

welches  letztere  der  bekannte  Ausdruck  der  Zeit  in  der  parabolischen  Bewegung 

eines  Kometen  ist.     Setzt  man  der  Kürze  halber: 

1 


1 

1 

■ 

V'-  +  'o- 

-Q 

i 

v+ 

'o  +  t^ 

so  erhält 

man 

hieraus; 

.'  = 

dV 

=  k 

.1'- 

Q 

A  — 

T 

B  , 

!/'  = 

dV 
ÖV 

ll 

-A  — 
-A  — 

y 

B  , 

«1. 

y''-H''o— ?       y'"+'o+? 

cz  L      ?  r       J  o!^  L       ?  'o      J 

Hamilton  giebt  den  Ausdrücken  von  t  und  J'  noch  eine  besondere  Form, 
welche  ich  ebenfalls  hersetzen  will.  Da  nämlich  *'  aus  a  erhalten  wird,  wenn 
ich   —  p  statt  o  schreibe,  so  kann  ich  den  Werth  von    V  so  ausdrücken:  - 


f '  =  kyuj      ( 1 H-  cos  i)  -1—  ■  Je, 
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indem   ich   «,  r,  r^  als   constant    und    nur  p   während   der  Integration   als   ver- 
änderlieh annehme.     Da  aber 


sin^:^6 


4a 


so   wird 


,     5f  1 

c'Q  -ia 


und  daher 

.de         -^      .,,      de  cosAe  1    ,/        4< 

(l-hcos*)^  =  2cos-^6--.— =  ^r — ^-— =  ^— y ■ 

^  ^  dp  op  2asmif  2«  y    /•+'■„ 


5p  (9p  2asiii^f  2a   y    '■+'■(,  +  ? 

Hieraus  fola;t: 


.•  =  /,)■ 


1         _   ^ 

4« 


k-        da  ik  J  ^^,  L  »•+>■„ 4-p         4a  J 

welches  die  von  Hamilton  gegebenen  Ausdrücke  sind.  Setzt  man  in  ihnen 
a  ^  oo  oder  negativ,  so  erhält  man  die  Formeln  fiir  die  |jarabolische  oder 
hyperbolische  Bewegung. 

8. 

Nachdem  wir  im  Vorigen  gesehen  haben,  dass  für  den  Fall  der  Bewegung 
eines  freien  Systems  von  n  materiellen  Punkten,  auf  welche  nur  innere  An- 
ziehungs-  oder  Abstossungskräfte  wirken,  das  System  von  3«  gewöhnlichen 
Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung  durch  eine  einzige  partielle  Differential- 
gleichung vollkommen  ersetzt  wii-d,  von  welcher  man  nur  irgend  eine  vollstän- 
dige Lösung  zu  kennen  braucht,  so  fi'agt  sich,  welche  Mittel  die  heutige  Ana- 
lysis  zur  Auffindung  einer  solchen  Lösung  besitzt,  und  ol»  durch  solche  Zurück- 
führung  nach  den  bisherigen  Kenntnissen  etwas  gewoimen  ist. 

So  viel  mir  bekannt  ist,  ist  alles  wesentliche,  was  man  über  die  Lite- 
gration  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  weiss,  in  demjenigen 
enthalten,  was  Lagrange  darüber  in  seinen  Vorlesungen  über  die  Functionen- 
rechnung  sagt,  und  in  einer  Abhandlung  von  Pfaff  in  den  Abhandlungen  der 
Berliner  Akademie  der  Wissenschaften  vom  J.  1814.  Lagrange  beschränkt 
seine  Untersuchungen  auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung 
zwischen  drei  Variabein,  von  denen  eine  als  Function  der  beiden  andern,  welche 
als  unabhängig   l)ctrachtet  werden,  zu   bestinnnen   ist.     Die  Pfaffsche  Methode, 

12* 


92  ZI;k  THEORIE  DKR  PARTIELLEN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN. 

welche  sicli  auf  die  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  jeder 
beliebigen  Anzahl  von  \"ariabeln  erstreckt,  habe  ich  im  zweiten  Bande  des  Crelle- 
schen  Journals  auf  eine  etwas  mehr  symmetrische  und  übersichtliche  Art  darzu- 
stellen gesucht,  ohne  jedoch  zu  derselben  etwas  wesentlich  neues  hinzuzufügen. 
(Cf.  S.  19  dieses  Bandes).  Pf  äff  verlässt  in  der  angeführten  Abhandlung  den  von 
Lagranoe  eingeschlao-enen  Wes.  dessen  Verfolguno-  für  mehr  als  drei  Variabein 
seiner  Meinung  nach  unübersteiglichen  Hindernissen  unterliegt.  Er  betrachtet  die 
Aufgabe  unter  einem  ganz  neuen  Gesichtspunkt  als  einen  besonderen  Fall  einer  viel 
allgemeineren,  deren  vollständige  Lösung  ihm  gelingt.  Es  sei  nämlich  x  eine  Function 
der  n  Variabein  .r, ,  ,(\,.  ....  a-„,  und  Pi,  p.,,  ■  ■  -,  p,,  ih^'e  nach  diesen  Variabein 
genommenen  partiellen  Differentialquotienten,  so  ist  eine  Gleichung  von  der  Form 

der  allgemeinste  Ausdruck  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  //  + 1  Varial)eln.  Denkt  man  sich  vermittelst  dieser  Gleichung  p„  als 
Function  der  übi'igen  2n  Grössen  x,  .r,,  x.^,  .  .  .,  x„,  p^,  p.,,  .  .  .,  p„_i  bestimmt, 
so  kommt  es  darauf  an,  die  zwischen  diesen  '2n  Grössen  statthabende  Gleichung 

durch  ein  System  von  ii  Gleichimgen  zu  integriren.  Ist  nämlich  .r  eine  Function 
von  .r, ,  .(-,,  .  .  .,  .(■„,  so  sind  auch  seine  nach  diesen  Grössen  genommenen  par- 
tiellen Differentialcjuotienten  ^j,.  p.j.  .  .  .,  j>„  Functionen  derselben,  oder  es  giebt 
zwischen  den  2 m -i- 1  Grössen  x,  x\ ,  x., ,  •  ■  -,  ;i'„ ,  Pi ,  p-j,  ....  pn  eine  Anzahl  von 
H-hl  Gleichungen,  von  denen  eine  <p  ^  0  gegeben  ist,  so  dass  also,  wenn  ver- 
mittelst dieser  letzteren  Gleichung  p„  durch  die  übrigen  Grössen  ausgedrückt 
wird,  noch  »Gleichungen  zwischen  den  2  n  Grössen  x,  .r,,  a'j,  .  .  .,  .i'„,  ;>,, 
p.,,  .  .  .,  /*„_!  ZU  linden  sind,  welche  der  vorstehenden  Differentialgleichung 
Genüge  leisten  müssen.  Pfaff  betrachtet  die  allgemeinste  Form  einer  gewöhn- 
lichen linearen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zvrischen  '2n  Variabein  x, 
.rj,  X.,,  .  .  .,  x.,„_^: 

0  =  X(/..+Ä',c/a-,H hX.„^_irf-i-._j. 

in  welcher  A',  A', .  .  .  .,  A':,„_,    beliebige    Functionen    dieser    2//  \'ariabeln    sind. 

-Diese  reducirt  sich   auf  die  vorige  für  den  speciellen  Fall,   wo 

X„+i  =  X„+.,  =  •..  =  Ai._,  =  0, 

Y  Y  Y 

wenn  man  überdies  statt ^- , ^/--,..., ^"-  die  Grössen  p^,  p,,  ■••,  p,. 
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schreibt,  von  denen  man  p.^.  po,  ....  p„_^  nebst  x,  x^.  ....  x„  als  die  unab- 
hängigen Variabehi  betrachtet,  und  p„  als  eine  gegebene  Function  derselben, 
so  dass  also  die  Coefficienten  p^.  p.j,  ....  ;<„_,  zu  gleicher  Zeit  die  Stelle  der 
M— 1  unabhängigen  Variabein  .r„+i,  .i"„+.,,  ....  .v,„_i  vertreten.  Pf  äff  stellt  sich 
zunächst  die  Aufgabe,  die  2n  Variabein  durch  eine  derselben,  z.  B.  Xo„_i.  und 
durch  2h  —  1  andere  «i,  (u,  ....  </..,„_ i  auszudrücken,  s.o  dass,  wenn  man  die 
gegebene  Differentialgleichung  ■ 

0  =  Xda;-\-X^da;^-\ \- X.^„-,(K„_^ 

durch  diese  neuen  Variabehi  dai-stellt,  der  in  dXo„_^  multiplicirte  Ausdruck  ver- 
schwindet, und  in  den  in  die  übrigen  Differentiale  da,,  dcu,  ...,  da,,,,_^  multi- 
plicirten  Ausdrücken  die  Grösse  .iv„_i  selber  nur  in  einem  allen  gemeinschaft- 
lichen Factor  voi'kommt.  wodurch  sich,  nach  geschehener  Division  mit  diesem 
gemeinschaftlichen  Factor  die  Differentialgleichung  auf  eine  andere  bloss  zwischen 

2n  —  l  Grössen   a^.  a., </.,„_,  reducirt.     Erzeigt,  dass  dieses  immer  möglich 

ist.  und  dass  man  die  zu  machenden  Substitutionen  findet,  wenn  man  ein  Svstem 
von  2/?  —  1  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  den 
2n  Vai-Iabeln  x,  x^,  .  .  .,  .r.>„_i,  welches  er  aufstellt,  vollständig  integrirt,  und 
die  Ausdrücke  der  willkürlichen  Constanten  durch  x,  x^.  .  .  .,  a;,„_, .  wie  sie  sich 
durch  die  2«  —  1  Integralgleichungen  ergeben,  für  die  neu  einzuführenden  Grössen 
«1,  (^,,  ....  rto„_,  annimmt.  Es  ist  so  der  merkwürdige  Satz  gefunden,  dass 
sich  jede  lineare  gewöhnliche  Differentialgleichung  zwischen  einer  geraden  Zahl 
von  X'ariabeln  in  eine  andere  transformiren  lässt,  welche  nur  die  nächst  niedrige 
ungerade  Zahl  von  Variabein  enthält.  Aber  es  lässt  sich  nicht  eben  so  eine  lineare 
gewöhnliche  Diff^erentialgleichung  zwischen  einer  ungeraden  Zahl  von  Variabein  in 
eine  andere  transformiren,  welche  nur  die  nächst  niedrige  gerade  Zahl  von  Variabein 
enthält,  sondern  es  ist  hierzu,  wenn  es  möglich  sein  soll,  eine  bestimmte  Be- 
dingungsgleichung zwischen  den  Coefficienten  der  Differentialgleichung  erforder- 
lich. Um  daher  das  gefundene  Theorem  zu  einer  weiteren  Reduction  anwenden 
zu  können,  setzt  Pfaff  eine  der  neu  eingeführten  Grössen,  z.  B.  f?:.„-i.  einer  Con- 
stante  gleich,  wodurch  die  Differentialgleichung  eine  zwischen  nur  2/i  —  2  Variabein 
wird,  die  er  nach  derselben  Methode  auf  eine  zwischen  nur  2n  —  3  Variabein 
(jf.  h.j,  ....  /a„_;,  reducirt,  von  welchen  er  wieder  eine,  z.  B.  O-^^^^,  einer  Con- 
stante  gleich  setzt  und  die  Differentialgleichung,  die  dann  eine  zwischen  2/i  — 4  Va- 
riabein ist,  auf  eine  zwischen  nur  2/;  —  5  Variabein  c, ,  Cj,  ...,  c.,„_^  reducirt, 
von  denen  er  wieder  eine.  z.  B.   c.,,..  einer  willkürlichen  Constante  gleich  setzt. 
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und  so  fort,  l)is  die  Aufgabe  schliesslich  auf  die  Integration  einer  gewöhnlichen 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variahein  zurückkonunt, 
deren  Integration  wieder  eine  willkürliche  Constante  einführt.  Auf  diese  Weise 
integrirt  Pf  äff  die  vorgelegte  Differentialgleichung  dadurch,  dass  er  nach  und 
nach  11  Ausdrücke  <?2n-ij  ^sn-.f?  <7än-ör  ^-  ^-  ^'-  willkürlichen  Constanten  gleich 
setzt,  oder  er  zeigt,  flass  sich  jede  lineai-e  gewöhnliche  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  zwischen  2n  Variabein  durch  ein-  System  von  n  endlichen  Inte- 
gralen mit  n  willkürlichen  Constanten  integriren  lässt.  Kennt  man  ein  solches 
System,  so  leitet  Pfaff  daraus  die  allgemeinste  Lösung  al)  mit  einer  willkür- 
lichen Function  von  n  —  \  Grössen,  indem  er  eine  der  willkürlichen  Constanten, 
die  wir  «,,  tc»,  ....  «„  nennen  wollen,  z.  ß.  «„,  als  willkürliche  Function  der 
übrigen  setzt,  und  diese  selbst  als  veränderliche  Grössen  betrachtet:  man  erhält 
dann  eine  Differentialgleichung  von  der  Form: 

Xc?.r-f-X,  </.«-,  H hX,,__jC?a;.,^_,  =  J7//ßj-t-/7.//«.,H l-/7„_irfff„_i. 

welche  sich  auf  die  gegebene  reducirt.  wenn  man  a^.  «,,.  ....  a„_^  als  Functionen 
von  X,  .Ti,  X.,,   .  .  .,  .rv„_i  durch  die  n — 1  Gleichungen: 

Z7,  =0.     77.,  =  0.     .   .  .,     77„_,  =  0 
bestiunnt.     Behandelt  man  nach  dieser  allgemeinen  Methode  die-  Gleichung: 

(/.{•  =  p^cU^-\-p.^dx^-\ |-p„_,  «/.«•„_, -t-p„rfj,, 

in  welcher  p„  durch  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung  als  Function 
der  übrigen  Grössen  bestimmt  ist,  so  erhält  man  n  Gleichungen,  die,  wenn  man 
daraus  die  n  —  1  Grössen  p^,  p.j.  .  .  .,  p„_i  eliminirt.  die  gesuchte  endliche  Inte- 
gralgleichung geben.  Dieses  ist  alles,  was  meines  Wissens  über  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  bekamit  war.  wenn  die 
Zahl  der  Variabein  drei  übersteigt. 

Von  den  n  verschiedenen  Systemen  gewöhnlicher  Differentialgleichungen, 
welche  man  nach  dieser  Methode  nach  einander  aufzustellen,  und  jedeg  ro/l- 
ständig  zu  integriren  hat,  einem  von  'In — 1  Differentialgleichungen  zw^ischen 
2«  Variabein,  einem  von  2«  — 3  Differentialgleichungen  zwischen  2?;  — 2  Va- 
riabein, und  so  fort  bis  zu  einer  Differentialgleichung  zwischen  2  Variabein, 
kann  nur  das  erste  System  allgemein  angegeben  werden,  weil  in  dieser  Methode 
die  Aufstellung  jedes  folgenden  die  bereits  ausgeführte  vollständige  Integration 
des  zunächst  vorhergehenden  Systems  postulü-t.      Setzt   man   der  Küi-ze  halber 

dX  dX, 
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SO  wii'il  dieses  erste  System  gewöhnliclier  Differentialgleichungen  in  der  Form, 
aufweiche  ich  sie  am  angeführten  Orte  (Grelle  Journal  B.  II.  S,  353,  cf.  S.  25  dieses 
Bandes)  gebracht  habe,  wenn  man  noch  ein  neues  Diff'erential  dN  einführt: 

XdN=        .  (0,l)<fa,  -i H0,2n-l)clv.,^_^, 

X,<7iV=  (l,ü)-/.;'          *                       ^...  +  (1^2w-l)f/,,-.,^_j, 
X._,,/iV  =  Ci,  U)r/.c+CJ,  l)(/.r,       .       H h(2,  2n-l)f/,,-^,"_,, 

X^^_^dN  =  (2n  —  l,0)(I.v+(2n—l,l)d.v^-\ \-     . 

Aus   diesen    Gleichungen   findet  man  die  Verhältnisse   von   clv,  dr cl.v.,„_^. 

Es  sind  in  ihnen  die  Verticalreihen  und  Horizontalreihen  der  Coefficienten' 
respective  einander  gleich,  aber  entgegengesetzt,  da 

nach  welcher  Regel  auch  die  Terme  in  der  Diagonale  alle  verschwinden,  da 

(«,«)  =  0; 
ganz  wie  es  der  Fall  auch  in  den  linearen  Gleichungen  ist,  aufweiche  Lagrano-e 
und  Poisson  in  ihren  Arbeiten  über  die  Variation  der  Constanten  in  den  Pro- 
blemen der  Mechanik  gekommen  sind.  Ich  habe  im  Crelleschen  Journal  am  ange- 
führten Orte  einige  Betrachtungen  über  diese  Art  linearer  Gleichungen  ange- 
stellt, welche  sich  immer  mit  grosser  Leichtigkeit  auflösen  lassen. 

Wenn  man  für  .r„^,,  .t„+o,  . . .,  x.„_.,  respective  p^,  ;j,,  . ..,  p„_i  schreibt  und 

x  =  -i,    x^^^  =  z„^,  = . . .  =  x,,,_^  =  0 

setzt,  so  verwandelt  sich  das  aufgestellte  System  von  Differentialgleichungen  in 
folgendes : 

dp 

—  dN  = :^dj:   , 

dx         " 

dp 

p^dN  =  dp^ -^dx^, 

pJN  =  dp,    —^-^dx^, 


^dN  =  dp_^^^—-^ 


^Pn  ^Pn  ^Pn 

dx  '  Sx^  '   '  ^-^n- 

f^p  dp  dp 

d/>  -^ '        dp,,  '  -  dp 
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0  =  —,/./-, ?^(/^'  , 

dp, 

SPn 

Aus  diesen  Gleichungen  erhält  man.  wenn  man  fiir  dX  vermittelst  der  ersten 
überall  djc„  einfühi-t,  und  in  der  (»  +  1)'*'"  r/.c,.  ....  ^/x„_i,  dp, dp„_i  ver- 
mittelst der  übrigen  Gleichungen  eliminu-t: 

°Pn 

dx,    = dx  , 


dp. 

dr 

K  =  - 

ÖP„. 
dp„ 

dp,. 

-1 

dx 

■p]  ^K^ 

Vi           [ 

öx.^ 

^-    =  [p-Pr  -dp;  -P^.  -^ ^"-1  ^_^  . 

Wenn  die  gegebene  partielle  Differentialgleichung 

y(..,,'-,......r„,/',,....i>J  =  0 

ist,  so  werden 

d(f  d<f 

dp„  dx.  dp^  dp. 

dx.  d(f      '  dp.  ä<p 

dp„  ■    dp^ 

Die  vorstehenden  Gleichungen  verwandeln  sich  daher,  wenn  man  der  Symmetrie 

wejien  ein  neues  Differential  df  einführt,   in  folgende: 
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d(p 

dp, 

dt 

d(f        d(f> 

dt 

dp, 
dt 

ci(p               ä(p 

dj.-^ 
dt 

dt 

d(f             8(f' 

a.     +^'"    8.r 

dx 

dt 

-P'öp^ 

^'4. 

—  S[- 

Wenn  die  partielle  Differentialgleichung  die  gesuchte  Function  nicht  selber  enthält, 

so  wird  -^  =  0.  wodurch  in  den  Gleichungen  rechter  Hand  die  in  diese  Gi'össe 

multiplicirten  Ternie  verschwinden.  Wir  wollen  diese  allgemeinen  Formeln  auf 
die  partielle  Differentialgleichung 

*-i[(^)"-{f)V(|f)1  =  --* 

anwenden,  in  welcher  die  oii  Grössen  .t',,  y-,  z-  die  unabhängigen  Variabein  sind,  V 
die  gesuchte  Function,  die  in  der  partiellen  Differentialgleichung  nicht  selber 
vorkommt,  U  eine  blosse  Function  der  Grössen  x^,  y,,  z-,  und  h  eine  Constante 
ist.      Setzt  man 

dV  dV  dV 

SO  wird  die  partielle  Differentialgleichung: 

{)r=q=  h^—-  [^:+^:  +  r:]—  ü-h, 

und  das  behufs  ihrer  Integration  vollständig  zu  integrii-ende  System  von  6»- 
gew()hnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung: 


dx. 

8^ 

1 

dp. 

'dT 

-   dp^ 

Oll. 

F,' 

dt 

dy, 

d(p 

1 

<k, 

dt 

^    ^2. 

^ 

'", 

9r 

dt 

dz. 

a<p 

1 

dr. 

r.. 

dt 

ör,. 

m. 

"df 

8cp 

8U 

d.E. 

~   8.x 

dq> 

dU 

Sy,  ~ 

~  dy, 

8<f 

dU 

8z. 

welches,    wie   man   leicht   sieht,    die    Dilferentialgleichungen    der  Bewegung  sind. 
Man  kann  nämlich  jedes  System  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  der  zweiten 
i\.  13 
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()i-<luiiuu-  ;ils  rill  System  von  noch  eluiiial  so  vielen  DitVerentialuleicliunjivn  der 
ersten  Onlnmiii-  <larstellen.  wenn  man  die  l)iffei'ential(|notienten  der  ersten 
<)rdiiiinü'  als  neue  Variabein  betraclitet.  So  lassen  sicdi  tVir  den  liier  betrach- 
teten   Fall,    wenn   mau 

th.  Jij.  <fc.    _  _ 

'"•    dt     ^^'''      "^•^r~  ^ '^''      ^"'~dr 
setzt,  die  Zn  Differentialgleichungen  der  Bewegung 

(/•-,r,  SU  d-ij^  oU        ,      d-z^  dU 

welche  von  der  zweiten  Ordnung  sind,  als  ein  System  von  (>/<  Differential- 
gleiehungen  erster  Ordnung: 


dt 

=  p.> 

'"■   llt      =  '^■' 

dz. 
m.  — ,-^ 
•    dt 

=  '\' 

dp^ 

'dt 

dU 

c.r.    ' 

dt      ~    dij,    ' 

dr. 
dt 

dU 
dz. 

darstellen,   welches  die  oltigen  Gleichungen  sind. 

Will   man  die  alliiemeinen  Formeln  auf  die  andere  Gleichung  Ha  miltons 

anwenden,  so  hat  man  hier  eine  neue  unabhängige  Variable  f:   setzt  man  wieder 

rS    _  _dS    _  ^  _6S^  ^  . 

und   die  nach  /  genommene  partielle  Ableitung 

so  wird  die  partielle  Ditferentialgleiclumg: 

Schreibt  man  in  Avn  allgemeinen  Formeln  dT  für  das  dort  eingeführte  Diffe- 
rential (If,  ila  der  Buchstabe  f  hier  bereits  in  einer  andern  Bedeutung  vor- 
kommt, so  erhält  man  nach  den  allgemeinen  Formeln  die  vorigen  Gleichungen. 
in  welchen   nur  d'J'  statt  dt  zu   setzen  ist.    und  ausserdem   noch   die  Gleichung: 

'rr  =--%='■    -'-    '''^='''^ 

dl  cJl 
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welche  zeigt,  dass  man  oenau  wieder  die  vorigen  Gleiclnnigen.  cider  <]ie  Diile- 
i-entialgleicliungen  der  Bewegung  erhält. 

Wenn  daher  die  Differentialgleichnngen  der  Bewegung  durch  die  )ieve 
Methode  Hamiltons  auf  die  Integral ion  einer  partiellen  Differentialgleichung 
erster  Ordnung  zurückgi-iTilu't  werden,  so  besteht,  wie  ich  im  Vorigen  gezeigt 
habe,  die  ganze  Kenntniss.  die  wir  bis  ji'tzt  über  die  Integration  der  partiellen 
Differentialgleichungen  erster  (Ordnung  wenigstens  für  den  Fall  \'on  mehr  als 
drei  Variabein  besitzen,  darin,  die  Integration  dieser  partiellen  Differential- 
gleichung wieder  auf  die  Integration  der  Differentialgleichungen  der  Bewegung 
zurückzuführen.  Ja  es  ist  die  vollständige  Integration  der  Differentialgleichungen 
der  Bewegung  nach  dei-  von  mir  auseinandergesetzten  Pfaffschen  Theorie  nur 
ein  erster  Schritt  zur  Integration  der  ])artiellen  Differentialgleichung,  indem 
7Aifolge  dieser  Theorie  nachhei-  noch  eine  Reihenfolge  von  Systemen  gewöhn- 
licher Differentialgleichungen  zu  bilden  und  jedes  vollständig  zu  inteuriren  ist. 
Man  muss  daher  im  umgekehrten  Sinne  sagen,  dass  es  eine  wichtige  Bemerkimg 
Hamiltons  ist.  dass  die  Integration  der  von  ihm  aufgestellten  partiellen  Diffe- 
rentialgleichungen )iiir  auf  die  vollständige  Integration  der  Differeiitialgleichungen 
der  Bewegung  zurückkommt,  und  es  keiner  weitern  Integration  \on  Svstemen 
gewöhnlicher  Differentialgleicliimgen  dazu  bedarf.  • 

Diese  Bemerkung  Hamiltons  gewiimt  noch  dadurch  an  Wichtigkt'it. 
dass  sie  sich  mit  l.eichtigkeit  (//(/'  alle  iuirtivU,_-n  Dijf'vrcntiiihili'lchuuiien  er.-<tcr 
Ordiudu/  ausdehnen  lässt.  In  der  That  wird  man,  wenn  man  die  Hamiltonsche 
Methode  befolgt,  wie  ich  im  Folgenden  zeigen  will,  zu  dem  allgemeinen  Resid- 
tate  gelangen,  ilass  zur  Integration  irgend  einer  partiellen  Differentialgleichung 
zwischen  irgend  einer  Zahl  von  Variabein  die  vollständige  Integration  des  von  Pfaff 
aufgestellten  rrsfc»  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  vollkommen 
hinreicht:  und  man  nicht,  wie  die  Methode  dieses  Analysten  fordert,  nachher 
noch  eine  Reihenfolge  anderer  Systeme  \'on  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
nach  einander  vollständig  zu  integriren  hat.  Diese  Verallgemeinerung  lindet 
sich  bereits  fiir  den  Fall,  wo  die  gesuchte  Function  selbiM-  in  der  partiellen 
Ditferentialgleichung  nicht  vorkonnnt.  in  einigen  merkwünligen  Foi-melu  Ha- 
miltons, wenn  man  nur  die  in  diesen  Formeln  vorkommenden  Zeichen  nicht, 
wie  Hamilton  tliiit.  auf  die  Bedeutung,  welche  sie  in  der  Mechanik  haben, 
beschränkt. 


13* 
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;). 

Es  sc'iiMi  wieder  .c, .  av,.  .  .  .,  .i„  die  unabliäiijj.ii;vn  Varialjeln.  .v  eine 
Function  (lerscllien.  ihre  nach  diesen  N'ariahelu  nenoiiunenen  jjartiellen  Diffe- 
rential(|n()tienten 

■    Ö.4-  d.i'  d.e 


da: 


/'„' 


<f  (.'-,  •'.'i ,  .«,. ,  . . . ,  ^„ ,  7' , ,  p,, ,  . . . ,  ;>„ )  =  h, 

wo    h    eine    Constante    ist,    die   gegebene    partielle    Ditterentialgleichung    erster 
Ordnung.     Um  die  Integration  dieser  Gleichung  zu  bewerkstelligen,  stellt  Pfaff 
zuerst  zwischen  den  2n  +  l  Variabein  .r,  .r, ,  .r.,,  .  .  .,  ,r„.  p^,  p...  ....  p,^  folgendes 

System  von  2«  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  auf: 
dx,  dw  dp,  dq>  d(p 

p^  =  -l-,     -p  J^  =  ^L^p  JL^ 

dx  vp^  dx  c.i'j  '    Ox 

dx.,    _    8(f  dp.,    _    C(p  b(f 

dx  cp.,  '  dx  öx„        ^-    bx    ' 


dx^^  3(f  dp^^  d(/  rj<f 

dx  ap^    '  dx  ox^^  "    ox 


WO  der  Kürze  halber 


ö«  dq>  da 


gesetzt   ist.     Aus  diesen   Gleichungen  folgt  identisch: 

ox  ox^       1        ö.i-,       -  öx^^        " 

+4^f--dp,+f~-di,+...+l^dp„  =  0, 

dp,     ■"  '        d^).,     '  -  dp^ 

imd  hieraus  dtn-ch   Integration   (f  ^h,    so  dass  r///  Integral   dieser  Gleichungen 
die  gegebene  Gleichung  selber  ist.     Sind  die   2«  —  1   anderen  Integrale 

A^  =  a^,     A.,  =  a^,     .  .  .,     -l2„_i  =  «,„_,, 
wo   ((,.  ci.j,   .  .  .,  «o„_,    willkürliche  Constanten   sind,    welche   in   den   Functionen 
.1,.   A.^.  ....   .•l2„_i  selber  nicht  mehr  vorkommen,  so  zeigt  Pfaff,  dass  das  voll- 
ständige Integral  der  vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  dargestellt  wird 
durch  ein  Svstem  von  /«  Gleichungen  zwischen  den  Functionen  A,.  A A.,„_. 
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mit  II  willkürlichen  CoiistantL'ii.  vennittclst  welcher  man,  mit  Hinzuziehung  der 
gegebenen  Gleichung  (f  =  /<,  die  gesuchte  Function  nebst  ihren  partiellen  Diffe- 
rentialquotienten jJi,  p.,,  ....  y)„  durch  ,(1,  .)■.,.  ....  ;(•„  ausdrücken  kann.  Diese 
n  Gleichungen  sind  so  zu  bestimmen,  dass  sie  mit  Hülfe  der  gegebenen  Gleichung 
(f:  =  h  der  einen  Differentialgleichung 

Genüge  leisten,  welche  in  dem  autgestellten  Systeme  gew^öhnlicher  Differential- 
gleichungen mit  enthalten  ist.  Zu  diesem  Ende  drückt  Pfaff  vermittelst  der 
Gleichungen 

y=Ä,     A,=i'.„     A^  =  a^,     .  .  .,     J^„_,  =«^_, 

die    Grössen   a',,   .iv,,    ....   ,r„,   /),,   p...    ....   /j„   durch   ,r,   .1,.   ,1., !.,„_,   aus, 

und  zeigt,  dass.  wenn  man  diese  Ausdrücke   in   die  Ditlerentialgleichung 

substituirt.   diese  sich   in   eine   andere 

U  =  B^,lA^  +  B.,,IA.,-\ H  «.,„_,. /.-l.,„_, 

verwandelt,   in  welcher  7j,,  B...  ....  Bo„_i  bloss  Functionen  von  .4i ,  .1.,,  ...,  .l.,,,., 

sind.     Vm  diese  durch  ein  System  von  n  Gleichungen  mit  n  willkürhchen  Con- 
stanten zu   integriren,    muss  er    nach   einander  n  —  1    verschiedene  Systeme   ge- 
wöhnlicher Differentialgleichungen  respective  zwischen  2n—2,  2n  —  4.  ...   und 

2  Variabein  vollständig  integriren.  Die  Hamiltonsche  Methode,  in  der  Allge- 
meinheit,  deren  sie  l;ihig  ist.  aufgefasst.   lehrt  nun.  dass  diese  Gleichung 

0  =  I\dA^+IljIA.,-\ hß,„_if/.'l,„_, 

gar  keine  weitere  Aufstellung  von  Differentialgleichungen  und  Integration  der- 
selben ei'fordert,  sondern  giebt  unmittelbar  die  gesuchten  n  Gleichungen  mit  n 
willkürlichen  Constanten,  welche  ihr  Genüge  thun.  Man  setze  näm/ich  in  den 
GleicJiini//en 

■^■^1  =  «p     -1.,  =  «..,     •  •  •,     ^-i,,.!  ^  «,„_i7     (/^^  h 
für  .1;  i\,  .7-2,   .  .  .,  .r„,  />j,  /).,,  .  .  .,  /v„  die    ]]e/ihe 

j:  =  o,    ,j-,  =  x'; ,    .r,,  =  ,,•;; ,    .  .  . ,    .,•  _  =  .r ; . 

Pi  =  p%  /'.  =  /'^    ■  ■  M   p„  =  pI, 

.''(>    kdini     iiKtit     i-crmittelst    dieser    2/i   G/eic/uiiigen.    die    Gri/.i.-<('ii    .i, .    .r.j <•;,', 

//,'.  //!,  ....  p"„  dii/-c/i  fiT,,  ({..  .  .  .,  a.j,,  ^  Kiisdri'tcken.  E.f  seien  die  für  .i'°, 
.(•;',   ...,  .(■;;   (jefmdenen     Werlhe:  .      ' 
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,,■;'  =  /7,  («,,«,,...,  «.,„_,). 


so  sind  die  G/eic/innfjcn 


/7,,(«|,ß.,,  ....  «.,„_,), 

/7,(J,,J,......t„_,), 

iT^(J,,.4.,....,y4^,„_,), 


^celchc    iitiin    ans   den    rorstcJicnde/i    crliält.     indem     tixin    sfaff    «,.    n...    ....    a.,„_i 

respective    /!,.    ^Ij l,„_|    .ye^c/,    die   (jfsncldev   n  G/eic/iiinyen  zwischen    den 

Grössen  A^,  A.>.   ....   .!;,„_,  niit  n  irilll,i'irli<-licii  ('niis/anten  a'l,  x?,,  ....  xl,  welche, 

mit  der  gefiehenen   Gliicluuiii  <f=]L  verhandeii,   der  Dift'erenfiolf/kichinig 

oder   ihrer  trinisfnnnirfi  n 

1)  =  ß,</J,  +  ß,</J,,H h5,„_,'/.1>„_,    • 

Genneje  leisten,  oder  es  enthält  das  System,  dieser  Gleichnigen  die  vollständige  Lösung 
der  vorgelegten  jjartiellen  Differentialgleicivtng.     Der  Beweis  hiervon  ist  folgendei-. 
Vermittelst   der  (Tleicliiinii-eii 

f/    =  /'.        .1|    =  (fj.        A.-,  =  (t., ^'-„-1   ^^  '^••n-l 

drücke  man  .r,.  x... r„.  /;,.  p.. /;„  diircli  x  und   «,.  a.,.   .  .  .,  ci.^„_^^  aus, 

und  substituire  diese   Werthe  in  die  Gleiehun<j;en: 


"^ 
"^ 

Vtf 

8<f 

dp,  ■ 

da-            aa\           dx   '^'■ 

—  I      ~ —  =  -^ 1 ^       /'.,i 

d.r             d.r.,           er 

d.r 

d.r     ~    d.r,  ^    d.v    ■^«' 

welche  dadurch  identisch  werden   müssen,    eljen  so   wie  die  aus   ihnen  folgende 
Gleichuno; : 


Ninunt    man    von    dieser   letzten    die    partielle    Ableitung    nach    ehier   der   wi 
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kürliclien   Constanten    a.    so    erliält   man.    wenn    man    mit    P  nniltiplicirt     und 
zujileieli   die   übrigen  Gleieliiniüen  benutzt: 

0  =  -^-  .  -^  +  '^^  .  -^  -^     "Ijl 

öp^       Sa  8p.^       au  öp^^       du 

r       öv-  a^(^,  d-x    1 

+  P\}\  j    ^.     +p..    ^    -'    -I 1-/>,  -.,— ^"    • 

L   '   ouox  -   0U(\v  ■"  "   d«a.i-J 

Ninnnt   man  aücli  die  partielle  Ableitung  nach  a  von  der  (TJeiclumu- 

y  =  /', 
so  erhält   man 

Ott  CJO,  f"«  5»,  öf/.  ÖB 

0  = —  .    /  '  -1 1 i±_| I _.     ^" 

dp^       du  dp,,      da  üp^^       da 

d(p       dx^  dq,        dx.,  d(f        dx\^ 

ö.j'j       da  d,r.,       da  dx^       ria    ' 

oder,   wenn  man  die  gegebenen  Diflterentialgleichungen  zn   Hülle  ruft. 

dq       dp^          d(f        dp.^  d(f       dp^^ 

dp^       da          dp.^       du  dp^^       du 

r  dp,       dx,          dp,,       dx„  dp        dx   1 

L  dx        da           dx        ca  dx        da  J 

^a,    r       dx               dx.,  dx   '\ 

dx    U^    oa       ^  -    Ott  ^"    da  J 

Dieses  in  die  obige  Gleichung  substitnirt.  giebt 
r       dx^              dx„                       dx   T 

^  =  ^  dx +  ^AP^-d^^P-^^+-^P"-daA- 

woi-aus  durch  Integration  nach  x,  von  ,r  =  0  an  genommen. 

dx^  dx„  dx  r   „    dx"  dx?,  dx"  1 

'  '    ö«        -^  -    da  '  "    da  L       da  -    ca  "    da  J 

wenn  der  Kürze  halber 

gesetzt  wird,  wo   e  di(>   Basis  der  natürlichen   Logarithmen   liedeutet. 

Betrachtet   man   die  (irössen   «, .   a.j.   ....   «.>„_j   ebenfalls  als   veränderlich, 
wie  sie  durch  die  Gleichungen 

A.  =  «,.     A..  =  a.„     .  .  .,     A...    .  =«.,.  . 
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bestiinint  WL-i-di-n,  so  hat   man 

(Ar  —  I  /),  <I.v^  +  ;;,,  d,r..  H h/>„  '/■'•„  | 


r  r'.f,  c.i-  dx  n 

1  '  '    o.f        '  -    üx  '"    d.r   J 

I         a.r,  a.r.,  o.i-,,  -| 

wenn  man  dem  /unter  dem  Sinnmenzeiclien  die  Wertlie    1.   2,   ....   2«  —  1   giebt. 
I)ie8e   Gleiclumg  verwandelt   sirli.   da 

ö.'-j  6x.,  cx^^ 

^'   vx        '  -  dx  -'"  dx 

nnd  für  jedes  i 

8x^  dx.,  ex  r       o.r"  dx"  dx"'  "1 

in  folgende: 

r        ex"  dx']  dx"  "I 

=  -'^-  V"^  -dar  -^p^  -da:  +•••+'''-  i^J  ^^«" 

oder  da 

dx" 
fix"  =  ^^^ila, 
*"  0(r 

in  die  Gleichung 

,lx  —  [p^  </,7-,  +y-.,  (/,(•.,  H hy-*,,  '-/.'•„ ] 

=  ^M[i,-;,ix';+p:,ix^^ hPildy;}. 

Aus  dieser  identischen  Gleichung  folgt,  dass  die  Gleichung 

(/,/■ — \Pj<:lx^-\-p.,clx.^-\ l-p,/^-i'„]  =  ** 

in  folgende  transforniirt  werden  kann: 

p'rfx';-^j>'^<!x':-\ \-p"dx"^  =  0, 

welche  erfüllt  wird,    wenn    man    die  Grössen  :i\,  ,v".  ....  .i'^'    willkürlichen   Con- 
stanten gleich  setzt,  was  der  zu  beweisende  Satz  war. 

Die  hier  angewandte  Analysis  ist  genau  dieselbe  wie  diejenige,  wodurch 
Pfaff  in  der  angeführten  Aldiandlung  beweist,  dass  die  Verhältnisse  der  2«  —  1 
Grössen 

ö.r,  d.c.>  dx 

i'^-d^+p-^-difr^-^^'-^ 

von  .1-    unabhängig    sind.      Aber   er   liat    nicht    die   Bemerkung  hinzugefügt,   dass 
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aus  diesem  Grunde  diese  (Ti'üsseii  den   Grössen 

proportional  gesetzt  werden  können,  wodinrli  man  die  transtormirte  Differential- 
gleichung selber  findet  und  unmittelliai'  die  //  (Gleichungen  erhält,  durch  welche 
sie  erfüllt  wird.  Ich  bemerke  noch.  dass.  wenn  der  im  Vorigen  dem  x  gege- 
bene besondere  Werth  .?■  =  0  lJnl)e(|ueiuii(likeiten  verursacht,  man  dafür  jeden 
andern  Zahlenwerth  setzen  kann. 

Wenn  man  vermittelst   der  Gleichungen 

q,  =  h,     A^  =  «,.     A.^  =  «,,     ....     A,„_^  =  «.,,,_, 

die  Grössen  ,)i,  .r._,.   ....  ,r„,  p^,  p.j.   ....  yj„  durch  x  und  a^,  «., «.,„_,   aus- 

driickt,  so  enthalten  diese  Ausdrücke  auch  /i.     Differentiirt  man  die  Gleichungen 
<9a',  d.i:,  du' 

y  =  /,. 

nach  h,   so  erhält    man.   da  gemäss  den   aufgestellten  i->iif'erentiali;leichuno'en 
Ä!^  _  _^        J^^  _  dp.  d(fi 

folgende  Gleichungen: 

0  —  ^^  .  -^      -^  -^\ 
dp^       dh  dp,,       all 

d(f        dp^  d<p  dp., 

dp^       dh  dp.,  dh 

[dp^       5.»|  dpi.,  da:, 

^dx'lfir^  du-  '^dh 

d(f    r      dx^  d.i:,  dx  ~\ 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt: 

,  r       ö.r,  dx.,  dx 


dcp 

^p„ 

Sf,. 

dh 

d'x^  ] 
P"^7dJ_ 

d<f 

^p.. 

^Pn 

dh 

dx 

dx 

dx 


dCf 


du 


l'^    ÄA    +^'.  ;^    +•••+/'„ 


dx    L'  '    dh     '  ^  ■-'  d/, 
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.Multi|tlicii-t   luati   dii'sc   (ileicliimg  mit        .,  .   und   integrirt  von  x  —  0  bis  a;  =  x, 


/■•*     (/,;:  1     I         Oj:^  du:.,  bx^  T 


~|/';'^/,  +^'"tä- -*-■+''"  ö/rj- 

iU'trachtet  man  //  ancli  als  v^Tänderlich.  so  nuiss  zu  dem  oben  ^eiimdeneu 
Ausdruck  von  dx 

,/,,■  =  p^  ,Kr.^  -hp.Ai:,  H Hy'„  (/.'■„  —  M  [  /'"  '/.;■;'  -hfC  «^■'•"  H 1-/'^'  '^•^,"] 

noch   der  Ausdruck 

I        dd-  C.V  d.r    I  r        ci.i:.  öd:,  da:   -i 

1?, -ar+p.  a-  +■■■+'■■  a  J ■"'-■"['■■  «-+'■;'  „x  +-+": ttJ -^ 

hinzukommen,   woihnrli   man   erliält: 

Bezeichnet  man  (hn-ch  .1"  den  Ausdruck  von  .1_  und  durch  (f"  den  Aus- 
druck von  (f.  wenn  man  uleiclizeitig  .r  =  0.  x,^x",  j'.^p"  setzt,  und  ehminirt 
aus  den   2»H-1  Gleichungen 

<f  =  /t,   <f''  =  /K   ^,  =  ^i;,   ^.  =  ^:r   •  •  -,   ^,„_,  =  -^"„_, 

die  2/^  Grössen  /;,.  y^.,.  ....  /;„.  /^".  p".  ....  y;,",  so  erhält  man  x  ausgedrückt 
durch  .(■,.  .(,,. !„,  .r°,  .c",  ....  x",  h,  und  die  nach  diesen  Grössen  genom- 
menen partiellen  DitTerentialquotienten  dieses  Ausdrucks  von  .r  sind: 


dx. 


/'-  •    •    •'         -^-=Pn^ 


dd:  .,   „  öd-  „ 

a,/'|  ^  '         dx" 

Öh  J„  MP 

In   den   beiden   in  diesen   Formeln  vorkommenden   Integralen 
d(f      dd-         ,•  dx 
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sind  die  Grössen  ;i",  p"  als  Constauten  zu  l)etraehten.  und  vermittelst  der  voll- 
ständigen Integrale  der  gegebenen  gewöhnlielu-u  Dirterentialgleicliungen  alle 
Variabein  durch  eine  auszudrücken. 

Ich  habe  im  Vorigen  als  willkürliche  Oonstanten  die  Werthe  der  Variabeln 
tür  .)  =  (I  angenommen.  Man  beweist  aber  ebenso,  dass,  wenn  man  vermittelst 
der  vollständigen  Integrale  der  angegebenen  gewöhnlichen  Differentialgleichungen 
sämmtliche  Variabein  durch  irgend  eine  von  ihnen  oder  eine  beliebige  andere 
(xrösse  f  ausdrückt,   und   mit  ,r°.  .i|'.   ....  ,r,'',  p".  p°.   .  .  .,  pl   die  Werthe  von  x, 

.r, ,7„,  jj,,  p., p„    für   /  =  0    bezeichnet   und    diese   Werthe    ebenfalls 

als  variabel  setzt:   die  (Tleichung  stattfinden  wird: 

dx — /',  ilr^  — p^  dx.-, p^^  d,r^^ 

=  M\d^-pyx;-pid.^ P"'^'"J  +  ^^C'M>  '^''' 

in  welcher  wiederum 

M  =  ,.  ^^^-^   ■  ^  . 
Wenn   die   gegebene   partielle   Differentialgleichung,    wie   es   in   den   An- 
wendungen  auf  die   Mechanik   der   Fall    ist,    die   unbekannte   Function   x    nicht 
enthält,  ist 


auf    fol- 


Hat  man  dieses 

System  vollständig  integrirt,  und  alle  Variabein  x^,  p,  durch  eine  von  ihnen, 
z.B.  ,r, ,  und  2?i  —  1  willkürliche  Constanten  ausgedrückt,  so  erhfdt  man  .r  durch 
eine  blosse  Quadratur  vermittelst  der  Gleichuns; 


Bx 

und  daher 

M  =  1. 

Das   System    gewöhnlicher   Differentialgleichungen    reducirt   sie 

gendes  System: 

dx^:dx^     :...:,//■„     :         dp^    :         dp,    : 

...:          ,//, 

d(f    _   ö(f           _   d(f            d(f:            8(f> 

^Vx     '     ÖP-2 ^P„    ■              ^*-,     ■              Ö*.     ■ 

öx 

welches  eine  Gleichung  und  eine  Variable  x  weniger 

enthält. 

r 
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wo  (i  eine    neu«  willkürliche  Constaiite  ist.   welehe  in  den  Ausdrücken  von  .i.,. 
.V3,   ....  x„,   /»,,  p.,.    ....  p„    durch    .r,    niclit    vorkommt.      Bedeuten    jetzt    .r", 

.r" .1'^',  p[,  pl.  .  .  .,  pl  die  Werthe.  welche  diese  Ausdrücke  für  x  ^  ü  an- 

nehmefi.  und  in  welchen  ebenfalls  a  nicht  vorkommt,  so  erhält  man,  da  x1  =  0 
und  M=  1.  aus  der  obigen  allgemeinen  Formel: 

,lx  =  p^dx,-hp..dx.,-\ ^pAr.,—[p';,dx';,-{-p:dxl-i Y-pldxl]+  |        '^'     dh-^du, 


dx    '          dx, 
P               dcp 

'dp, 

ge.setzt  ist. 

Diese   eine   Gleicl 

liung  gieht: 

dx 

dx 
-dx^   =      }K^      ■■■ 

dx 

Pn' 

dx 

dx 

dx          f^'    dx, 
dh         j„      dip     ' 

dx 

dx'l    ~ 

—  Pn' 

Wenn  man  durch   Einfiihrung  eines  Elementes  dt  den  gewöhnlichen  Diiferential- 
oleichunaen  die  Form  giebt,  die  sie  in  den  Problemen  der  Mechanik  haben: 


dx,            d(f                 dp,                  d(f 

dt     ~~    dp,  '■            dt                 dx,  ' 

fÄc,           dq^                dp.-,                d(f> 
dt     ~~    dp.,  '            dt                  dx,  ' 

dx^          d(f               dp^^               d(f 
dt             dp    '            dt                  dx    ' 

"-4^, 

so  ei'hält   man, 

.    nachd 

em   mau   die   (Tleicliuiigeii 

,/.,•: 

:dx.,     :...:  dx^^    :       dp,       :         dp.,   :  ...  : 

'ip. 

d<f 

d(f               d(f             d(f             d(f 
dp.,   dp,^  '         dx,   '         dx. 

-i. 
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vollständig  integrii-t.    iiiid  a\,  x..   ....  .r„,  y), ,  p.,,   .  .  .,  p„    <liifcli  .c,    ausgedrückt 

hat.   die  Functionen  .r,   f  durch  blosse  Quadraturen: 

/•■"■'   Fdd'^  /■■'■■     rf^, 

j„      dg:      '  ""  Jo     _^y_   ' 

wo  «,  r  neue  willkürliche  Constanten  sind.  Von  diesen  beiden  Integralen  ist 
aber  eines  die  partielle  Ableitung  des  andern,  nach  h  genommen.  Hat  man 
näudich  dur(di  Integration  x  gefunden,  so  hat  man  den  obigen  Formeln   zufolge: 

Wenn  in  (f  ausser  x  noch  eine  der  unabhängigen  Variabein,  z.  B.  .(„,  fehlt, 
so  erhält  man  noch  --.^  =  ();  es  geben  daher  die  liewcilmliehen  Diflferential- 
gleich  ungen 

"'/'„  =  *'     oder    />^^^  füllst., 
wodurch  sich   die  Zalil    derselben    wiedei-  um    :?    reducii-t.      Sie    werden   nämlich 
in  diesem  Falle 

./.:,:<%      :...:    </,.„_,    :  ,/?,,    :        Jp^     :...:  ,1p ^^_^ 

d(f>        d(p  d(p  d(fi  d(f  dtf 

<9p,     ■     dp.,    ^Pn-\     '  ^•*\    '  ^'''■'    ^•^n-\    ' 

in   welchen   Ausdrücken   man  p„   als  Constante  zu    betrachten    hat.      Hat  man 

durch  Integration  dieser  Gleichungen  die  Grössen  ;t,,  .xv, .''„_i.  /',.  p-, />„_, 

durch  eine  von   ihnen  ausgedrückt,  so  giebt  eine  der  Gleichungen 

die  —   ^^         '^'''     —  —  "^^         "'/',- 

"  dp^        d<p  dp^^        ö(f 

dp.  c*.«_ 

durch  blosse  (>>ua(h-atur  den  Werth  von  ,r„.  Man  kann  alier  auch  in  diesem 
Falle  auf  ähnliche  Art,  wie  Hamilton  die  Function  N  durch  )'  er.setzt,  all- 
gemein die  Gleichung  (p  =  h  selber  in  eine  andere  transtormiren.  in  welcher 
die  Zahl  der  unabhängigen  Variabein  um  eine  gei-ingei-  ist.  Wenn  nämlich 
(.p  weder  ,r  luich  ,r„  entliält,  so  setze   man 

wodurch 

'('/  =  /',  "'■'•,  +^',  ''''^H ^-/'„_ ,  '/^'„-i — •'•„  '//'„  • 
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lii  dieser  Gleic-hiini:-  lietraelite  man  p,,  als  Constante.  wodurch  sie  sich  in  die 
Gleichung 

'('y   =   /',  ''■'■,  +2A//«,,H h /-'„_,  '/.'■„_, 

verwandelt,   so  dass  /;,.  p.^.   ....  /;„_,   die  jiartielleii  Differentialquotienten   von  y, 

nach  .i, .  .Cv.   ....  .r„_,  genommen,  werden,   und  die  geuebene  partielle  Difterential- 

gleichung,  in  welcher  ebenfalls  ^;„  als  Constante  betrachtet  wird,  eine  partielle 
Differentialgleichung    für   y    wird    mit    nur    n  —  1     unabhängigen    Variabein    ,r, . 

x-, x„_, .      Hat   man  din-ch  Integration   dieser  partiellen  Differentialgleichung 

y  als  Function   von  x^.  x.> •'„-i.    von    n  —  1    willkürlichen    Constanten    und 

der  Constante  p„  gefunden,  so  findet  man  die  gesuchte  Function  x  da(hu-cli. 
dass  man  in  der  Gleichung 

•'■  =  y+v,,-';, 

die  Grösse  p„  vermittelst  <ler  Gleichung 

eHminirt.  Man  kann  .(„  inn  eine  willkürliche  Constante  vermehren,  wodurch  .r. 
wie  es  für  eine   vollständige  Lösung  nöthig  ist.   n  willkürliche  Constanten  erhält. 

lÜ. 

Wir  haben  im  Vorhergehenden  gesehen,  wie  man  durch  die  Integration 
eines  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  eine  vollständige  Lösung  einer 
vorgelegten  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  finden  kann.  Ich 
will  jetzt  zeigen,  wie  man  umgekehrt  aus  irgend  einer  vollständigen  Lösung  die 
vollständigen  Integrale  des  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  ab- 
leiten  kann. 

Kennt    man   einen    Ausdruck    von    x   durch   .c,.   x.,.    ....   .r„,    mit   )i    will- 
kürlichen  Constanten    «,.   «.,.   ....  «„,    welcher   der   gegebenen    partiellen    Diffe- 
rentialgleichung   <f  ^  li    Genüge    leistet,    so    bilde    man    die    //  —  l  Gleichungen, 
welche  sich  durch  die  Proportion  darstellen  lassen: 
rix        öd-  d.v     

"^vo  ßi,  /i-j.  ....  /i„  neue  willkürliche  Constanten  seien,  die  aber,  da  nur  ihn- 
Verhältnisse  in  Rechnung  konmien,  nur  die  Stelle  von  n  —  1  willkürlichen  Con- 
stanten    vertreten.     Führt    man   eine    neue   Grösse   J\I  ein.    so   kann    man   diese 
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Proportion  durch  das  System  von  Gleichungen  ersetzen: 

ö«,        '^  da.,        '^^  da^       '^" 

Durch  diese  Gleichungen  sind  die  u  +  2  Grössen  x,  x.^.  ,r,,  .  .  .,  a;„,  M  als  Func- 
tionen von  einer  unter  ihnen  gegeben.      Difterentürt  man  eine  dieser  Gleichungen 

"4:, +"."=»■ 

und   setzt  für  [^  den  aus  dieser  Gleichung  gezogenen  Werth,  so  erhält  man: 

dx  , 


da.        M          da.dj\       ' 

d-x 

(Jr  -(-■ 

d\v 

du.dx 

da.dx^ 

oder  weini   man 

dx                     d.r 

dx 

=i>. 

setzt,  die  Gleichung: 

dx        cUJ           c^l\ 
*-*               da.  •    M    +-a,r''''> 

-If 

<lx.,-h- 

du. 

Die  gegebene  Differentialgleichung  (f  =  h  nuiss,  wenn  man  darin  fi'u-  x  seinen 
gegebenen  Werth  und  die  daraus  durch  partielle  Differentiation  nach  a', ,  x^,  . ..,  x„ 
sich  ergebenden  Werthe  von  /j,,  ;j._,,  .  .  .,  p„  setzt,  eine  zwischen  den  Grössen 
,r,,  a;o,  ...,  x.„,  a^.  ct.,,  ...,  a„,  h  identisch  stattfindende  Gleichung  werden. 
Nimmt  man  ihre  partielle  Ableitung  nach  «,,  so  erhält  man: 

d(f)        dx  d(f        ö;jj  d(f>        dp.^  dtp       dj)^ 

dx       da.  dp^       da.  d}K      da.  dp^^      da. 

Vergleicht  man  die  zwei  Systeme  von  n  Gleichungen,  welche  sich  aus  dieser 
und  der  vorhergehenden  Gleichung  ergeben,  wenn  man  daiün  fiu'  /  seine  Werthe 
1,  2.  ....  II  setzt,  so  erhält  man  die  Proportion: 

ilM  d<fi        d<f>        dif  dq 

-jj- :  <fe,  :  dx.^ :...:  dx,^  =  —  -^  :  -^  :  -^~  :...:  -^  , 

welche  man  auch,  da 

dx  =  p,dx^+p.,dx..-] h/'„'/.«„, 

diu'cli   die  (ileichungen   darstellen  kann: 

j>  '^^^  _  _  ay 

Aldx  ~        dx    ' 
dx^  d(f  dx.,  d(f'  dx,^  d(f> 

dx  dp\  '  dx  dp.,  '     ■  ■  ■'  (ix  dp^  ' 
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wo    Wlt'fllM' 

da  Ott  da 

-^  -^P->  ^r~  -^ ^Pn  -^ 

gesetzt   ist.      Diffciviitürt   man   tVi-iKT   «lie  (rKMcliiiiiu   y= /*    nach   .v,,    nnrl   setzt 

in  der  Ableitung 

dp^,  c*», 

so  erhält  man 

da  da           6a       dp.          da        dp.  da        dp. 

d,P  '   d.r           e^jj       dj'i          dp.,       d.r.,  d/»^^       ö.r^^ 

oder,   wenn  man  in  (Hese  Gleichimii'  (he  vorhin  erhaltenen  Werthe 

d(f  (ii-,           ö(f              (i.V.,                      d(f              (Ij.-^ 

dp^  (l.r    '        dp.,               (U-     '     ■  ■■•        ßj^^               ^j^^ 

substituirt.   die  (Tleichimu': 

d(f  d(f  dp 

0  =  ^+7'  -^"^-^-^^■ 
d.^        ''  '  C.r  dx 

Wii-  Italien  so  umgekehrt  aus  den  2«  (Tleichungen: 

ä.r        da-  d. 


,„  ß.^ß.^-^ß. 


da:  d.r  d.r 

^..7=^v    ^  =  ^^-^'   ••••  ~d:^  =  P" 

die  '2n  Ditfereutialgleichungen 

^dx^^dif^        ^  #.    _        d(f         d(f 
da;  dp.   '  d,r  dx.  d.v     "' 

abgeleitet,   und  da  jene  Gleichungen   2n  willkürliche  Constanten,  nämlich  h,  «,. 

ci.j.    ....    «„    und   die    Verhältnisse   von   /i^.   ß., ß„   enthalten,    so   sind    sie 

zugleich   die  vollständigen  Integrale  dieser  Differentialgleichungen. 

11. 

Man  kann  die  letztere  Analysis  auch  auf  die  allgemeinere  Untersuchung 
ausdehnen,  untei-  welche  Pf  äff  die  Integration  der  partiellen  Differential- 
gleichungen erster  Ordnung  mit  einbegreift,  und  zeigen,  dass,  wenn  irgend  ein 
System  von  n  Gleichungen  mit  n  willkürlichen  Constanten  gegeben  ist.  welches 
der  Differentialgleichung 

0  =    X,(/.i:,-|-X_,(/.c.,H \-X.,Jj:.,^ 

Genüge    leistet,    man    daraus   die    vollständigen    Integrale    des   von  Pfaff  aufge- 
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stellten  und  oben  uiitgetheilten  Systems  von  2». —  1  gewöhnlichen  Diffei-entiul- 
gleichungen  ableiten  kaiui*).  Durch  das  gecjebene  System  von  n  Gleichungen 
drücke  man  nämlich  x^,  Xo.  ...,  x„  durch  .r„_^,.  .r,,,^.^.  .  .  .,  x.^„  und  durch  die 
n  willkürlichen  Constanten,  die  wir  «, ,  ci.^,  .  .  .,  «„  nennen  toollen,  aus,  7md  bilde 
die  Gleichungen: 

da;  o.e.,  dx 

'       -Aiß,  =  I). 

■  iU^,,  =  0. 


^I 

ö«, 

+  X, 

ö«, 

H-- 

■  +  ^n 

"ö«', 

^l 

du. 

+  ^. 

da. 

+  • 

■  +  ^„ 

^, 

da 

+  ^. 

dx, 
6a 

+  • 

•+-^n 

■m  welchen  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß^  nene  willkürliche  Constanten  sind,  welc/ie  aber  mir 
die  Stelle  von  n  —  1  vertreten,  da  hier  allein  ihre  Verhältnisse  in  Rechnung  kommen, 
so  werden  diese  Gleicimngen,  welche  nach  Elimination  der  neu  eingeführten  Grösse 
M  die  Stelle  von  n  —  l  Gleichungen  vertreten,  in  Verbindung  mit  den  gegebenen 
n  Gleichungen  die  vollständigen  Integrale  des  von  Pf  äff  aufgestellten  Systems 
gewöhnlicher  Differentialgleichungen  sein,  mit  2n  —  1  willkürlichen  Constanten, 
nämlich  den  n  ivillkürliclien  Constanten  «j,  «.,,  .  .  .,  «„  und  den  n  —  l  Verhält- 
nissen der  willkürlichen  Constanten  /y,,  ß^,  .  .  .,  //„.  Man  beweist  dieses  Theorem 
wie  folgt: 

Da   die  diircli    die  gegelienen  n  Gleichungen   bestimmten  Ausdrücke  von 

.r, ,   x.j.    ....   .t„   durch   .i„^_, .   .r,,^.^, x,,,   und   die    n  willkürlichen   Constanten 

der  Gleichung 

X,  r/.»,  4-  X .,  dx,  H h  A;„  f/,f,„  =  0 

genügen  sollen,  so  muss  man  die  Gleichungen  haben: 

dx,  d.r 


d.r. 

-  +  ■ 

'^^^'■^ 

d.v.^ 

--t- 

-^^■-|Jr+^»  =»■ 

e^'.,„ 

15 
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Mail  (lenke  sich  jetzt  vermittelst  der  11  Gleichungen 

dx,  da-.,  da- 

'    da.  -   au.  "   der  ' 

die  ii-hl  Grössen  .r„^, ,  .'»'„+2,  .  .  •,  -i'o,,,  M  dmrli  eine  von  ihnt-n.  z.  B.  durch  M, 
iuisgedrückt.  woduirh  diese  Grössen  und  daher  auch  .)', ,  ,(\,,  ....  .i„  Functionen 
von  M,  von  «,.  a.,.  ....  rc„  und  von  ß^.  //,,  ....  /)'„  werden.  Die  auf  diese 
.\nnahme  sich  beziehenden  pai'tiellen  DLfferentialquotienten  werde  ich  der  Unter- 
scheidung wegen  in  Klammern  einschliessen,  während  die  partiellen  Differential- 
quotienten ohne  Klammern  sich  auf  die  Annahme  beziehen,  dass  .r, .  .x^.  ....  x„ 

als  Functionen  von  :r  _j., .  ,r„^., .7\,„,  «, .  cc, «„  betrachtet  werden.     Man 

liat  demnach: 

Bic,  da;., 

'     da.  -     da. 

[da-,  dx., 

[ö.r,  dx., 

■  ox  ^.,  -  dx  ,„ 


.     '    5^,.  -    dx.,  "    dx..     J  V   o«. 


=  —Mß-X 
oder 

dx.. 


^.(a--.-.(^)---4-:^)- 


.1/^, 


Differentiirt  man  diese  Gleichung  nach  M,  so  erhält  man: 

/  ÖX,  w  dx^  \       /  ÖX,  \  /  0-^2  \  (  öX,„  \  z'  ^.r^»  \ 

Es  folgt  ferner  aus  der  Gleichimg 

X ,  f/.r,  +  X.M,  H h  X,„  dx.,^^  =  0, 

wenn  man  alle  Grössen  als  Functionen   von  M  betrachtet: 
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^^(ot)+^^(w)+-+^4w-)  =  0- 


\  dM  ) 


Dift'erentiirt  man  diese  Gleichung  nach  «,,  so  erhält  man: 

wodurch  sich  die  obige  Gleichung,    wenn  man   sie  mit  clM  multiplicirt.   in   fol- 
gende verwandelt: 

(  Sx,  \  (  6x.,  \  (  dx.-,   \ 

^^^  [-öt)  +^^^  \-^)  +-+'^^^-  [-et) 
f  dX\         f  öx,  \  /  ex..  \ 


,±JM 


0, 


EHminirt  man  aus  dieser  Gleichung  /i,  vermittelst  der  Gleichung 

so  erhält  man: 

-hdX, 


Mß^ 


m 


da. 

öxl 


■dX,„ 


da. 
dX, 


Ml 


\{^ 


Setzt  man,  wie  erlaubt  ist,  ß„  ^1,  so  erhält  man  durch  die  nämliche 
Analysis  ähnliche  Formeln,  wie  für  «,,  auch  für  die  n  —  1  anderen  willkürlichen 
Constanten  ß^,  ß.^.   ....  /:^„_, .      Zuvörderst  hat  man: 


+X,,  I 


da 


Bx 


da 


dd-      1  /  dd-  ^„ 


r         ^^1 

l  +  X 


■^■^]( 


n+2 


H hX, 


dx.-^^ 

"  V  dß. 
15 
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Differentiirt   man  diese  Gleicluing  nach  M  nnd  die  Gleichung 

nach  fij.  und  zieht   beide  Resultate  von  einander  ab.  so  erhält   man   nach  Multi- 
plication  mit  (IM: 

— ,(|^)-«.(^)--«»(-S-) 

von  welcher  Gleichung  wir.   um  ihr  dieselbe  Form  mit  dei-  Gleichung  zu  geben, 
die  wir  in  Bezug  auf  a,  gefunden  hatten,  die  Gleichung: 


mit  — T^  multiplicirt.  abziehen  wollen,  wodurch  man  erhält: 
f  SXs  (  dX.,  \  ( ÖX 


lg,  so  wie  in  der  o 
len  Ableitungen 


Wir  wollen  in  (Ueser  Gleichung,  so  wie  in  der  oben  gefundenen  ähnlichen,  auf 
(c.  beziiglichen,  fiir  die  jjartiellen  Ableitungen 
dX,  \         (  3X. 


ihre  entwickelten  Werth 

öX,    (  dx.  \        dX,   (  dx. 


rBX^x  _    «SX,  /  g-^.  \        dX^  /  g^,  X  ^     dX,   /  dx,^  X 

\  du     )           dx^     V  da.  )        dx^     \  du.  )  8x.,^   \  da.    ) ' 

/  dX^  \          dX^   /  dx,  \        ÖX,.   /  dx^  \  öX^   /  3x.,^  \ 

\dß7  )  ^  ^6^\7dß^)'^~d^Vdß^)~^  '""d^V'a^j 
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setzen,   und  die  Gleichungen  nach  den  Grössen 


Vda,  )  '        (  dß^  ) 

0  verwandeln  sie  sich  in  folgende: 

^--•(^h4^h-^-4^y 

o=.(^)-^(ig)-.--^.(^), 

r  dx,          dx., 

T,   =  dX^  -  \-^^ dx^ -+- ~~^ dx., H h 

?■  "-1- 

X^dM 

M      ' 

r  dx,          dx., 

T..  =  dX.,  —    -^  dx,  -+-  ^^-^  dx.,  -i h 

L  dx.,        >        dx.. 

:f-H.]- 

X,dM 
M      ' 

r  dX,          dX., 

?;„  =  dX.^„ -  \-^ dx^ 4- -^ dx.^  +  •  •  ■  4- 

-Sr-1- 

X,„dJ/ 

M 

Multiplicirt  man   diese  Gleichungen   mit  <&,,  dx.,,  ...,  dx..,„    und  addirt  sie,  so 
heben  sich,  da 


X,,^+     XJx 

+  • 

•+       ^.» 

fe,„  =  0, 

ax          dx, 

■'■.,+■ 

^'■.„  =  '^^. 

alle  Terme  rechter  Hand  fort,  wodurch  man  die  Gleichung  erhält: 

T^dx^-\-T,dx.,-\ ^T,,dx.,^,  =  0, 

welche  man  auch  so  schreiben  kann: 

/  dx,  \  (  dx.,  \  I  dx„^  \ 

da  wir  in  den  vorstehenden  Formeln  alle  Grössen  .r,,  ;iv,   ....  x.,„  als  Functionen 

bloss  von  eiiier  Grösse  M,   und  a^,  a.^,  .  .  .,  «„,  ßy,  [i,,  .  .  .,  ß^-i  als  Constanten 

betrachten,    was    ich   durch   den  Gebrauch   der  Charakteristik    d  andeute.     Aus 
den  2».  Gleichungen,   nämlich  den  n  Gleichungen 
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den  n  —  l  Gleichungen 
und   der  Gleieliung 
folgen  die  2;;  Gleichungen 

T,  =0.   7:,  =  0,  . . .,   7;„  =  o. 

welche  mit  den  Pia  tischen  Difterentialgleichungen  übereinkommen,  wie  ich  sie 
oben  aufgestellt  habe,  wenn  man  in  ihnen  --^  statt  dN  und  X.,„.  .v.,„  für  X, 
X  setzt. 

Dass  man  aus  den   '2  ii  angegebenen  Gleichungen  die  Gleichungen 

T^  =  ü,     T,  =  0,     .  .  . ,     T.,^  =  0 

foloern   kann,   lässt   sich,   wie   folgt,    beweisen.     Man    betrachte  gleichzeitig  «i, 

f^., ci„,  ßi.  ß-,.  ....  /:^„_,,   M  als  Variabein,    so   wii'd  durch   die  zwischen 

diesen  Grössen  und  den  2»  Grössen  .r,,  x^,  ....  .•r2„  aufgestellten  Gleichungen 
keine  Relation  zwischen  diesen  letzteren  allein  gegeben,  sondern  sie  zeigen  nur. 
wie  das  eine  System  von  2?/  Variabein  sich  durch  das  andere  System  von 
2»  Variabein  ausdrücken  lässt.    Man  bezeichne  beliebige  Variationen  der  Grössen 

.7j.  ,r., .r.,„  mit  d\i\.  <)\x.j,  ....  Sx.,„,   die  von   einander   unabhängig  sind,   da 

zwischen    den    Grössen   .r\.   x.,.    ....  .r.>„    selber    keine   Relation    stattfinden    soll. 

Sind  ()'«,.  da., A'a,,,  <yß^,  dß...  .  .  .,  (Iß„_^.  (J'il/die  entsprechenden  Variationen 

der  Variabein   «,.   cc.,.   ....  «„,  ß^,  ß-,.   .  .  .,  //„_,,  31,  so  hat  man: 


(^)*.-(-Ä 

-)*= 

+•• 

(1^)- 

Multiplicirt   man  daher  die   2//  Gleichungen,   die  wir  gefunden  haben: 
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respective  mit  rf«,,  ()'«3,   .  .  .,  da,,,  dß^.  f)'/^,,   .  .  .,   ()'/i„_^,  äM,   und  addirt  sie,  so 
erluilt  man: 

7;  (j^', + 7;  j^j  H — h  ?;„  (^A',^  =  0, 

welche  Gleichung,    da   d\x\.  dt:, f)',r.,„    beliebige,   von   einandei-   unabhängige 

Variationen  sind,  nicht  anders  bestehen  kann,  als  wenn 

T^  =  o,    T,  =  0,   .  . .,    ?;„  =  0, 

was  zu  beweisen  war. 

Dass  man  auf  die  angegebene  Art,  wenn  man  der  Gleichung 

X,rf^j  +  X.,(^H \-X,Jx.,_^  =  ü. 

durch   irgend    ein   System    von   }i.  Gleichungen    mit    n    willkürlichen   Constanten 
genügen  kann,   immer  auch   die  vollständigen   Integrale   der  von   Pfaff  aufge- 
stellten  gewöhnlichen  Difterentialgleichungen   erhält,   lässt  sich   auch  durch  fol- 
gende Betrachtungen   einsehen.     Man  löse   die  n  Gleichungen   nach  den  n  will- 
kürlichen Constanten  auf,  so  dass  sie  die  Form  erhalten 
A^=a^,     A.^^a.,,     .  .  .,     A^=:u^^, 
wo  ff,,  f^.   ....   «„   die    willküi'lichen   Constanten    sind,    und    in   .4,.   .i,.   ....   .-1„ 

nicht  mehr  vorkonnnen.      Sollen  diese  Gleichungen  der  Dilferentialgleichung 

X,<hi'.-4-X..dw..-\ hX  dl-     =  0 
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geniio-en,    so    inuss    es    n  Miiltii)licatc)i-en    C/,.    U., U„    geben ,    vermittelst 

welcher  identisch 

wird,  (lii  dei-  Ausdruck  _  linker  Hand    vom  Gleichheitszeichen   verschwinden   soll, 
w-enn   A^,   A.,.   ....   A„   willkürliche   Constanten    werden.      Denkt  man   sich  .t\. 

.r.,.    ....   .T„   durch   4,,   A.,,  ....  A„,  .r„+i,  x,,^.,,  .  .  .,  a;.>„  ausgedi-ückt ,   so  erhält 

mau  hieraus: 

rt?^,  d.r.,  dx., 

'  ÖA.  -  dA-  -"   dA^ 

Aus  der  von  Pf  äff  selber  gegebenen  Analysis  folgt,  dass,  wenn  man  auf  ü'gend 
eine  Art  die  Gleichung 

0  =  X^iLr^-{-X..d.r._-\ h-X,,,öfa,',„ 

in  eine  andere  zwischen  nur  2?;  —  1  Variabein  transformiren  kann,  diese,  will- 
kürlichen Constanten  gleich  gesetzt,  die  vollständigen  Integrale  seiner  gewöhn- 
lichen DiflFerentialgleichungen  geben.     Nun  haben  wu-  aber 

0  =  X^dx^-hXAr.,-{ hX,//<„  =  ü^dA^-h  U.,dA^-\ \-  UdA,^, 

oder 

L\  a,  U  , 

0  =  -J-dA^-^~~dA.,-{ 1 ^dA„_,-hdA„. 

welches  eine  Differentialgleichung  zwischen  nur  2n  —  1  Variabein 

u,       u.,  u  , 

^'^-    ^^ ^"-    T^'    TT-     •••'    ^f 

ist.  Diese,  willkiirlichen  Constanten  gleich  gesetzt,  müssen  daher  die  vollstän- 
digen Integrale  des  Pf  äff  sehen  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen 
sein:  sie  kommen  aber  genau  mit  den  2n  —  1  Gleichungen  überein.  wie  ich  sie 
oben  aufgestellt  habe. 

12. 

Ich  habe    oben  bemerkt,    dass  es   in  der  von  Pfaff  zur  Integration   der 
Gleichuno- 

X^da-^  +  XAi:,-\ i-X,J.c.,^_  =  0 

vorgeschlagenen  Methode  ein  Uebelstand  sei,  dass  man  von  den  nach  einander 
zu  integru-enden  Systemen  gew^öhiilicher  Differentialgleichungen  nur  das  erste 
wirklich    aufstellen,     und    für    ilie    anderen     Systeme    nur    die    Art     anheben 


ZUR  THEORIE  DER  PARTIELLEN  DIFFERENTIALGLEICHUNGEN.  121 

kann,  wie  man  sie.  wenn  man  die  vorhergehenden  vollständig  integrirt  hat.  zu 
bilden  hat.  In  der  That  ist  klar,  dass  es  hierdurch  unmöglich  fällt,  das  Ganze 
der  Aufgabe  zu  übersehen.  Für  den  besonderen  Fall,  M^elcher  die  Integration 
der  partiellen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  giebt,  haben  wir  gesehen, 
dass  die  Integration  des  ,  ersten  dieser  Systeme  gewöhnlicher  Differential- 
gleichungen vollkommen  ausreicht,  und  es  der  Aufstellung  und  Integration 
anderer  Systeme  nicht  weiter  bedarf.  Dieser  besondere  Fall  kann  als  derjenige 
bezeichnet  werden,  in  w^elchem  von  den  2m  Grössen  X^,  X,,  . . .,  Ä";,,,  eine  Anzahl 
von  n  — 1  gleich  0  ist.     Es  sei  z.  B. 

x^._,  =  x^^,  =  ...  =  a;„  =  o, 

so  dass  die  zu  integrirende  Gleichung  wird: 

ö'^;+i  =  -^^  [X^  d.v^  -+-  X.^  rf.c,  H h  X„  d,-^^  ] . 

Man  setze: 

so  sind  jj,,  p.2,  ....  p„  die  partiellen  Differentialquotienten  von  a„_^,.  als  Func- 
tion von  .t',,  .r.,.  .  .  .,  x„  betrachtet,  und  die  Elimination  der  n  —  1  Grössen 
a;„+2,  .x'„+3,  ...,  .r,^  aus  diesen  ;i  Gleichungen  giebt  die  zu  integrirende  partielle 
Differentialgleichung.  Ich  will  jetzt  im  Folgenden  zeigen,  dass,  wenn  man  die 
Methode,  welcher  wir  uns  für  diesen  besonderen  Fall  bedienten,  auf  die  allge- 
meine Pfaffsche  Differentialgleichung  anwendet,  man  des  oben  bezeichneten 
üebelstandes  ledig  werden  kann,  indem  es  dadurch  gelingt,  mit  Leichtigkeit 
alle  zu  integrirenden  »Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  aufzustellen. 
ohne  eines  derselben  wirklich  integrirt  zu  haben. 

Um  hierzu  zu  gelangen,  nehme  man  in  den  Integralen  des  von  Pf  äff 
aufgestellten  ersten  Systems  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  als  willkürliche 
Constanten  die  Werthe,  welche  .r, ,  x^,  .  .  .,  .ro„_i  für  x.,,,  =  0  annehmen,  und 
die  war  mit  x^,  x^,  .  .  .,  a,\°„_j  bezeichnen  wollen.  Bezeichnet  man  auch  die 
entsprechenden  Werthe  von  X^,  Xj,  .  .  .,  A".,,,  mit  A7.  XL  ....  A7„,    so  erhält 


man 


Gleichungen  von  der  Form: 


l-,,  X.,  =X"  -ha:,  S.. 
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WO   c, ,  tj ij„-\-  —  !•  —i-  •  ■  •?    —2«  Functionen   von   .r,,,,   x^,   xL   ....   Xo„_i 

sind,  welche  für  x.2„  =  0  nicht  unendUch  werden.  Substituirt  man  diese  Werthe 
von  .i'i.  .r.j.  ....  x.2„_-i.  wie  sie  durch  vollständige  Integration  der  von  Pfaff 
aufgestellten  gewöhnlichen  Ditferentialgleichungen  gefunden  werden,  in  die 
Gleichune: 

indem  man  auch  die  Grössen  x",  xL  ....  .r,",.,  als  veränderlich  betrachtet,  so 
erhält  man 


+[X;,_,+.<^,„s;„_,]</[<_,+^,„?,„_j 

wo,  wenn  /  eine  der  Zahlen    1,  2,  .  .  .,  2«  — 1  bedeutet, 
B.  =  A';'+.f,^=-, 

r       5t  oS.,  Ö4.,„_,  "1 

r     ö-,         "5$,  öS,  _,  1 

-"  L     '  ö.r!  -    öx"  -"—1   o.b"       J 

Aber  Pfaff  hat  bewiesen,  dass,  wenn  man  vermittelst  vollständiger  Integration 
der  von  ihm  aufgestellten  gewöhnlichen  Differentialgleichungen   die  Grössen  x^. 

X,, x.,„  durch  eine  von  ihnen,  z.  B.  x^,„  und  durch  die  2?«  — 1  willkürlichen 

Constanten  ausdrückt,   und  diese  Werthe  in  den  Ausdruck 

Xj  dx^ + X,,  dx^_  -{ \-X.-,^  f/.c.>„ 

substituirt.  indem  man  die  ^^^llkürlichen  Constanten  ebenfalls  als  veränderlich 
betrachtet,  der  Coefficient  von  cAr,,,  verschwindet,  und  die  Verhältnisse  der  Coef- 
ficienten    der    Differentiale    der    willkürlichen    Constanten    von    .i'.,„    unabhängig 

werden.     Da  hiernach 

ß  =  0, 
und  die  Verhältnisse   von  B^,  B.^,  .  .  .,   ßo„_,   von  x.,,,   unabhängig  sein   werden. 

so  bleiben  diese  Verhältnisse  ungeändert,  wenn  in  ß, ,  Ä, B.,„_^  man  .r.,,  =  0 

setzt,  wodurch  man  erhält: 

B  -.B  ■....:  B..,   ,  =  X":X":...:Xl   ,. 
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Oller,  wenn  man  einen  Multiplicator  ^1/  einführt 

B^  =  MX"^,     B..  =  J/Xl     .  .  .,     -ß2„_j  =  MX^„_,  ■ 
Wir  sehen  also,    dass,    ivenn  man  statt  der   Variabein  .r,,  x.,,  ....  x.j„_^,  x.2„  die 
Variabein  x\,  xl.  ....  .r-l^i,  x.2^  einführt,  vermittelst  der  Gleichungen 

.i'l  =.?■"+ A'2„£i,       ■=»2==*1+'*2n?2'       •    •    •'       ^2«-l  =''^L-l+*2«?27!-l' 

welche  sich  durch  die  vollständige  Integration  der  von  Pf  äff  aufgestellten  gewöhn- 
lichen Dilferentialgleichungen  ergeben,  die  vorgelegte  Differentialgleichung 

0  =  A'j  dx^  +  X.^  dx.^-\ h  Z,^  J-r^,, 

.s/c/i  ?'«.  ffe  Gleichung 

0  =  x;'rf.r;vx'd^<H — ^-X',_,rf.«2;,_l 

verwandelt,  oder  in  eine  andere  Differentialgleichung  mit  einer  Variablen  tveniger, 
welche  aus  der  gegebenen  Differentialgleichung  erhalten  ivird,  ivenn  man  in  ihr 
a;2^  =  0  setzt,  und  .r°,  xl,  ....  a-2„_i  für  x^,  x.,,  ....  x.y„_-^  schreibt.  Die  Inte- 
gration dieser  letzteren  Gleichung  giebt  also  die  Integration  der  vorgelegten,  wenn 
man  in  ihren  Integralgleichungen  wieder  x'l,  x?2,  ...,  X2„_i  durch  Xi.  x„,  ....  .i'2„_i, 
x^n  vermittelst  der  angegebenen  Gleichungen  ausdrückt. 

Nach  der  Pfaffschen  Methode  hat  man  nnn  in  der  Gleichung 

0    =    Xldvl-^XldtU \-K.-x'^4n-X 

eine  der  Grössen  xl,  xll,  ....  x^^^^  einer  willkürlichen  Constanten  gleich  zu 
setzen:    es  sei  also 

wo  «,   eine  willkürliche  Constante.     Die  Differentialgleichung  wird   denmach 

0  =  Xl'cLv"+X^dx^^ hX;',_3<m,_2' 

w^o  in  den  Grössen  A"  für  xl^^^  die  Constante  «,  zu  setzen  ist.  Hat  man  diese 
neue  Differentialgleichung  durch  n  —  1  Gleichungen  mit  n  —  1  willkiirlichen  Con- 
stanten integrirt,  so  füge  man  die  Gleichung 

hinzu,  und  drücke  vermittelst  der  Integralgleichungen  des  ersten  Systems  .i',, 
x\,  ...,  Ä'.°„_i  durch  .^1,  X.2,  ...,  .To«  aus,  so  hat  man  die  «Gleichungen  mit  n 
willkürhchen  Constanten,  welche  der  vorgelegten  Differentialgleichung 

0  =  X^dx^^XJx.,-^ ^X,Jx.,^ 

Genüge  thun. 

16* 
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Man  kann  auf  dieselbe  Weise  mm  wieder  die  Differentialgleichung,  auf 
welche  die  vorgelegte  reducirt  worden  ist,,  auf  eine  andere  mit  zwei  Variabein 
weniger  reduciren.  Das  zu  diesem  Ende  zu  integi-irende  zweite  System  von  Diffe- 
rentialgleichungen erhält  man  aus  dem  ersten,  wenn  man  die  beiden  letzten 
Gleichungen  desselben  fortlässt.  ,r.>„  =  0.  ;r.,„_i  =  «,  setzt,  und  für  .r,,  X,  schreibt 
a\,  X-.  Man  erhält  dann  2n—3  gewöhnliche  Differentialgleichungen  zwischen 
den  2 n  —  2  Variabein  x°.  .r.°,  ....  .r.>„_o.  Als  willkürliche  Constanten  nehme 
man   wieder   die  Werthe    von  x",  .r°.   ....  Xo„^^    für  .r°„_._,  =  0.   welche    wir    mit 

.(',"",  .!\°° r."°_^  bezeichnen  wollen,  und  nenne  X^    den  entsprechenden  Werth 

von  X,",  so  ist  die  Aufgabe  darauf  zurückgeführt,  die  Gleichung 

XOÜ    j     00     ,      -V'ÖO    7     Ol»     .  ,      -<rOU  7     00  .v 

,    da;^  -\-X.,   (Lr^  H l-X,^_^</.c,,„_,  ==  0. 

welche  aus  der  vorgelegten  erhalten  wird,  wenn  man  x^„^x^„_2  =  0,  .r2„_i^«, , 
.r.j„_3  =  «.7  setzt,  wo  «,.  a.,  willkürliche  Constanten  bedeuten,  und  X"",  x""  für 
X,  X  schreibt,  durch  n  —  2  Gleichungen  mit  n  —  2  willkürlichen  Constanten  zu 
integriren.      Zu   diesen  füge  man  die  Gleichung 

und  drücke  xl".  .fa",  .  .  .,  .^■2„-3  vermittelst  der  Integralgleichungen  des  zweiten 
Systems  durch  .t",  x?^,  ....  x?„_,  aus,  füge  wieder  die  Gleichung 

hinzu,     und    drücke   x%   .r;'.    ....   .?;;'„_!   vermittelst    der   Integralgleichungen    des 

ersten  Systems  dui-ch  x^,  .n,  .  .  .,  x,,,  aus,  so  hat  man  die  n  Integrale  der  vor- 
gelegten Gleichung  mit  n  willkürlichen  Constanten.  Indem  man  auf  diese  Weise 
fortfährt  jede  Differentialgleichung,  auf  welche  man  die  vorgelegte  reducirt  hat. 
dadurch  noch  um  zwei  Variabein  zu  verringern,  dass  man  eine  Variable  =  0, 
eine  andere  einer  willkürlichen  Constante  gleich  setzt,  kommt  man  zuletzt  auf 
eine  Differentialgleichung  zwischen  nur  zwei  Variabein: 
X^da-^  +  XM,  =  0, 

wo  in  A",.  A'o  zu  setzen   ist  .r.,,,  ^  .r.,,,.,,  =  •••  ^  .r^  ^  0,  .r.,,,^,  =  ci^,  .ro„_;,  =  a.,.  ... 

,c.j  =  «„_, . 

Bezeichnet   man    daher   mit   «, ,  «...   ....  «„    willkürliche   Constanten ,    so 

besteht  das  ganze  Verfahren  zur  Aufstellung  der  verschiedenen  zu  integrirenden 
Systeme  gewöhnlicher  Diffepentialgleichungen  im  Folgenden.  In  dem  oben  auf- 
gestellten ersten  Systeme  gewöhnlicher  Differentialgleichungen  setzt  man  .ro„  =  0, 
•'■'■•n-1  =  «1,   lässt   die    beiden    letzten  Gleichungen  fort,   und  schreibt  x",  X-    für 
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Xi,  X;,  wodurch  man  das  zweite  System  erhält;  in  diesem  setzt  man  a:g„_2^0, 
x!!„_.f  =  «2-  lässt  wieder  die  beiden  letzten  Gleichungen  fort,  und  schreibt  x,.  , 
X^"  für  X-,  X°,  wodurch  man  das  dritte  System  erhält;  in  diesem  setzt  man 
x^l^_^  =  0,  .^"".s  =  «3,  lässt  wieder  die  beiden  letzten  Gleichungen  fort,  und 
schreibt  .r-"",  X^^^  für  X;'",  X°°,  wodurch  man  das  vierte  System  von  Differen- 
tialgleichungen erhält,  und  so  fort;  zuletzt  kommt  man  auf  die  Gleichung,  welche 
das  n"  System  vorstellt, 

TJ'~'da:f~\xf''dxf~'  =  0. 

Lässt  man  x"  ,  x"  ,  •  .  . ,  .f-L+i  (lie  Werthe  bedeuten,  welche  in  den  2>n  +  l  Inte- 
gralen des  (rt— m)""  Systems  von  Differentialgleichungen  .r,         ,  xl         ,  . . . ,  x^'^+i 

füi'  X2„,^o  =  0  annehmen,  so  geben  die  sämmtlichen  Integralgleichungen  der 
verschiedenen  Systeme,  verbunden  mit  den  Gleichungen 

0        Ou       ouo     ,o" 

die  verlangte  Lösung.      Man  kann  nämlich  in  der  letzten  der  /;  Gleichungen 

vermittelst  des  Integrals  der  letzten  Differentialgleichung   (des  «""  Systems)  x^ 

durch  x^      ,  X2      ,  dann  in  den  beiden  letzten  vermittelst  der  drei  Integrale  des 

(?i  —  1)""' Systems  a:"  ,  xS  ,  X3  durch  .r,"  ,  Xo  ,  x^  ,  x"  ,  dann  in  den  drei 
letzten  vermittelst  der  5  Integrale  des  (n  —  2)"^°  Systems  von  Differentialgleichungen 

Xi  ,  Xo  ,  x^  ,  x^  ,  x^  durch  .r°  ,  x^  ,  .  .  .,  x^  ausdrücken,  und  so 
fortfahren,  bis  man  vermittelst  der  Integration  des  ersten  Systems  alles  in  den 
n  Gleichungen  durch  die  ursprünglichen  Variabein  .^i,  .r,,  ....  X2„  ausgedrückt  hat. 
Wir  haben  gesehen,  dass,  wenn  von  den  2  ?i  Grössen  X^,  X,,  ...,  X„ 
eine  Zahl  n  —  1  verschwindet,  was  den  Fall  der  partiellen  Differentialgleichungen 
erster  Ordnung  giebt,  die  Integration  des  ersten  Systems  von  Differentialglei- 
chungen hinreicht.     Wenn  eine  geringere  Zahl  n  —  m  fehlt,  so  dass 

SO  braucht  man  das  obige  Verfahren  nur  so  weit  fortzusetzen,  bis  man  die 
vorgelegte  Differentialgleichung  auf  eine  mit  2n  —  2??i-|-2  Variabein  reducirt  hat, 
welche  die  Form  haben  wird: 
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indem  die  Coefficienten  von  d.i\      ,  cLvo      ,    ....   rf-t^-m    fehlen.     Die  Integration 
des  77?"'°  Systems  von  DiiFerentialglelchungen  reicht  hin,  die  n  —  m-hl  Gleichungen 
zü  finden,  durch  welche  dieser  Differentialgleichung  Genüge  geschieht,  und  man 
braucht  keine  Differentialgleichungen  weiter  zu  integriren. 
Man  kann  sich  auch  zur  Integration  der  Gleichung 
X^<lv^-+-X.^d.r,-\ hX^,/Ar,„  =  0 

folgender  Methode  bedienen,  welche  von  der  Pfaffschen  verschieden  ist.  Indem 
man  nur  x^  und  i\  als  Variabein  betrachtet,  kann  man  durch  Integration  einer 
gewöhnlichen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  zwei  Variabein 

X^clv^-\-X„da:.^  =   Udu 

setzen.     Betrachtet  man  auch  x^  und  x^  als  Variabein,  so  erhält  man  hierdurch 

X^<lj-^  +  X,dx,^X.,dx^+X^dx^  =   üdu-{-ü'd,i-j+ü"dj-^, 

wo,  wenn  man  ti  statt  x^  einführt,  U,  ü',  U"  Functionen  von  u,  x.,,  x^,  x^ 
werden.  Durch  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
zwischen  drei  Variabein  kann  man.  wie  sich  leicht  zeigen  lässt,  diesem  Ausdruck 
die  Form  geben 

Udu-h  ü'd.r^-\-  ü"d.i-^  =   F,f/i-,+  V,dv.,, 
wodurch  auch 

X^  dj-^  +  X,  (A», + X,  dj:^  +  X^  du-^  =   l\dv^-i-V,  dv.^ . 
Betrachtet  man   noch  .r-,  .;■,.,  als  Variabein,  so  erhält  man  hierdurch: 

X^d.c^+XJ.r.,^ HX,(Ar  =    l\d,-^-hVJ^^+V'd,v^-j-V"d.r., 

wo.  wenn  man  i\,  v.,  statt  x^.  x.j  einführt.  T^, .  V.j.  V\  V"  Functionen  von  i'i, 
Co.  .i'j,  x^,  .Tä,  a',;  werden.  Dem  vorstehenden  Ausdruck  kann  man  durch  Inte- 
gration einer  partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  vier  Va- 
riabein die  Form  geben 

V\dc^+VJr.^+V'd,V-^-hV"dj:,.  =    W^dw^-hWJw,^-^W^d,r^, 
wodurch  auch 

X^da-^^XJx,-\ 'rX.d.r.  =    W^w^-^W,du;^^W^dw^, 

u.  s.  w.  Fährt  man  so  fort,  so  erhält  man,  nachdem  man  zuerst  eine  gewöhn- 
liche Differentialgleichung   erster  Ordnung   zwischen   zwei  Variabein,   und   dann 
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liinter  einander  partielle  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  3, 
4,  .  .  . ,  n  Variabein  integrirt  hat,  zuletzt  durch  Integration  einer  partiellen  Dif- 
ferentialgleichung erster  Oi'dnung  zwischen  n  +  1  Variabein  die  verlangten  n  Glei- 
chungen. Da  nach  dem  oben  auseinandergesetzten  Verfahren  eine  partielle 
Differentialgleichung  erster  Ordnung  zwischen  ^  +  1  Variabein  die  Integration 
von  '2  k  — l  gewöhnlichen  Differentialgleichungen  erster  Ordnung  zwischen  2  ^- Va- 
riabein gefordert,  so  sieht  man,  dass  man  nach  dieser  Methode  eben  so  viel  Sy- 
steme gewöhnlicher  Differentialgleichungen  zwischen  gleich  viel  Variabein  zu 
integriren  hat,  wie  nach  der  früheren  Methode.  Wenn  m  von  den  Grössen 
Xj,  Xv,  .  .  .,  X>„  gleich  0  sind,  so  kann  man  sogleich  bei  diesem  Gange  der 
Operationen  mit  der  Integration  einer  partiellen  Differentialgleichung  erster 
Ordnung  zwischen  n+2  Variabein  anfangen. 
Den  9.  December  1836. 
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NOTE   SUR    L'INTEGRATION    DES   EQUATIONS    DIFFEREN- 
TIELLES  DE  LA  DYNAMIQUE. 


La  forme  que  Lagrange  a  donnee  aux  equations  differentielles  de  la 
dynamique  n'a  servi  jusqivici  qu'ä  operer  avec  elegance  les  difierentes  trans- 
formations  dont  ces  equations  sont  susceptibles,  et  ä  etablir  ayec  facilite  et  dans 
toute  leur  etendue  les  lois  generales  de  la  mecanique.  Mais  on  peut  aussi  tirer 
de  la  nieme  forme  un  profit  important  pour  l'integration  elle-meme  de  ces 
equations,  ce  qui  me  parait  ajouter  une  nouvelle  Branche  ä  la  mecanique  ana- 
lytique.  J'en  ai  marque  les  traits  fondamentaux  dans  une  coramunication  faite 
ä  l'Academie  de  Berlin,  le  29.  novembre  passe,  apres  avoir  eu  Thonneur  de 
presenter  a  votre  illustre  Academie,  il  y  a  environ  une  annee,  un  exemple  propre 
ä  faire  sentir  Fesprit  et  l'utilite  de  la  nouvelle  raethode.  Toutes  les  fois  que 
le  principe  de  la  moindre  action  a  Heu,  j'ai  trouve  que  Ton  peut  suivre  une 
teile  marche  dans  l'integration  des  equations  du  mouvenient  que  chacune  des 
integrales  trouvees  successivement,  rabaisse  leur  ordre  de  deux  unites,  en  ega- 
lant  toujours  Vordre  d'un  Systeme  d' equations  differentielles  ordinaires,  au  nombre 
des  constantes  arbitraires  que  comporte  leur  Integration  complete.  La  propo- 
sition  enoncee  a  lieu  aussi  dans  les  cas  oü  la  fonction  dont  les  derivees  donnent 
les  composantes  des  forces  agissantes  sur  les  differents  points  materiels,  renferme 
explicitement  le  temps.  On  trouve,  par  exemple,  dans  le  cas  d'un  point  oblige 
a  rester  sur  une  surface  donnee  et  soumis  ä  la  seule  action  de  forces  centrales, 
que  l'equation  differentielle  du  second  ordre  de  laquelle  depend  ce  mouvement. 
se  ramene  aux  quadratures  des  qu'on  en  a  trouve  une  seule  integrale.  Les 
lign&s  les  plus  courtes  d'une  surface  rentrent  dans  ce  cas. 

Tout  en  composant  un  memoire  etendu  relatif  a  ces  recherches,  j'ai  ete 
entraine  par  des  questions  sur  la  theorie  des  nombres,  laquelle  a  toujours  ete 
un  objet  de  predilection  pour  im  grand  nombre  de  g^ometres,  et  ce  ne  sera 
qu'apres  avoir  i)ublie  les  resultats  obtenus  dans  cette  matiere  que  je  reviendrai 
a  mon   travail   sur  la   dynamique.     En    attendant,    j'ose  presenter   ä  l'Academie 

17' 
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la  uoto  (loiit  i'ai  parle  ci-dessus  et  qui  vit'iit  cVetre  imprimee  dans  le  Journal 
de   M.    Grelle. 

Oll  y  trouvera  aiissi  de  grands  details  siir  iine  decouverte  qiie  j'ai  ante- 
rieiirement  annoncee  ä  FAcademie:  l'integi'ation  complete  de  ces  equations  diffe- 
rentielles  etablies  par  Legendre,  desquelles  depend  l'existence  d'un  maximum 
Oll  mininiuiii  dans  un  probleme  isoperimetre.  La  methode  dont  je  me  sers  est 
iine  noiivelle  et  remarquable  application  de  la  fameuse  methode  de  la  Variation 
des  constantes  arbitraires,  et  qui  repose  principalement  sur  les  proprietes  im- 
portantes  des  equations  diiferentielles  lineaires  susceptibles  de  prendre  la  forme 

d{Bij')         d\Cij")  (/'"(Pi/'"^) 

■^  dx  dx-  d.v"' 

i/'"^   etant    mis    pour    —j-^-  •      On    parvient   par-lä   h    une    proposition   simple   et 

generale,  et  qui  se  prete  aisement  aux  applications.  Par  exemple,  si  on  Tap- 
plique  aux  lignes  les  plus  courtes  d'une  surface  fermee,  j^^'^tant  d'un  meine 
point,  lesquelles  envelopperont,  en  general,  une  courbe  formee  par  leurs  inter- 
sections  successives,  l'on  aura  le  theoreme  „qu'un  arc  d'une  teile  ligne,  pris 
depuis  le  point  de  depart  commun  et  termine  avant  d'avoir  atteint  le  point  de 
son  contact  avec  l'enveloppe  commune,  est  toujours,  sur  la  surface,  le  plus 
court  chemin  entre  ses  deux  termes,  mais  que  cet  arc  etant  prolonge  au-delä 
Oll  jusqu'au  point  de  contact,  il  ne  sera  entre  ses  deux  terines  ni  le  plus  grand, 
ni  le  plus  court  chemin." 

Je  crois  que  Ton  doit  regarder  le  principe  de  la  moindre  action  comme 
Tun  des  plus  importants  de  la  m^canique.  En  effet,  on  voit  dans  un  memoire 
des  Miscellanea  Taurinensia,  ouvrage  immortel  et  superieur  a  tout  eloge, 
Lagrange  jeune  faire  ressortir  d'un  seul  jet  de  ce  principe  la  mecanique  ana- 
lytique  toute  faite.  Celui  des  vitesses  virtuelles  n'a  ete  appele  qu'apres  coup 
pour  les  demonstrations  methodiques  dans  des  travaux  posterieurs.  Pourquoi 
donc  la  mecanique  analytique,  fille  ingrate,  a-t-elle  voulu  accuser  le  principe 
de  la  moindre  action  comme  inutile?  Si  les  travaux  de  M.  Hamilton,  et  les 
recherches  dont  j'ai  parle  ci-dessus,  ajoutent  essentiellement  ä  la  mecanique  ana- 
lytique, c'est  encore  ä  ce  principe  qu'on  en  sera  redevable. 

II  me  parait  que  le  principe  mentionn6  n'est  pas  presente  ordinairement 
d'une  maniere  assez  claire  et  qu'il  est  meme  impossible  d'en  saisir  le  vrai  sens 
d'apres  la   seule   definition    donnee  et    sans  avoir  recours  ä  sa    demonstration. 
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Cela  vient  de  ce  qu'on  oublie  crajouter.  daiis  la  definition  meme  du  principe, 
que  sous  le  signe  de  l'integrale  qiii  doit  etre  im  minimum,  l'on  suppose  que 
Telement  du  temps  soit  ^limine  au  moyen  de  Tequation  des  forces  vives.  Cette 
deniiere  etant 

oü  h.  est  la  constante  arbitraire,  ce  n'est  donc  pas  Tintegrale 

mais  1  integrale 

qui  (Fapres  le  principe  de  la  moindre  action  est  un  minimum.  M.  Hamilton 
a  eu  soin  d'en  donner  un  enonce  rigoureux,  de  meme  qu'Euler  dans  sa  Nova 
Methodus,  etc.  Mais  il  y  a  une  objection  un  peu  essentielle  ä  faire  contre  la 
definition  de  ce  principe  teile  qu'elle  a  ete  donnee  par  Lagrange  et  qui  se 
rapporte  aux  mots  maximum  et  minimum.  En  efFet,  l'on  prouve  aisement  que 
jamais  le  maximum  ne  peut  avoir  lieu;  qu'il  y  a  toujours  minimum  pour  un 
mouvement  resserre  entre  certaines  limites  et  que,  passe  ces  limites.  il  n"y  a  ni 
maximum  ni  minimum.  En  appliquant  le  principe  au  mouvement  uniforme 
d'un  point  sur  une  surface,  Lagrange  dit  que  dans  ce  cas  il  y  a  minimum, 
puisque  le  maximum  ne peui  pas  avoir  liexi;  Lagrange  a  donc  cru  qu'il  y  avait 
des  cas  oü  le  minimum  devient  maximum.  II  me  parait  qu'en  changeant  en 
maximum  et  minimum,  dans  les  Miscellanea  Taurinensia  et  dans  ses  travaux 
suivants,  le  mot  minimum  dont  seul  se  sont  toujours  servi  Euler  et  Laplace, 
Lagrange  a  voulu,  d'une  maniere  succincte  et  ingenieuse,  censurer  Topinion 
d'Euler  qui,  par  son  principe,  a  cru  pouvorr  formuler  la  providence  divine. 
En  effet,  en  admettant  comme  egalement  possible  le  maximum  et  le  minimum, 
si  l'on  continue  ä  attribuer  ä  l'integrale  en  question  sa  notion  metaphysique, 
ce  serait  dire  que  la  nature  ferait  agir  ses  forces  avec  la  plus  grande  ou  avec 
la  moindre  sagesse.  Plus  tard,  ni  Lagrange  ni  d'autres  qui  l'ont  suivi,  n'ont 
eu  soin  de  verifier  le  maximum  additionnel.  A  present  la  representation  d'une 
loi  comme  theoreme  de  maximum  ou  minimum,  perd  de  plus  en  plus  son  ca- 
ractere  physique  ou  metaphysique,  puisqu'on  prouve  que  de  grandes  classes  de 
problemes  analytiques,  par  exemple  ceux  qui  dependent  de  Tintegration  d'une 
(^quation  a  differences  partielles  du  premier  ordre  entre  un  nombre  quelconque 
de  variables,  sont  susceptibles  d'etre  traduites  en  problemes  isoperimetres. 


134 


NOTE  SUR  L'INTKGRATIOX  DES  EQÜATIONS  DIFFERENTIELLES  DE  LA  DYNAMIQUE. 


Reciproqiiement,  je  prouve  dans  mon  memoire  que  tous  les  problemes 
des  isoperimetres  dans  lesquels  il  y  a  sous  le  signe  integral  un  nombre  quel- 
conque  de  fonctions  d'une  seule  variable  avec  leurs  differentielles  dun  ordre 
quelconque,  peuvent  etre  ramenes  h.  rintt'grati(ni  d'une  et^uatioii  k  differences 
partielles  du   premier  ordre. 

II  me  semble  que  les  remarques  precedentes  peuvent  contribuer  h  re- 
connaitre  quil  n'y  a  aucun  rapprochement,  ni  aucune  sorte  (Tharmonie  entre  le 
principe  de  la  moindre  action  et  la  loi  de  repos,  comme  l'a  cru  Euler  et  meme 
Lagrange.  Euler.  dans  les  memoires  de  Berlin,  a  ete  meme  de  l'avis  qu'en 
considerant  un  mouvement  infiniment  petit,  il  etait  possible  de  deduire  la  loi 
de  repos  du  principe  de  la  moindre  action,  et  qu'il  n'y  avait  la  de  difficulte 
que  pour  demeler  tous  les  infiniment  petits  qui  entrent  dans  la  question.  L'ap- 
parence  d'une  pareille  harmonie  disparait  dejä  en  grande  partie,  si  Ton  met 
Tintegrale  sous  sa  juste  forme 

Mais  ce  qui  parait  prouver  ä  priori  que  le  rapprochement  suggere  par  Euler 
est  impossible,  c'est  que,  d' apres  les  remarques  iaites  ci-dessus,  l'integrale  dans 
les  mouvements  infiniment  petits  est  toujours  un  veritable  minimum,  pendant 
que  dans  la  loi  dite  de  repos,  on  peut  avoir  maximum,  minimum,  ou  ni  maximum 
ni  minimum. 

En  finissant,  je  prends  la  liberte  d'extraire  du  travail,  dont  j"ai  parle 
ci-dessus,  les  theoremes  suivants  que  je  crois  importants. 


I. 

Soient 

d^__oü_  £y__dJJ^  d'z    _    du 

dt-    ^    öx   '       '"   c/f=    ~    dl/    '       '"    dt-    ~    dz    ' 

les  3«  equations  differentielles  du  mouvement  d"un  Systeme  libre:    soit 

\:Sm(da-->fdy"-^dz^)  =  (U+h)dt- 
l"equation  des  forces  vives,  h  etant  la  constante  arbitraire:   soit  V  une  Solution 
complete  de  röquation  ä  differences  partielles 

*-'i[(4^)-(4fr-(4f)1  =  ^'-". 

Solution  qui,  outre  une  constante  ajoutee  par  la  simple  addition,  doit  contenir  Sti  —  1 
constantes  arbitraires  u^,  u.^,  .  . .,  «:j„_i:  je  dis,  en  premier  lieu,  que  les  3«  equations 


da, 

Bii 

-^- 

w. 

dß, 

da 

dt 

da, 
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dv__        IZ^  —  ß  ar    _  l]L  —  t 

da,         ^''        öa,,         ^^^2'     '  ■  ''       c^a:j„_,  "3"-i'      dh     ~~  ' 

dans  lesquelles  ß„  ß^,  .  .  .,  //i,,-,,  sont  3«  noiivelles  constantes  arbitraires,  seront 
les  integrales  completes  des  equations  differentielles  proposees  avec  &n  con- 
stantes arbitraires  a,,  a^,  ...,  «3„  i,  /?i,  ßo,  ■  ■  ■,  ßsn-i,  K  r.  Cela  etant,  sup- 
posons  que  le  mouvement  eprouve  des  pertiirbations  et  que  les  equations  diffe- 
rentielles du  mouvement  trouble  deviennent 

d'a       du      dn  d-y       du      da       ^ 

f/r  dx  dd'  dr  ay  dy  ' 

si.  par  les  formules  du  mouvement  primitif,  on  exprime  la  fonction  £1  par  t  et 
les  6».  constantes  arbitraires,  les  differentielles  de  celles-ci,  dans  le  mouvement 
trouble,  seront 

da^  du  da.^^_,  dii  dh  dÜ 

dt     ^         dß.-,   '      ■   ■   ■'       ~di  ""         3ß»n~i    '      ~di~^         dr    ' 

dß^__dH__  dß-^^,    _  dß  dr    _         dn 

dt     ~        ^«2   '      ■  ■  ■'        dt  ~         aß.,„_j  '        dt     ~         dh 

La  premiere  partie  du  theoreme  n'est  qu'une  generalisation  facile  d'un  theoreme 
de  M.  Hamilton,  ce  dernier  exigeant  que  les  constantes  arbitraires  soient  pre- 
cisement  les  valeurs  initiales  et  finales  des  coordonnees,  et  que  la  fonction  V 
satisfasse  encore  ä  une  seconde  equation  ä  differences  partielles.  La  seconde 
partie  du  theoreme  relative  ä  la  Variation  des  constantes  arbitraires  est  entiere- 
ment  nouvelle.  Je  n'ai  propose  ici,  pour  cause  de  simplicite,  que  le  cas  du 
mouvement  libre,  mais  j'ai  etendu  le  theoreme  avec  facilite  au  mouvement  d'un 
Systeme  soumis  ä  des  conditions  quelconques.  On  trouve  au  moyen  de  ce 
theoreme,  par  le  calcul  meme,  des  elements  dont  les  valeurs  diffei'entielles,  dans 
le  mouvement  trouble,  prennent  la  forme  simple  qu'elles  ont  dans  le  theoreme, 
forme  que  je  designe  dans  mon  memoire  sous  le  nom  de  canonique.  C'est  ce 
qu'on  verifie  aisement  dans  le  mouvement  elliptique,  oü  Fintegration  de  l'equa- 
tion  ä  differences  partielles 

conduit  aux  formules  connues  du  mouvement  elliptique  et  en  meme  temps  aux 
six  elements  propres  a  remplir  le  but  propose,  savoir,  le  grand  axe  inverse, 
la  racine  carree  du  semi-parametre,  le  produit  de  cette  derniere  par  le  cosinus 
de  l'inclinaison,  la  distance  au  noeud  ascendant,  la  longitude  du  perihelie  et  le 
temps  du  passage  par  le  perihölie. 
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Comnie  on  deduit,  d'iine  Solution  complete  quelconque  d'une  equation  ä  diffe- 
rences  partielles  du  premier  ordre,  toutes  les  autres  Solutions  completes,  le  theoreme 
que  je  viens  d'enoncer  donneaussi  la Solution  d'un  autre  probleme  interessant,  savoii*: 

Etant  donne  un  Systeme  quelconque  d'elements  entre  lesquels  et  le  temps 
on  a,  dans  le  mouvement  trouble,  un  Systeme  d'equations  diiFerentielles  de  la 
forme  canonique,  trouver  tous  les  autres  systemes  d'elements  (jui  jouissent  de 
la  meme  propriete. 

La  Solution  de  ce  probleme  est  contenue  dans  le  theoreme  analytique  suivant. 

II. 
Soit  donne  le  Systeme  d'equations  differentielles: 

da^    _  _  öH  da,    _  _  dH  da,,,  _  _  oH 

dt     ~        db,    '        dt'    ~~  db,    '      ■  ■  ■'       dt      ~~  dbm  ' 

db,    _        dB  db,   _        dk  db„,   _        dH 

dt     ~'^  da,   '       dt     """^  a«,   '      ■  ■  ■'       dt     ~'^  da,,,  ' 

H  etant  une  fonction  quelconque  de  t  et  des  vai-iables  a^,  a.,,  ....  </,„.  /*,,  h.^.  . ..,  b,„: 

soient   «, ,  «v.  ....  «„,,  ßi.  ß-,.  ....  ß,„    de   nouveUes  variables    entre  lesquelles 

et  les  precedentes  on  a  les  equations  suivantes: 

dip    ^  öip    ^  Bip    ^ 

c^ßj  '^^'       Oß^  -'     "  '  ''       da^^  ^""^ 

-^^  =  _/,  ^'^'    _A  ^^    —     .1 

Sflj  ''       da.-,  -"      ■   ■   ■'       dd^^  "•' 

ip  etant  une  fonction  quelconque  des  variables  a^,  a,,,  .  .  .,  «„,,  «i,  «25  •  •  •>  «,«> 
sans  contenir  ni  ?,  ni  les  autres  variables:  je  dis  que  si  l'on  exprime,  au  moyen 
des  equations  precedentes,  la  fonction  H  par  t  et  les  nouvelles  A"ariables  a^. 
ct.,,  ....  «„,,  /?,,  ßo,  ....  /?,„,  on  aura  entre  ces  dernieres  des  equations  diffe- 
rentielles, pi-ecisement  de  la  meme  forme  que  les  proposees,  savoii*: 
rfßj  ÖH        da,  dH  du^^^  öH 

dt     ^        ö^'     Ht^^        c^'     ■  ■  ■'       dt      ^  ~  öf?,„  ' 
dß^  dH         dß^  dH  dß^_^  dH 

"dT^'^^u^'  ~dr^'^^dtt^'   ■  •  ■'   ~ir^^~6^^' 

On  peut  deduii-e  de  ce  theoreme  d'autres  theoremes  moins  generaux,  en  mettant 
ip-i-Xipi-h,uyj.2-\-  etc.  au  lieu  de  yj,  et  en  eliminant  les  multiplicateurs  X,  fi,  etc. 
au  moyen  des  equations  1//1  =  0,  xp.,  =  0,  etc.  Les  demonstrations  de  ces  theo- 
remes n'offrent  pas  de  difficulte. 
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In  einer  Abhandlung  von  Encke  im  Berliner  Jahrbuch  für  1837  „über 
die  speciellen  Störungen"  findet  man  die  partiellen  Differentialquotienten  der 
Werthe,  welche  in  der  Theorie  der  elliptischen  Bewegung  eines  Himmelskörpers 
für  seine  Coordinaten  x,  y,  z  und  die  Componenten  seiner  Geschwindigkeit  x', 
y\  z'  erhalten  werden.  Die  Elemente,  in  Bezug  auf  welche  an  dem  ange- 
führten Orte  die  partiellen  Differentialquotienten  genommen  werden,  sind  die 
halbe  grosse  Axe  a,  der  Werth  «  der  mittleren  Anomalie  für  /  =  0,  die  Ex- 
centricität  e  der  Ellipse,  der  Winkel  co  zwischen  dem  Perihel  und  dem  auf- 
steigenden Knoten,  der  aufsteigende  Knoten  ß  der  Ebene  der  Bahn  mit  der 
Ebene  der  x,  y,  die  Neigung  i  der  Ebene  der  Bahn  gegen  dieselbe  Coordinatenebene. 
Da  die  Anzahl  der  partiell  zu  differentiirenden  Ausdrücke,  so  wie  die  Anzahl 
der  Grössen,  nach  welchen  jeder  difterentiirt  wird,  sechs  beträgt,  so  wird  man 

im   Ganzen   36    solcher    partiellen   Difterentialquotienten   -^ ,   -^ ,  etc.  haben, 

welche  S.  305  und  S.  309  der  erwähnten  Abhandlung  übersichtlich  zusammen- 
gestellt sind.  Diese  36  Ausdrücke  werden  gebraucht,  um  die  Coefficienten  der 
Lagrangeschen  Störungsformeln  zu  bilden,  in  welchen  die  partiellen  Differential- 
quotienten der  Störungsfunction  12,  in  Bezug  auf  -die  Elemente  a,  s,  etc.  ge- 
nommen, durch  die  Differentialquotienten  der  gestörten  Elemente  -j- ,  —r- ,  etc. 
ausgedrückt  werden.  Man  kann  hieraus  umgekehrt  die  Ausdrücke  der  Grössen 
—j—,  -j-,  etc.  durch  die  partiellen  Differentialquotienten  -r^ — ,  -^ — ,  etc.  ab- 
leiten. Aber  Poisson  hat  Störungsformeln  gegeben,  durch  welche  man  direct 
diese  Ausdrücke  findet.  Um  in  diesen  letzteren  Störungsformeln  die  Coefficienten 
zu  bestimmen,  hat  man  die  sechs  Integralgleichungen  der  elliptischen  Bewegung 
nach  den  Grössen  a,  (■,  etc.  aufzulösen,  so  dass  diese  Grössen  Functionen  von 
x,  y,  z,  .)■',  y',  z'  und  von  f  werden,  und  dann  diese  Functionen  nach  .r,  y,  z, 
x',  y',  z'  partiell  zu   differentiiren.     Mau  wird  auf  diese  Weise  wieder  86  Aus- 
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drücke  -7^—.   -^r^,  etc.  erhalten,  aus  welchen  die  Coefficienten  der  Poissonschen 
ox  '     oy 

Formeln  zusammengesetzt  sind. 

Statt  der  Grössen  a,  s,  etc.  kann  man  beliebige,  aber  von  einander  un- 
abhängige, sechs  Combinationen  derselben  als  Elemente  einführen.  Hat  die 
Zahl  k  dieselbe  Bedeutung  wie  in  der  angeführten  Abhandlung,  d.  h.  ist  F  die 
Grösse  der  anziehenden  Kraft  für  die  Einheit  der  Distanz,   so  will  ich  statt  a 

Jr  ai 

die  Grösse  -f- .  statt  «  die  Zeit  des  Periheliums  = ^  s,  statt  e  die  Quadrat- 

2rt  '  k  "2 

Wurzel  des  halben  Parameters,  mit  k  multiplicirt,  oder  die  Grösse  /;Va(l  —  e^), 
statt  i  die  Grösse  kyp.co^ii  als  Elemente  einführen.     Setzt  man 

P  —  — 

-^      =a,     k]/p  =  ß,     k}/p.cosi  =  y, 

j--f=a,       o)   =  ß  ,  Q,     =y', 

so  wird  man  leicht  aus  den  Ausdrücken  -^  .   -^ .  etc.  die  partiellen  Differential- 

da   '      de  ■  ^ 

quotienten  von  x,  y,  z,  x'  =  -^ .  y'  =  -^ .  z'  =  —^,   in  Bezug   auf  «,  ß,  y, 

«',  /?',  y'   genommen,    oder  die    36  Ausdrücke  -^ .   -^tt-.  etc.  ableiten  können. 

'   '    '   '      »  '  da  ■     dß  ' 

Ebenso   wird   man.    wenn    die   Ausdrücke  -^^~.   -^r^ .  etc.  bekannt  sind,  daraus 

ox  '     ox 

leicht  die   06  Ausdrücke  -^.   ~-.  etc.  finden.      Aber  wenn  man  diese  neuen. 

O.v  ■       d.r   ■ 

nur  wenig  moditicirten.  Elemente  wählt,  und  die  partiellen Ditfei'entialquotienten  der 
letzteren  Art  mit  den  partiellen  Ditferentialquotienten  der  ersteren  Art  vergleicht, 
so  wird  man  den  merkwiirdigen  Satz  finden,  dass  die  36  jiartieUen  Differential- 
quotienten -^  ,  -^ ,  etc.  den  36  partiellen  Differentialquotienten  -^  ,  -^ ,  etc.  gleich 
oder  von  ihnen  7iur  durch  das  Zeichen  verschieden  sind.     In  der  That  hat  niun: 


dx 

da' 

dx 

dß' 

dx                 dy' 

da 

dx'   ' 

dß 

dx'    ' 

dy                 dx' 

ox 
da'    ~ 

da 
dx" 

dx 
dß'    - 

dß 
dx'   • 

dx  dy 
dy'    ~    dx' 

dx'    ' 
oa 

da' 
dx    ' 

ex' 

dß 

dß' 

dx    ' 

dx'  dy' 
cy                  dx 

dx' 
ca' 

da 
dx    ' 

dx' 

dß' 

dß 

dx    ' 

dx'  dy 
dy'                 ox 

und  ganz  ähnliche  Formeln,    wenn   man  y    und  z  für  x  setzt.     Da   «'   die  Zeit 
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des  Periheliums  ist,  so  kommen  in  den  Integralgleichungen  der  elliptischen  Be- 
wegung die  Grössen  Mmd  et'  nur  in  der  Verbindung  t — «'vor;  man  hat  ferner 
zufolge  des  Satzes  von  der  lebendigen  Kraft: 

-i(^-'.i-'4-y'y'+s'3'). 


Hieraus  folgt: 

dx'   dx'    c?V 

^dc^  ^  "  ~dr' ^  ^  ~dt^ ' 
da    — k^a; 

woraus  man  sieht,  dass  die  Gleichung 

d.f '  da 

und  die  ähnlichen  in  Bezug  auf  y  und  z  die  Differentialcjkiclmngen  des  Frohlems 
selber  sind,  die  also  nur  besondere  Formeln  aus  einem  Systeme  ganz  ähnlicher 
sind,  die  aus  den  Integralgleichungen  abgeleitet  werden  können.  Es  giebt  eine 
unendliche  Menge  Systeme  von  Elementen,  die  man  für  «,  ß,  etc.  wählen  kann, 
für  welche  die  obigen  Formeln  ebenfalls  gelten;  alle  diese  Systeme  können  aus 
einer  allgemeinen  Formel  gefunden  werden. 

Ich  habe  das  Beispiel  der  elliptischen  Bewegung  eines  Himmelskörpers 
gewählt,  weil  in  diesem  das  Theorem  durch  die  bekannten  Formeln  ohne  Schwie- 
rigkeit verificirt  werden  kann.  Aber  es  ist  das  für  dieses  Beispiel  aufgestellte 
Theorem  nur  ein  besonderer  Fall  eines  allgemeinen,  welches  für  alle  Probleme 
der  Mechanik  gilt,  in  welchen  das  Princip  der  Erhaltung  der  Summe  der  le- 
bendigen Kräfte  stattfindet,  und  auch  ausserdem  für  den  Fall,  in  welchem  die 
Kräftefunction  ausser  den  Coordinaten  noch  die  Zeit  t  explicite  enthält,  wenn 
man  nämlich  in  den  Lagrangeschen  Formeln  der  Dynamik  Kräftefunction  die- 
jenige Function  nennt,  deren  partielle  Differentialquotienten,  in  Bezug  auf  die 
rechtwinkligen  Coordinaten  der  Punkte  des  Systems  genommen,  die  auf  diese 
Punkte  in  der  Richtung  der  Coordinatenaxen  wu-kenden  Kräfte  geben.  Nach 
einer  allgemeinen  Formel,  welche  eine  willkürliche  Function  involvirt,  kann 
man  immer  solche  Systeme  von  Elementen  finden,  für  die  mit  den  obigen  ganz 
analoge  Formeln  gelten.  "  Auch  führt  eine  besondere  Methode  der  Integration, 
welche  ich  an  einem  anderen  Orte  mittheilen  werde,  schon  von  selber  auf  ein  solches 
System  von  Elementen.  Wenn  das  System  materieller  Punkte  ganz  frei  ist,  so 
werden  in  allen  mechanischen  Pi-oblemen  von  der  bezeichneten  Gattung  die  dem 
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AVerthe  ^  =  0  entsprechenden  Werthe  der  Coordinaten  und  der  nacli  den  Co- 
ordinatenaxen  zerlegten  Geschwindigkeiten  der  materiellen  Punkte  ein  der- 
ai-tiges  System  von  Elementen.  Wenn  zwischen  den  n  Punkten  irgend  welche 
Verbindungen  stattfinden,  welche  durch  3?i  —  m  Bedingungsgleichungen  gegeben 
seien,  so  kann  man  die  Position  der  Punkte  immer  durch  m  von  einander  un- 
abhängige Grössen  q^,  q.,,  ....  q,„  bestimmen.     Setzt  man  9,' =  — ^   und  drückt 

die  halbe  Summe  der  lebendigen  lu-äfte  T  durch  ^,,  q.,,  .. ..  q,„,  q[.  q!,, ql  aus. 

so  werden  ein  System   von  Elementen   der  genannten  Art  die  dem  t  =  ü  ent- 


sprechenden  Werthe  der  Grössen  q^.  q.,, 

q„,  und  der  Grössen 

ST                   ST 

P'=6qr       '^=    äq: 

'       • 

oT 

Nennt  man  diese  Anfangswerthe  q°.  qL  .  . 

•  ■  ql 

,  pi,  p2,  ....  pl,,  so  hat  man  immer 

Sq.                dpi 
dql                  öp^    ' 

dq, 
dpl 

dql 

dp,  ' 

dp,               3pl 

dql                 dq,    ' 

dp, 
dpl 

dql 
^9, 

in  welchen  Formeln  jeder  der  beiden  Indices  i  und  a  alle  Werthe  1,  2,  ....  m 
annehmen  kann.  Die  partiellen  DLfferentialquotienten  links  vom  Gleichheits- 
zeichen setzen  voraus,  dass  man  in  die  Integralgleichungen  des  Problems  die 
Grössen  5°  und  jj»°  als  die  willkürlichen  Constanten  eingefühi-t  und  diese  Glei- 
chungen dann  nach  den  Grössen  q,  und  p,  aufgelöst  hat,  so  dass  jede  derselben 
eine  Function  von  t  und  von  den  2m  Grössen  q-,  p°  wird.  Umgekehrt  setzen 
die  partiellen  DifFerentialquotienten  rechts  vom  Gleichheitszeichen  voraus,  dass 
man  die  IntegTalgleichungen  nach  den  Grössen  q°,  p°  aufgelöst  hat,  so  dass  jede 
dieser  Grössen  eine  Function  der  Zeit  t  und  der  2m  Grössen  q,  und  p,  wird. 
Man  sieht  leicht,  dass  man  die  letzteren  Ausdrücke  aus  den  ersteren  bloss  da- 
durch erhalten  kann,  dass  man  q,  und  q°,  p,  und  p°  mit  einander  vertauscht 
und   — t  statt  t  setzt. 

Für  jedes  System  von  Elementen,  welches  die  im  Vorigen  erwähnte 
Eigenschaft  besitzt,  erhalten  die  Störungsformeln  eine  möglichst  einfache  Gestalt, 
indem  der  Differentialquotient  jedes  gestörten  Elementes,  genommen  nach  der  Zeit, 
einem  einzigen  partiellen  Differentialquotienten  der  Störungsfunction  gleich  wird, 
dessen  Coefficient  nur  -f- 1  oder  —  1  ist,  wie  dies  für  die  Elemente  q",  p]  bekannt  ist. 

Königsberg,  den  21.  November  1838. 
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SUR   UN    THEOREME    DE    POISSON. 

Lettre  de  C.  G.  J.  Jacobi  a  M.  le  President  de  TAcademie  des  scieuces  de  Paris.) 


M.  de  Humboldt  vient  de  nie  coramuniquer  un  fraginent  (rune  Notice 
biograpliique  sur  M.  Poisson.  dont  la  lecture  m'a  donne  envie  d'adresser  a 
vous,  Monsieur,  et  ä  votre  illustre  Academie,  quelques  remarques  sur  la  plus 
profonde  decouverte  de  M.  Poisson,  mais  qui,  je  crois,  n'a  ete  bien  comprise 
ni  par  Lagrange,  ni  par  les  nombreux  geometres  qui  l'ont  citee,  ni  par  son 
auteur  lui-meme.  Le  theoreme  dont  je  parle  me  semble  etre  le  plus  important 
de  la  mecanique  et  de  cette  partie  du  calcul  integral  qui  s'attache  ä  Tintegration 
d'un  Systeme  d'equations  difFerentielles  ordinaires;  toute  fois,  on  ne  le  trouve 
ni  dans  les  Traites  de  calcul  integral,  ni  dans  la  Mecanique  analytique.  Comme 
Oft  theoreme  ne  servait  qu'a  etablir  une  autre  proposition  dont  Lagrange  avait 
donne  une  demonstration  plus  simple,  celui-ci  n'en  parlait  dans  sa  Mecanique 
analytique  que  comme  d'une  preuve  d'une  grande  force  analytique,  sans  trouver 
necessaire  de  le  faire  entrer  dans  cet  ouvrage.  Et  depuis,  tout  le  monde  ne  le 
regardant  que  comme  un  theoreme  auxiliaire  remarquable  par  la  difficulte  de 
le  prouver  et  personne  ne  l'examinant  en  lui-meme,  ce  theoreme  vraiment  pro- 
digieux.  et  jusqu'ici  sans  exemple,  est  reste  en  meme  temps.  decouvert  et  cache. 
Le  theoreme  en  qaestion,  enonce  convenablement,  est  le  suivant: 
„Un  nombre  quelconque  de  points  materiels  etant  tires  par  des  forces 
et  soumis  ä  des  conditions  telles,  que  le  pi'incipe  de  la  conservation  des  forces 
vives  ait  lieu,  si  Ton  connait,  outre  l'integrale*)  fournie  par  ce  principe,  deux 
autres  integrales,  on  en  peut  deduire  une  troisieme  d'une  maniere  directe  et 
sans  meme  employer  des  quudratures." 


*)  Jo  nomme  integrale  une  equation  u  =  const.  teile  que  sa  dilTereutielle  du  =  0  soit  verifiee  iden- 
tiquement  par  le  Systeme  des  equations  differeutielles  proposees,  sans  avoir  recours  en  aucune  facon  aux. 
equatiüns  integrales. 

IV.  19 
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En  |)Oiirsiiivant  le  meme  procede  on  pourra  trouver  une  quatrieme. 
une  cinquieme  integrale,  et,  en  general,  on  parviendra  de  cette  maniere  h  de- 
duire  des  deux  integrales  donnees  toutes  les  integrales,  ou,  ce  qui  revient  au 
nieme.  Tintegration  complete  du  probleme.  Dans  des  cas  particuliers ,  on  re- 
tombera  sur  une  combinaison  des  integrales  dejä  trouvees,  avant  qu'on  seit  par- 
venu  a  toutes  les  integrales  du  probleme,  mais  alors  les  deux  integrales  donnees 
jouissent  de  proprietes  particulieres  desquelles  on  peut  tii-er  un  autre  profit  pour 
Fintegration  des  equations  dynamiques  proposees.  C'est  ce  qu'on  verra  dans 
un  ouvrage  auquel  je  travaille  depuis  plusieurs  annees,  et  dont  peut-etre  je 
pourrai  bientot  faire  commencer  Timpression. 


DILUCIDATI0NE8  DE  AEQUATIONÜM 

DIFFERENTIALIÜM  VULGARIUM  SYSTEMATIS 

EARÜMQÜE  CONNEXIONE  CUM  AEQÜATIONIBUS 

DIFFERENTIALIBUS  PARTIALIBÜS  LINEARIBÜS 

PRIMI  0RDINI8 


C.  G.  J.  .lACOBI. 

PROF,  OBD.  IIATH    REGIOM, 


Crelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Matlieniatil:.  Bd.  23  p.  1  — 104. 


19* 


DILUCIDATIONES    DE    AEQUATIONUM    DIFFERENTIALIUM 

VULGARIUM    SYSTEMATIS  EARUMQUE  CONNEXIONE  CUM 

AEQUATIONIBUS  DIFFERENTIALIBUS  PARTIALIBÜS 

LINEARIBÜS  PRIMI  ORDINIS. 


Introdiictio  et  Arguinentum. 
1. 
Calculum  aequatioiiLim difterentialiiim  partialiiim  d' Alembertiis  et  Eiilerus 
invenere.  Ciiius  primum  problemata  particularia  quaestioniim  physicanim  oblata  oc- 
casione  tractavere.  Mox  vero  Eulerus  Universum  illum  Calculum  ad  examen  rigo- 
rosum  vocat,  quid  in  singulis  eius  partibus  praestari  possit,  quid  desideretur  exponit 
eaque  ratione  novam  fonnat  discij^linam.  Cui  ille  fere  totum  Tomum  tertium 
institutionum  Calculi  Integralis  dicavit.  In  tarn  nova  re  haud  niininium  inipe- 
dimenti  quaestioni  inerat  de  classificatione  idonea,  quid  pro  priuio  quid  pro 
secundo  statuendum  esset,  quid  simplex  quid  complicatius;  nam  ubi  tot  obsta- 
bant  difficultates  inextricabiles,  magnum  habebatur  alias  reducere  ad  alias,  quae 
licet  et  ipsae  invictae  leviores  tarnen  viderentur.  Eulerus  putabat  non  ordineni 
differentialium  partialium,  quae  aequationes  propositas  ingrediuntur,  genuinuni 
classificationis  constituere  criterium,  nam  ordinis  secundi  aequatio  physico  ])ro- 
blemate  oblata  omnium  prima  soluta  erat;  non  gradum  aequationis,  nam  erat 
ei  amplas  aequationum  non  linearium  classes  solvendi  copia,  dum  aequationum 
linearium  vel  primi  ordinis  et  inter  tres  variabiles  solutionem  non  in  potestate 
liabebat.  Praetulit  ille  eam  divisionem  tractationis  aequationum  differentialium 
partialium,  quae  e  numero  variabilium  petitur.  Qua  de  re  aequationes  secundi 
et  tevtii  ordinis  inter  tres  variabiles  tractavit,  antequam  aequationes  primi  or- 
dinis inter  quatuor  variabiles  aggressus  est,  quas  etsi  lineares  sint  difficiliores 
aestimavit.  Saue  fieri  potest  ut  aliquando  aequationum  differentialium  partialium 
altiorum  onliuum  natura  melius  perspecta  Eulerum  inveniamus  in  hac  re  non 
tarn  a  vero  aberravisse,  siquidem  problematum  solutioiieni  ad  tinciii  duci.n'e  pro- 
ponitiu-  iicque  acquiescimus  earuin  reductione  ad   alia  et  ipsa  iui'xtricabilia.      Illo 
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juiti'iii  tc'iiiporc  siciiti  fere  nostro  aeqiiationes  differeiitiales  partiales  pro  solutis 
lialH-liaiitiii-.  -iniiilac  carum  reductio  ad  aeqiiationes  differentiales  vulgares  con- 
tiLivrit.  vt  lior  (iuiiU'iu  respectu  Eulerianam  Classificationen!  novimus  valde 
erroiu-ani  esse.  Xani  pro  aeqiiationibus  differentialibus  partialibus  secundi  et 
tei-tii  ordinis  vel  inter  tres  variabiles  eam  rediictionein  ad  aeqiiationes  differen- 
tiales vulgares  difficillimam  ac  plerumque  impossibilem  etiaui  nunc  reputamus. 
n-dnctio  autem  aequationum  diiferentialium  partialium  primi  ordinis  inter  quem- 
lil)et  variabiliuin  nnmerum  constat.  Quin  etiain,  si  aequatio  differentialis  par- 
tialis  primi  oi-dinis  est  linearis,  eins  reductio  ad  aequationes  differentiales  vul- 
gares hodie  ad  pi-inia  elementa  refertur.  dum  ea  reductio  pro  aequationibus 
diff'erentialibus  partialibus  primi  ordinis  non  linearibus,  quaiuvis  praestari  possit, 
materies  tarnen  difficilis  et  profunda  censeri  debet.  Quocirca  etiam  hoc  pro 
progressu  in  hac  theoria  habere  debemus.  quod  distinguere  solemus  inter  aequa- 
tiones differentiales  partiales  lineares  et  non  lineares,  quam  distinctionem  in 
Euleriano  Opere  non  invenimus.      Quippe  qui  aequationes  inter  quantitates 

^     ^     dz      dz 

distinguebat  numero  harum  quantit;ituni,  quem  aequatio  proposita  involvit, 
primum  de  aequationibus  quaerens  sohnn  alterum  diff"erentiale  implicantibus. 
deinde  de  iis  quaerens  aequationibus,  quae  praeter  utrumque  diff"erentiale  nullam 
vel  unam  vel  duas  vel  oinnes  tres  variabiles  x,  y,  z  implicant.  Quarum 
quaestionum  primam,  secundam,  tertiam  generaliter  absolvit;  quartain  nonnisi 
pro  aequationibus  linearibus  et  quae  ad  eas  revocari  possunt;  quintam  nonnisi 
plurimis  hiculentis  exeraplis  illustravit.  Generaliter  Eulerus  reductionem  prae- 
stitit,  quoties  ad  aequationem  diff'erentialem  primi  ordinis  inter  duas  variabiles 
fieri  potuit  neque  consideratione  systematis  plurium  aeijuationum  diffei-entialium 
vulgarium  simultanearum  indigebat.  lila  autem  exempla  ab  eo  ita  exhausta 
esse  videmus.  ut  postea  111.  Lagrange  nonnisi  unum  vere  novum  addendiun 
invenerit.  *) 

111.  Lagrange  (^Acad.  Her.  a.  1779  p.  I.j2  — 160)  aequationum  difteren- 
tialiuiu  partialium  primi  ordinis  linearium  solutionem,  hoc  est  reductionem  ad 
aequationes  differentiales  vulgares,  primum  obiter  et  adumbrata  tantum  demon- 
stratione  dedit.  De  illa  demonstratione  pretiosa  alio  loco  mihi  agendum  erit. 
Aliam  postea  dedit  demonstrationem   in  Commentatione 

*)  Acid.    ßerol.   a.  1772  pag.  3GC. 
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-Methode  Generale  povr  integrer  leg  equations  aux  differences  pmiielles 
et  du  prhnier  ordre,  lorsque  ces  differences  ne  sont  que  lineaires", 
Acad.  Ber.  a.  1785  p.  174—190*).  Secl  quaeri  possit  quidnam  ea  reductione 
alterius  problematis  ad  alterum  lucremur.  Dici  solet,  aequationes  difFerentiales 
vulgares  per  series  infinitas  integi-ari  posse,  sed  idem  valet  de  aequationibus 
ilUs  differentialibus  partialibus.  Quae  etiam  melius  per  series  infinitas  directe 
solvuntur,  cum  intervenientibus  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  post 
earum  integrationem  per  series  infinitas  effectam  insuper  adhuc  resolutiones 
aequationum  molestissimae  vel  eliminationes  inextricabiles  poscantur.  Quid? 
quod  methodus  generalis  aequationes  differentiales  vulgares  per  series  infinitas 
integrandi  serie  Tayloriana  nititur,  series  autem  Tayloriana  ipsa  nil  est  nisi 
aequationis  differentialis  partialis  solatio  per  seriem  infinitam.  Tentando  autem 
per  Multiplicatores  investigandos  integrationem  finito  terminorum  numero  con- 
stantem,  e  contrario  aeqLi,ationes  differentiales  vulgares  ad  aequationem  differen- 
tialera  partialem  linearem  primi  ordinis  revocantur.  Methodi  porro  particulari 
problemati  solvendo  idoneae  perinde  ex  ipsius  aequationis  differentialis  pai-tialis 
propositae  indole  atque  ex  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  peti  possunt. 
^ec  minus  omnia,  quae  spectant  solutionis  generalis  naturam.  eius  inventionem 
e  solutionibus  particularibus,  simplificationem  per  solutiones  particulares  iam 
inventas,  eadem  faeilitate  ex  ipsis  aequationibus  differentialibus  partialibus  con- 
cluduntur,  nullis  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  intercurrentlbus.  Quod 
non  dico,  ut  insigni  invento  aliquid  detrahatur,  quod  suo  tempore  celeberrimum 


*)  Observat  Cl.  Lacroix  {TraiU  du  valcul  differentid  et  du  calcul  integral,  ime  Edition.  T.  IL  p.  548), 
quamvis  111.  Lagrange  revocaverit  et  aequationes  differentiales  partiales  primi  ordinis  non  lineares  inter  tres 
variabiles  ad  alias  lineares  inter  quatuor  et  has  ad  aequationes  differentiales  vulgares,  reductionem  tarnen 
aequationum  differentialiiun  partialium  primi  ordinis  non  linearium  inter  tres  variabiles  ad  aequationes  diffe- 
rentiales vulgares  non  ei,  sed  Geometrae  Charpit  tribuendam  esse.  Quod,  qui  lentum  ingenii  humani  pro- 
gressum  ignorat,  facile  mirari  possit;  nam  qui  utrumque  invenit  et  .4  =  ß  et  B  =  C,  ei  vindicari  posse 
videtur  inventio  esse  A  =  C.  Sed  111.  Lagrange  ipse  illam  affirmare  videtur  sententiam;  postquam  enim 
alteram  inventionem  iam  a.  1772,  alteram  a.  1779  fecerat,  tarnen  a.  1785  in  Commentatione  citata  pro  re  im- 
possibili  liabuit,  quod  de  ipsius  inventionibus  tanta  faeilitate  demanat.     Etenim  1.  c.  p.  188  aequationem 


^  +  -^4+^'f  =  eos.l/rPx^^yi+(|l)V(-|)^, 

in  qua  X  et  Y  datas  quaslibet  ipsarum  x,  y,  z  functiones  designant,  generaliter  ait  non  integrabilem  esse 
per  lälam  me/hodum  cognitam,  supponendum  esse  cosu<  =  0,  ut  linearis  evadat  ideoque  per  methodos  ab  eo 
traditas  ad  aequationes  differentiales  vulgares  revocari  possit.  Si  Commentatio  iuvenis  praematura  morte 
abrepti  a.  1782  Academiae  Parisiensi  communicata  per  tot  discrimina  rerum  adhuc  conservata  est,  opfandum 
est,  ut  Cl.  Liouville  eam  in  insigni,  cuius  publicationi  praecst,  Diario  Jlathematieo  collocare  atque  e  scriniis 
aoailomicis  resuscitare  vclit. 
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erat  ut  (|U()i]  ivni  in  aprico  jMisiiit.  de  qua  ipse  Eulerus  desperavit.  Qiiod 
liic  all  111.  Lai^ran^e  praestitimi  esse  videmus.  id  semper  in  rehus  iiiathematicis 
simiinimi  iM'it.  \iiiculum  atque  connexionem  invenire  probleiuatiini.  <i>uamquaui 
([uoi]  altcrius  ad  altenini  reductioneni  attinet.  modo  illud  ad  lioe  modo  hoc  ad 
illiid  iT-vocarc  coiiveniet.  Qua  de  re  mirari  non  dehes,  qiiod  in  hac  Conuuen- 
tatioiu'.  cum  milii  disserendum  esset  de  lialiitu  at(jne  natura  aequat'umum.  quibus 
iiitegrantur  aeijuationum  differentialium  vulgarium  simultanearuui  systemata, 
ratius  esse  <lnxl  ab  aequationibus  dififerentialibus  partialibus  linearibus  primi 
ovdinis  pi-oticiscl  liaiumque  Solution!  contra  Analyticorum  usum  illarum  integra- 
tionem  superstruere.     Qua  in  re  111.   Cauchy  mecum  consentire  videtur. 

In  aequationibus  difFerentialibus  vulgaribus  simultaneis  plures  variabiles 
pro  earum  unius  functionibus  habentur,  in  aequationibus  differentialibus  partia- 
libus una  variabilis  est  functio  aliarum  plurium  a  se  independentium.  Func- 
tiönes  unius  pluriumve  variabilium  independentium  etiam  rariabiles  dependentes 
vocamus.  Aequationes  ab  omnibus  ditFerentialibus  vacuas,  quibus  aliae  varia- 
biles ab  aliis  pendent,  voco  aequationes  iinitas.  Quo  facilius  ipso  sermone  intelli- 
gatur.  utrae  innuantur  aequationes  diiferentiales.  integrari  dixi  aequationes  diffe- 
rentiales  ubi  sunt  vulgares,  soivi  ubi  sunt  partiales.  Ex  aequationibus  integra- 
libus  autem  eas  pro  ceteris  distinxi  iisque  Integralium  nomen  imposui,  quae 
differentiatae  per  aequationes  differentiales  vulgares  pi'opositas  identicae  fiunt. 
nullis  in  auxilium  vocatis  aequationibus  tinitis.  Integrationem  functionis  unius 
variabilis,  sicuti  saepius  quam  vis  improprie  tit.  appellavi  Quadratwam.  Diffe- 
rentiale functionis  plurium  variabilium.  quae  inter  düferentiandum  omnes  pro 
earum  unius  functionibus  habentur.  differentiale  compJetum  dixi.  quo  distinguatur 
a  difterentiali  partiali  sive  unius  respectu  vai-iabilis  ita  suuito.  ut  reliquae  inter 
differentiandum  pro  Constantibus  habeantnr.  DitiVrentiationem  vulgarem  .sym- 
bolo  indicavi  ■ 

dum  differentiationi  partiali  symlioluni 

5 
adhibui.  Si  certae  variabilium  independentium  functiones  ipsae  pro  variabilibus 
independentibus  siununtur  earumque  respectu  differentiationes  partiales  insti- 
tuuntur,  haec  nova  differentialia  partialia  uncis  inclusi,  ut  a  differentialibus  par- 
tialibus variabilium  independentium  propositarum  respectu  sumtis  distinguerentur. 
In  hac  Commentatione  saepius  de  functionibus  atque  aequationibus  a  se 
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independentihus  sermo  est.  De  quibus  haec  adnoto:  Fimctiones  plurium  varia- 
bilium  a  se  independentes  sunt,  si  nidla  inter  eas  locum  habet  aequatio  identica 
ab  ipsis  variabilibus  vaciia.  Si  fimctiones  plura  implieant  quantitatum  syste- 
mata  (i,  a^.  etc..  h,  i, .  etc.,  eas  ipsarum  a,  o,,  etc.  rcspectu  a  se  independentes 
dicü,  si  nulla  inter  fimctiones  eas  aequatio  extat  identica  ab  omnibus  a,  a^,  etc. 
vacua.  quamvis  quantitatibus  h,  h^,  etc.  affecta.  Si  habentur  m  functiones  n  quan- 
titatum a,  «1,  etc.  respectu  a  se  independentes,  fieri  debet  n'^m,  ac  semper 
e  numero  quantitatum  a,  a,,  etc.  dabuntur  m,  quae  per  reliquas  ipsasque  m  func- 
tiones exprimi  ^^ossint,  unde  semper  etiam  loco  m  quantitatum  a,  «,,  etc.  ipsae 
m  functiones  pro  variabilibus  sumi  possunt  independentibus,  quas  tamen  m  quan- 
titates  ex  ipsarum  a,  a^,  etc.  numero  non  semper  ex  arbitrio  elifiere  licet.  Aequa- 
tiones  m  inter  »  quantitates  a,  «i,  etc.  propositas  a  se  independentes  dico  eas, 
quarum  ope  possunt  m  e  quantitatum  a,  o,,  etc.  numero  per  reliquas  quantitates, 
quas  aequationes  implieant,  determinari.  Ex  illis  igitur  aeijuationibus  non  fieri 
potest,  ut  omnes  simul  quantitates  a,  «,,  etc.  eliminentur  atque  aequatio  pro- 
veniat  inter  alias,  quas  aequationes  implicare  possunt,  quantitates  h,  bi,  etc.  al) 
omnibus  a,  «i,  etc.  vacua.  Vide  de  liis  rebus  Comm.  «De  Determinantihns  func- 
tionalihus"  Diario  Crelliano  Vol.  XXII.  Fase.  IV.  insertam.  (Cf.  T.  III  p.  395 
hujus  editionis.) 

Est  Propositio  gravissima  Oalculi  Differentialis,  functiones  aequationibus 
diiferentialibus  deterininatas  semper  plures  involvere  posse  variabiles  quam 
aequationes  differentiales ,  quibus  determinantur.  Quae  variabiles  illis,  quas 
aequationes  differentiales  implieant,  accedentes  vocantur  ab  Analyticis  Constantes 
arhiirariae,  Constantes  scilicet,  quia  earum  variabilitatis  in  aequationibus  diffe- 
rentialibus  propositis  respectus  non  habetur,  atque  arbitrariae,  quippe  quae  ad 
eas  non  pertinent  quantitates  constantes,  quae  ipsas  aequationes  differentiales 
afficiunt  propositas.  Quamlibet  autem  quantitatem  aequationes  differentiales  in- 
gredientem  pro  Constante  habemus  quamvis  alias  variabilem,  cuius  respectu  in 
iis  quidem  aequationibus  nulla  differentiatio  instituitur.  Eiusmodi  Constans  ipsas 
quoque  functiones  jjer  integrationem  determinandas  afficit,  sed  quamvis  sit  inde- 
finita,  non  ^ocabitui-  arbitraria,  quia  in  functionibus  quaesitis  ei  non  valor  arbitra- 
rius  sed  idem  ei  valor  suppetit  atque  in  aequationibus  differentialibus  propositis. 

Si   X   variabilium   independentium   .c,.  .r., .r„   functio   est.    generalius 

dici  potest.  quantitatum  x,  .r, ,  ....  ,c„  unani  ([uanilibet  reli([uaruni  functioneni 
esse  seu  inter  omnes  extare  aecjuatioiiem  /'=  U.  Qua  de  re  fur.ctionis  x  loco 
IV.  2U 
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(jiüieri  potest  illa  functio  f,  at(iue  dilFerentialiuin  ipsiiis  x  partialiuin  loco  intro- 
diici  possunt  l'uiietionis  /'  differcntialia  partialia.  Hac  ratione  ex  aequatione  inter 
variabiles  x.  .f,.   ....  x„  ipsius(ine  x  diflferentialia   partialia  proposita   prodit  alia 

inter  x,  .?■, x„  atque  fiinctionis  quaesitae  /' differcntialia  partialia.     Sed  non 

iiecessariiini  erit  ut  oa  aequatio  per  se  spectata  locum  habeat,  sed  tantum  opus 
est  ut  valeat.  (juoties  inter  x,  .r, .  ....  x„  habetur  aequatio  /'=  0.  Cui  incom- 
modo  ()l)venitur  atque  obtinetur  ae(|uatio  differentialis,  quae  nulla  alia  advoeata 
aequatione  finita  locuni  habere  debet,  si  ponimus.  functionem  quaesitam  ,r  in- 
volvere  aliquam   Constantem  ai-bitrariam  «,   atque.  aequatione 

ipsius  «  respectu  resoluta,  aequationem  inter  x,  x^,  ....  x„  quaesitam  exhibemus 

per  /'='^^  ipsa  /'Constante  arbitraria  a  prorsus  vacante.     Ex  aequatione  f  =  cc 

seciuitur 

df_ 

d.c.  vf 

c.v 

quibus  fonnulis  substitutis  obtinetur  aequatio  transformata.  Quae  cum  ipsani 
a  non  implicet.  etiam  non  advoeata  aequatione  /'^  «  valere  debet.  Nara  hoc 
ut  principium  tenendum  est,  si  m  aequationibus  inter  variabiles  a,  «j,  etc.  aliasque 
Ih  A,.  etc.  propositis  possint  m  quantitatum  a,  a^,  etc.  per  reliquas  determinari, 
ae(|uati()nem  aliquam  ob  omnibus  a,  a^,  etc.  vacuam  necessaino  identicam  esse. 
Nisi  enim  identica  esset,  aequationi  inter  solas  variabiles  h,  h^.  ...  eo  satisfieret, 
(|Uod  aliae  quantitates  a,  «,.  etc.  eam  aequationem  non  afficientes  certis  Ipsarum 
b.  bj,  etc.  functionibus  aequantur,  quod  absurdum  est.  Ita  ubi  inter  .r,  .r,,  ...,  .r„ 
atque  functionis  f  differcntialia  partialia  locum  habet  aequatio  ex  aequatione 
(juidem  f^  cc  differentiatione  deducta,  ab  ipsa  auteni  ce  vacua.  ea  identica  esse 
debet;  neque  enim  alicui  inter  solas  x.  x^.  ....  x„  relationi  eo  satisrieri  potest, 
quod  earum  variabilium  functio  novae  quantltati  c  aequatur. 

Aequatio  differentialis  partialis  linearis  primi  ordinis  inter  ti-hl   variabiK- 
.r,  Xi,  .  .  .,  x„  forma  gaudet  sequente: 

(1)     X  =  X  4^+X,^+...H-X,,-J^, 

designantibus  X,  A", ,  etc.  ipsarum  .r,  a', ,  ....  ,r„  functiones.  Cuius  solutio  >i 
])ünitin'  dari  aequatione  f  ^  u.  transl'ormatur  aequatio  praecedens  in  haue: 
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(2)  o  =  x4-.+x^J:L+...^xJL^ 

cuius  indolem  facilius  perspicere  licet  quam  aequationis  (1).  Seinper  ei  aequa- 
tioni  satisfit  ponendo  /'=  Constans,  sed  eam  inter  sokitiones  non  refero.  Ex- 
eeptionis  tantiim  locus  erit.  si  unica  adest  variabilis  x,  quo  casu   aec[uatio 

4r  =  <> 

solam  habet  solutionem  /=  Constans,  hoc  est  /'  vacuam  esse  a  variabili  x,  quam- 
vis  alias  implicare  possit  variabiles,  quae  in  ea  aequatione  differentiali  Constan- 
tium  vicem  gerunt.  Ut  indagetur  natura  solutionis  jnaxime  generalis,  qua 
aequatio  (2)  gaudere  potest,  proficisci  debemus  a  propositione,  quam,  nisi  ut 
Postulatum  ponere  placet,  per  series  infinitas  demonstrare  licet,  aequationem  (2), 
si  n  >>  0.  omnino  aliquam  habere  solutionem  praeter  Constantem.  Hoc  uno  pro- 
bato  sive  concesso  demonstrari  potest,  aequationem  (2)  gaudere  n  solutionibus 
a  se  independentibus  iisque  inventis  solutionem  generalem  earum  esse  functionem 
arbitrariam. 

Docet  aequatio  (2),  per  aequationes  quascunque  finitas,  quae  satisfaciant 
aequationibus  differentialil)us  \'ulgaribas  simultaneis 

(3)     cA.:<^:...:,^,  =  X:X,:...:X, 
et  per  quas  quantitates 

JL     J!L     ...     j:L_ 

dx    '        dx^   '       ■   ■   ■'         |5.j.^^ 

non  infinite  magnae  evadant,  evadere  /'  Constanti  aequalem.  Qua  Propositione 
integratio  systematis  aequationum  differentialium  vulgarium  simultanearum  intime 
connectitur  cum  solutione  aequationis  diiferentialis  partialis  linearis  primi  ordinis. 
Aequando  enim  aequationis  (2)  solutiones  n  a  se  independentes  f^.  f.,,  ....  [„ 
Constantibus  ai-bitrariis  a^.  a...   .  .  .,  a,^,  obtinentLu-  aequationes 

(4)  A  =  «p  /;  =  «-  •  •  M  /;,  =  «„ 

quae  sunt  maxime  generales,  quibus  aequationes  differentiales  vulgares  (3)  inte- 
grare  licet. 

Quamvis  aequationes  (3)  tantum  difterentialia  prima  implicent.  ad  earum 
tamen  formam  revocari  possunt  aequationes  difl'erentiales  vulgares  difterentialia 
cuiuscunque  ordinis  implicantes,  ipsa  diff'erentialia  praeter  altissima  quaeque  pro 
novis  variabilibus  dependentiluis  introdueendo.      Quod  immediate  fit.  si  ita  com- 

20* 
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jjaratae  sunt  aequationes  differentiales  propositae,  ut  düFerentialia  altissima  sin- 
Üiila  ])er  ipsas  variabiles  atqae  inferiorum  ordinum  differentialia  exprimi  possint, 
sive  ut  ex  iis  nullani  deducere  liceat  aequationem  ab  omnibiis  simul  differen- 
tialibus  altissimis  vaciiam.  Scilicet  quoties  aequationes  differentiales  vuln-ares 
revocari  possunt  ad  formam  sequentium: 

(5)     J^  =  A,     -^  =  ß,     etc.. 
^  ^       dt"  '        (If 

in  (juibiis  expressiones  .4.  B,  etc.  non  altioribus  afficiuntiir  ipsarinn  a;  y,  etc.  diffe- 
reatialibus  quam  respective  (j^  — 1)'",  (<?  — 1)'",  etc..  earum  locum  tenent  aequa- 
tiones differentiales  primi  ordinis  forma  aequationum  (3)  gaudentes  inter  varia- 
biles l+j5-t-^-f-  etc. 

</.;•         d-x  d''-\v  dij        d'y  d''~\ 

t,   .r,   ,     — ^,      .  .  .,     ^,    y,  -^,     — --.      .  .  .,     r- .     etc. 

dt         dt}  dt"-'  dt         dt-    '  dt''-'    ' 

Quarum   aequationes   integrales   maxime   generales   implicabunt  Constantes   ai-bi- 

trarias  j:» -)-$-!-  etc.      Per  differentiationes    et  eliminationes    aequationes  (5)    in 

alias  transformare  licet,  quibus  eadem  forma  est  sed  aliis  altissimorum  differen- 

tiallum  ordo,  ita  tarnen  ut  altissimorum  ordinum  summa  j^  +  ^-f-  etc.  immutata 

maneat.     Poterunt  exempli  gratia  aequationes  (5)  in  alias  transformari,  quarum 

una  est  aeqiiatio  differentialis  (p  +  ?4 — )'*  ordinis   inter  x  et  t,   reliquis  autem 

ipsae  variabiles  y  etc.  per 

dx  '    d'+'-'x 

t,      X,      ,       ....       ; r- 

'  '         f/«'  dt'-^''-' 

exprimuntur.  Dicere  conveniet  eiusmodi  systema  aequationum  ditferentialium  (5) 
{p-^q-^ — )"  ordinis  esse,  qui  systematis  ordo  idem  erit  atque  numerus  Con- 
stantium  arbitrariarum,  quibus  aequationes  integrales  maxime  generales  afficiuntur. 
Si  aequationes  differentiales  propositae  non  per  solas  eliminationes  ad  formam 
aequationum  (5)  revocari  possunt,  id  semper  per  differentiationes  advocatas 
praestari  potest.  Quae  quales  fieri  debeant  differentiationes,  sine  magno  negotio 
singulis  casibus  cognoscitur.  Sed  ea  res  per  praecepta  generalia  non  ita  facile 
absolvi  posse  videtur;  qua  de  re  solutio  generalis  problematis,  systematis  aequa- 
tionum diferentialium  vulgarinm  simultanearum  ordinem,  ■  determinare ,  adhuc  in 
desiderio  est. 

Aequationes  (4),  quibus  systema  aequationum  differentiälium  vulgarium  (3) 
integTatur.  earum  dicuntur  aequationes  integrales  completae,  quas  videmus  affici 


DILUCIDATIONE.S  DE  AEQUATIONIUI  DIFFERENTIALIUM  VUEGARIUM  SYSTEMATIS.  157 

n  Constantibiis  arbitrariis. '  At  si  dicitur,  aequationes  integrales  completas  esse 
i-as,  quae  n  Constantes  arbitrarias  involvunt,  tacite  subintelligendiim  est,  non 
l»osse  Constantes  arbitrarias  ad  minorem  numerum  revocari,  aequationes  idonee 
inter  se  combinando  atque  certas  quasdam  Constantium  arbitrariarum  functiones 
pro  ipsis  Constantibus  arbitrariis  in  aequationibus  transformatis  introducendo. 
Aequationibus  integralibus  completis  sie  definitis,  semper  Constantes  arbitrariae 
per  variabiles  x,  x-^,  .  .  .,  x„  exprimi  possunt,  sive  üs  eonciliari  potest  forma 
aequationum  (4);  simul  functiones  /'i,  f,,  .  .  .,  f,„  resolutione  aequationum  inte- 
gralium  provenientes,  solutiones  erunt  a  se  independentes  aequationis  differen- 
tialis  partialis  (2).  Neque  ex  aequationibus  integralibus  completis  deduci  potest 
aequatio  finita  ab  omnibus  Constantibus  arbitrariis  vacua.  Quae  est  magni 
momenti  propositio;  quoties  enim  ab  aequationibus  integralibus  completis  pro- 
fecti  ad  talem  pervenimus  aequationem,  tuto  concladere  licet  eam  identicam  esse. 

Est  gravissima  pi'opositio,  quae  ex  antecedentibus  sequitur,  unicum  extare 
aequationum  integralium  completarum  systema,  ex  eoque  provenire  alia  omnia 
aequationum  integralium  systemata,  Constantes  arbitrarias,  quas  insohit.  idonee 
determinando  seu  per  alias  Constantes  arbitrarias  exprimendo.  Cuius  rei  singu- 
laribus  tantum  casibus  exceptiones  quaedam  obvenire  possunt,  de  quiljus  in  hac 
quidem  Commentatione  non  agam.  Propositis  igitur  inter  n  -+- 1  variabiles 
n  aequationibus  finitis,  ex  bis  quidem  varia  systemata  n  aequationum  dilferen- 
tialium  vulgarium  primi  ordinis  deinvari  possunt  pro  variis  mutationibus,  quas 
per  ipsas  n  aequationes  finitas  expressiones  differentiationibus  prodeuntes  subire 
possunt,  atque  varia  illa  aequationum  differentialium  systemata  complete  integra- 
buntur  aequationum  finitarum  systematis  maxime  inter  se  diversis.  Fieri  tamen 
debet,  ut  illa  aequationum  finitarum  systemata  quamvis  inter  se  diversa  in  ipsas 
aequationes  propositas  simul  omnia  redire  possint,  Constantes  arbitrai'ias ,  quas 
involvunt,  idonee  determinando. 

Cum  n  Constantium  arbitrariarum,  quas  aequationes  integrales  completae 
involvunt,  functiones  7i  quaecunque  a  se  independentes  pro  ipsis  Constantibus 
arbitrariis  sumi  possint,  prae  caeteris  memorabilis  est  electio  Constantium  arbi- 
trariarum, quae  variabilium  Xi,  x.2,  .  .  .,  a'„  aequales  sunt  valoribus  initialibus 
a;",  X2,  .  .  . ,  x",  ipsi  x  =  x°  respondentibus.  Proveniunt  ea  ratione  n  aequationes 
inter  duo  quaecunque  systemata  valorum  simultaneorum  variabilium  .x-",  a.-,",  ...,  x^ 
atque  x,  Xi,  .  .  .,  ;i'„,  quorum  alterum  si  valores  initiales  appellavimus,  alterum 
valores  finales  vocare  licet.     Aequationibus   integralibus  completis   ita  expressis, 
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in  uiiaciiiaque  aequatione  quantitates  .r,  .r,,  ....  .r„  respective  cum  x'-,  x".  ....  .r^' 

comimitare  licet,  qiiippe  qua  coinmutatione  aut  aequatio  immutata  manebit  aut 
in  aliam  abibit,  quae  et  ipsa  ad  aequationem  integralium  completarum  systema 
pertinot.  Sunt  duae  maxime  formae,  qnibus  aequationes  integrales  completae 
proponi  solent,  sive  functiones  solarum  variabilium  exhibentur,  quae  Constan- 
tibus  arbitrariis  aequales  fiunt,  sive  variabiles  omnes  per  earum  unam  atque 
Constantes  arbitrarias  exprimuntur.  Molestae  in  genere  requiruntur  eliminationes, 
ut  altera  fbi-ma  ex  altera  eruatur.  Quoties  autem  Constantes  arbitrariae  sunt 
ipsi  variabilium  valores  initiales,  omnino  nulla  eliminatione  opus  est.  sed  sola 
illa  vanabillum  cum  valoribus  earum  initialibus  eommutatione  altera  forma  in 
alteram  aliit. 

Antecedentibus  supponitur  indefinitum  manere  ipsius  x  valorem  .r",  cui 
variabilium  x^,  x.,,  ....  .r„  valores  initiales  respondent.  Quod  si  ponimus,  im- 
plicant  aequationes  integrales  Constantes  arbitrarias  n-hl  ideoque  numerum 
unitate  maiorem  quam  completa  integratio  poscit.  Nihil  autem  impedit,  quin 
aequationes  integrales  quemcunque  Constantium  arbitrariarum  numerum  invol- 
vant,  quas  in  singulis  quidem  aequationibus  nullo  modo  ad  minorem  numerum 
revocare  liceat.  Quamquam  constat,  si  cunctoe  shnnl  considerentur  aequationes 
integrales,  semper  iis  eam  conciliari  posse  formam,  in  qua  Constantes  arbitrariae 
ad  numerum  revocari  possint  ipsum  n  non  excedentem.  Memoratu  autem  dignum 
est.  eam  aequationum  integralium  formam,  qua  variabiles  omnes  per  earum 
unam  exprimuntur,  ita  comparatam  esse,  ut  singulae  aequationes  non  plures 
quam  n  Constantes  arbitrarias  involvant,  vel  si  plures  involvere  videantur,  semper 
eae  ad  numerum  ipso  n  non  maiorem  revocari  possint.  Expressa  enim  .t,  per 
X  et  Constantes  arbitrarias,  sane  patet  Constantium  arbitrariarum  non  fieri  posse 
reductionem  eo,  quod  aliae  quantitates  x.,.  x-^,  etc.  cei-tis  ipsius  x  et  Constantium 
arbitrariarum  functionibus  aequentur.  Unde  reductio  illa  Constantium  arbitra- 
riarum ad  numerum  ipso  n  non  maiorem.  cum  semper  fieri  possit,  in  singulis 
aequationibus  illis  fieri  debet. 

Haec  Commentatio  plurima  est  in  tractandis  quaestionibus.  quae  sese 
ofterunt.  si  ex  aequationum  integralium  numero  una  aliqua  proponitur,  videlicet 
quodnam  sit  aequationum  integralium  systema  maxime  generale,  ad  quod  ea 
aequatio  pertinere  possit,  quaenam  inter  Constantes  arbitrarias,  quas  systema 
completum  involvit,  intercedere  debeant  relationes,  ut  aequatio  illa  si  particu- 
laris  est  obtineatur,  an  Constantes  arbitrarias  involvat  supervacaneas  et  quinam 
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rarinu  ntiuierus  sit.  Qua  in  re  primiim  observari  debet,  ex  una  aequatione 
integrali  proposita  plures  alias  derivari  posse  et  interdum  totum  aequationum 
iiitegraliüiii  systema,  ipsam  propositam  differentiando  atque  differentialia  aequa- 
tionum differentialium  propositarum  ope  eliminando.  Nam  datis  aequationibus 
differentialibus 

,l.c:dx^:...:,li'^^  =  X  :  X^:  ...  :  X_^, 

ex  aequatione  integrali  ii  =  0  sequitur 

X^+X^^-i-...+X^  =  0. 

Ex  hac  aequatione  eadeni  niethodo  tertia  derivari  potest  et  ita  porro.  Nu- 
merus aequationum,  quae  ea  ratione  obtinentur,  ipsum  n  non  excedere  debet; 
alioquin  enim  proposita  ?«  =  0  non  foret  aequatio  integralis.  Sit  numerus  ille, 
ad  quem  ipsa  quoque  proposita  referatur,  m^n,  ita  ut  e  proposita  non  m  +  1 
derivari  possint  aequationes  a  se  independentes  ideoque  aequationes  iinitae,  quae 
obtinentur  diiFerentiando  illas  m  aequationes  et  aequationes  differentiales  substi- 
tuendo.  in  ipsas  m  aequationes  redeant.  Quibus  positis  habetur  propositio  in 
liac  re  fundamentalis,  eiuswodi  m  aequationes  in  alias  m  transformari  posse  inier 
.tolas  /,,  f.,  ....  /■„,   i.  e.  infe)'  solas  solutiones   aequationis  dijferentialis  partialis 

dX  ^    O.A'j  "    ox^ 

Si  aequatio  proposita  non  involvit  Constantes  arbitrarias,  obtinentur  ea  ratione 
m  aequationes  particulares  inter  Constantes  arbitrarias  a^,  «.,,  ....  «„,  quas  im- 
plicant  aequationes  integrales  completae 

/",   =«,,        /,   =«,M-      •     •     •,        /'„  =  K„. 

Si  proposita  et  ipsa  Constantes  arbitrarias  /?, ,  ß.,,  etc.  involvit,  quaeritur  an  ex 
illis  m  aequationibus  Constantes  arbitrariae  ß^,  ß.,,  etc.  omnes  eliminari  possint. 
an  numerus  earum  m  per  reliquas  ipsasque  /",,  /!>,  .  .  .,  /^  determinetur.  Illnd 
usu  venit,  quoties  ipsarum  ß^  etc.  numerus  ipso  m  minor  est,  sed  etiam  evenire 
potest,  si  ille  numerus  ipsum  m  aut  aequat  aut  adeo  superat.  Ponamus  m  aequa- 
tionibus illis  ipsarum  ß^  etc.  numerum  i^m  determinari  per  aequationes 

(6)     ß,  =  (p^,     ß.,  =  <f.,,     .  .  .,     ßi  =  9n 
ac   praeterea   obtineri   m — i  aequationes   inter  solas  /i,  f,,  .  .  .,  f„.     Si  i<im, 
erit  proposita  aequatio  integralis  particularis  atque  ponendae  erunt  inter  n  Con- 
stantes arbitrarias  «i  etc.    in — i  relationes   particulares,    ut  proposita   ex  aequa- 
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tioiillnis  iiitegi-alibus  completis  obtineatur.  Si  proposita  praeter  ipsas  /y,,  ß.,,  . ...  ß; 
aliis  afficitur  Constantibus  arbitrariis  /y,^.i,  z?,^,,  etc.,  eae  pro  supervacaneis  haberi 
possimt  iisque  salva  oeneralitate  valores  tribai  possunt  determinati.  Ope  m 
aeiiuationinn   iiitcuraliiini   inventanim  expressis 

X,    X^,    .  .  .,    x„_,_ 

pfi-  solas  a;  .r, ,   ....  .r„_,„,   iiitegrentur  aequationes  dilFerentiales 

dx  :  dx^  : ...  :  </'^'„_„^  =  X  :  X^:  ...  :  X^_^^^ ; 
earuiu  ae(jnati()iK'S  integrales  completae,  implicaiites  n — m  Constaiites  arbitrarias 
Dovas  ab  ipsis  ß,.  //,,  etc.  independentes,  una  cum  m  aequatioiiibus  illis  differen- 
tiatioue  ex  ipsa  proposita  inventis  constituunt  systema  aequationum  integraliiini 
maxime  generale,  ad  quod  proposita  pertinere  potest.  Si  {  =  7n,  proposita  per- 
tinere  potest  ad  aequationum  integralium  completarum  systema,  et  vice  versa, 
si  proposita  ad  ae(piatiouam  integralium  compk'tarum  systema  pertinet,  neces- 
sario  erit  /  =  /«.  Eo  casii  t'unetiones  y,.  y.,.  ....  y,„.  per  fbrmulas  (6)  in- 
ventae,  solutiones  sunt  aequationis  dlfferentialis  partialis  (2) 

x^^+x^^+...+xJL  =  o. 

Unde  si  ex  aequationum  inteyralium  completarum  systexiate  vel  una  tantum 
aequatio  quaecunque  datiir,  ex  ea  nisi  aequationis  differeiitialis  partialis  solutio 
generalis,  semper  tarnen  wia  pluresve  solutiones  particulares  peti  possunt.  Si 
aequatio  proposita  ea  est,  qua  variabUium  functio  aliqua  a  Constantibus  arbi- 
trariis vacua  per  unam  variabilium  exprimitur,  nullis  ea  afficitur  Constantibus 
arliitrariis  supervacaneis.  Si  eiusmodi  aequatio  e  numero  aequationum  inte- 
gralium completarum  petita  est,  ex  eä  tot  derivari  possunt  aequationes  inte- 
grales, quot  eam  Constantes  arbitrariae  afficiunt,  totidemque  habentur  aequa- 
tionis ditFerentialis  partialis  (2)  solutiones.  Neque  ullus  est  Constantium  arbi- 
trariarum  supervacanearuni  usus,  quippe  quae  si  adsunt  inservire  possunt  novis 
aequationibus  integralibus  inveniendis.  ad  quas  methodo  tradita  per  solam  diffe- 
rentiationem  propositae  iteratam  non  pervenitur.  Ponamns  propositam  »  =  0 
ad  aequationes  integrales  conq)letas  pertinere  at(jue  involvere  Constantes  arbi- 
trarias  ß^,  ß.,.  ....  ß„^x.  quaruni  una  sui)ervacanea.  ex  ea  deduei  potest  haec 
altera  aequatio  integralis: 

,_.  ölt  du      ,  dii  ,, 
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in  qua  / 
arbitrarij 


y.2,  etc.  sunt  quantitates  constantes.  Si  plures  quam  n  +  l  Constantes 
aequationem  propositam  afficiunt,  eiusmodi  dabuntur  aequationes  pro 
quibuslibet  n-f-1  ex  earum  numero;  e  quibus  deinde  eodem  modo  aliae  com- 
plures  deduci  possunt.  Si  Constantes  arbitrariae,  quibus  proposita  u  ^  0  affi- 
citui-,  sunt  variabilium  valores  initiales  x",  x",  .. .,  x",  quarum  una  supervacanea, 
habetur  nova  aequatio  integralis 


(8)     ^"^ 


'    Od-" 


"    ÖJ-" 


0, 


designantibus  X",  X^,  etc.  quantitatum  X,  X,,  etc.  valores  initiales. 

Proposito  systemate  m  aequationum  finitarum  ita  compai'ato,  ut,  aequa- 
tionibus  differentiatis  eliminatisque  differentialibus  ope  aequationum 
(/.r:(/,r,:...:</.r^  =  X :  X^ :  ...  :  X„, 

aliae  non  proveniant  aequationes  finitae,  nisi  quae  in  propositas  redeunt  seu 
earum  combinatione  obtinentur:  extat  proprium  aequationum  differentialium  par- 
tialium  systema,  cuius  solutio  aequationibus  illis  continetur.  Habeatur  una 
aequatio,  e  qua  ratione  indicata  non  alia  nova  derivari  possit,  eius  ope  expressa 
x  per  Xi,  X.J,  .  .  .,  x„,  valebit  aequatio  differentialis  partialis 


A' 


+X 


.    d.i 


+...+X 


proponantur  vi  aequationes,  e  quibus  dicta  ratione  aliae  novae  non  deriv; 
possint,  earum  ope  expressis  x,  x^,  .  .  .,  x,„_i  per  reliquas  variabiles  a 
♦''^,„+1?  ■  •  -1  -%■>  valebunt  m  aequationes  differentiales  partiales  simultaneae 

dj-  d.r  ö.T 


=  X 


4-X 


^'. 

V      ^•■'■. 

dx,                    dx, 

x„_ 

dx     , 

ö.f  ^,                       "   dx^ 

(SO 


si  habentur  n  aequationes  finitae,  e  quibus  dicta  niethodo  non  («4-1)'^  obtineri 
possit  aequatio,  ex  iis  sequuntur  ipsae  aequationes  differentiales  vulgares  pro- 
positae 


(i.T., 


dx 


X  =x. 
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Vice  versa  soliitio  niaxiine  generalis  aequationum  differentialium  partialium  si- 
multanearum  (9)  continetur  eiusmodi  m  aequationibus  quibuscunque.  Quae  ob- 
tinentur.  inter  functiones  /, .  /ö.   ....  /"„  ponendo  ??i  aequationes  arbitrarias. 

Probleiiia    iiiveniendi   functionem    f,    quae    satisfaciat    aeqiiationi   differen- 
tiali  partiali 

etiaiu  sie  ])ropoiii  potest.   iit   indageiitur  »  Multiplicatores 

J/,,     M,,     .  .  .,     J/, 
cpii  expressioiiem 

integi-abilem  reddant.  Qiiod  pro  trilms  qiiidein  variabilibus  iam  Eulerus  ob- 
servavit.      Ut  expressio  eiusmodi 

Mdr-^  M^  d.r^  4-  ^J,  (/.r,  H H  M,,  </.r„ 

sit   integrabilis,  fieri  debet  pro  iudicum   i  et  k  valoribus  Ü.    1,   2 n: 

(10)    -^-^  =  -v^  • 

Quae   aequationes    conditionales   numero   -—^ — -   si   locum   habent,   ipsum   ex- 

pressionis  integrale  /invenitur  per  n  Quadraturas,  idque  variis  methodis  lieri  potest. 
Sive  enim  Quadratiu-ae  illae  seorsini  institui  possunt,  sive  aliae  post  alias,  ita 
ut  quaelibet  antecedentes  iani  transactas  supponat.  Posterior  methodus  minus 
commoda  pro  tribus  quidem  variabilibus  in  libris  elementaribus  circumferri  solet. 
Determinata  M  per  aequationeiu 

M  =  -~\X^M,-hX.^K-\ hXJIJ, 

cum  satisfaciendum  sit  omnibus  aequationibus  (10),  problema  videtur  super- 
determinatum,  quia  functiones  n  satisfacere  debent  — ^5 — —  conditionibus.  Sed 
in  auxilium   venit  aecpiatio  identica 

.,,-  l  ÖJT,  ■  dx.    J  {  dx.  dx,     J  l  dx,,  o.e..    J 

(11)   L_,^ — '. 1 !_^ '. ^-_ 


dx, 
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quae  docet,   ubi 

identice  Hat 

dM.         6M^ 

=  0, 

dM, 

=  0, 

expressionem 

dM, 

dx 

variabili  a;,  vacare  ideoque  generaliter  evanescere,  si  demonstratum  sit,  eain 
evanescere  tributo  ipsi  a;,  valore  particulari.  Qua  re  fieri  posse,  ut  omnibus 
conditionibus  (10)  per  n  functiones  My,  M.^,  .  .  .,  i¥„  idonee  determinatas  satis- 
fiat,  per  series  infinitas  demonstravi,  in  quas  Miiltiplicatores  propositos  evolvi. 
Pauca  SLib  finem  adieci  de  transformatione  systematis  aequationum  diffe- 
rentialium  vulgarium 

d.v:dx^:...:dx^^  =  X  :  X^:  ... :  X^ 
in  unicam  aequationem  differentialem  ?t"  ordinis  inter  duas  variabiles.     Ex  ar- 
bitrio  sumtis   duabus  functionibus  u   et   v,   positoque   pro   qualibet  functione   U 

ö.i-  '■  dx^  "  dx^ 

formetur  series  expressionum 

,  _  M     "  _  [«']  <")  _  ['^'"~'^]    . 

«  -  ^^.^ ,  «  -  ^^^  ,   .  .  .,   u-  -  -^^. 

Exprimatur  n'"^  per  h  +  I  quantitates 

V,     u,     u',     u",     .  .  .,     m(»-i) 
ope  aequationis 

w(")  =  Si(v,  u,  u',  . 
valebit  pro  quaeiinque  functione  /'  fonuula 


(12) 


x^+x^4lr+x, 


Unde  aecjuatio  differentialis  partialis 

dx  '  dx^ 

transtbrinari  poterit  in  hanc: 


„<—)): 

■+\ 

^ 

+  «^"- 

-)-(^. 

-)!■ 

öf       _ 

-.  0 

dv  du  du  fl,/"~'^ 


du^' 
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in  (]ua  expressioiios  in  ditferentialiu  fiinctionis  quuesitae  diictae  sunt  ipsae  vari- 
abiles  praeter  Coefficentem  primum  et  iiltimum,  quoruiu  ille  unitas,  hie  data 
omnium  variabilium  functio  est.  Per  easdein  ibrimilas,  si  aequationis  differen- 
tialis  partialis  loco  proponis  systema  aequationum  differentialium  vulgariiim  in- 
time cum  ea  connexum,  aequationes  differentiales  vulgares  simultaneae 

-/,r  :  <7.f,  :  ./.r,  :  . . .  :  '/.c„  =  X  :  X,  :  X., :  . . .  :  X,, 
redeunt   in   lias: 

<lc  :  du  :  -/«'  :  ...  :  </,/""'^  :  du"'"  =  1  :  n'  :  u"  :  ...  :  «'""''  :  ß, 
quibiis  substitui  unica   potest   aequatio   differentialis  /i"  ordinis  inter  duas  varia- 
biles  u  et  c: 

cru    f  du       d'u  d"~  u\ 

~^  ~    v' "'  ^rfT'  '.fo^'  ■■■'  </„"-'  ;■ 

Quarum  rarior  usus  est  transformationum  propter  eliminationes,  quae  requi- 
i-untur  inextricabiles,  qua  de  re  in  hac  Commentatione  formam  systematis  aequa- 
tionum differentialium  vulgarium  jii-imi  ordinis  conservare  praetuli,  qua  nuper 
etiam  111.  Cauchy  usus  est  in  variis  ea  de  re  scriptis  partim  lapide  partim 
typis  expressis. 

De  aequationibus  differentialibus  partialibus  linearibus 

l)rimi  "ordinis. 

2. 

Vocatur   aequatio   differentialis    partialis.    quae   est  inter  i'unctionem  plu- 

rium    variabilium    independentium   quaesitam,    ipsas   illas   variabiles   et   drff'eren- 

tialia    partialia    functionis    illarum   respectu   variabilium   sumta.     Quae    diff'eren- 

tialia   partialia,   si   non   altioris    quam   prImi   ordinis  sunt,   aequatio  diiferentialis 

partialis    primi    ordinis   esse   dicitur.     Ac   vocatur   linearis,   quoties  in   ea  diffe- 

rentialia   partialia   dimensionem    priniam    non   transcendunt.      Si   igitur  x  functio 

quaesita  7i  variabilium  independentium 

ae(|uatio  diftei-entialis  partialis  primi  ordinis  maxima  generalis  hac  forma  gaudet: 

(1)     0  =   /<  Li;  a:      j-.„  .  .  .,  .<;„,  -^ ,     -j—,  .  .  .,    ^—    • 

^  ^  \^  '     1'     .'■  "'de,         dx„  '  0^-„  / 

C^hiae  aequatio.  si  linearis  est,  gaudebit  forma  sequente: 

(•2)     X  =  X,-l^-f-X.>|i-+...+X  J^, 
^  ex.  -  ox.,  "  dx 
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in   qua  aequatione    sunt    X,   X,,    etc.    datae   ipsarum  x,   Xi,  .  .  .,  x„  functiones 
quaecunque. 

Variabilium  inde^jendentiuni  unamquanique  pro  dependente  sumere  licet, 
dum  dependens  sive  functio  quaesita  independentium  numero  accedit.  Nam  si 
X  ipsarum  a.',,  «,,  .  .  .,  x„  functio  est,  generalius  dici  potest,  ipsarum  x,  x^,  .  .  .,  x„ 
quamlibet  reliquarum  esse  functionem.  Quoties  enim  x  ipsarum  x^,  x,^,  etc.  functio 
est,  certa  aequatio  locum  habebit  inter  quantitates  x,  x^,  x^,  etc.,  quarum  una 
quaelibet  si  pro  incognita  sumitur  eiusque  respectu  aequatio  resolvitur,  ea  va- 
riabilis  per  reliquas  expressa  prodibit.  Ut  eruantur  niutationes.  quas  formulae 
diiferentiales  subire  debent  introducendo  ipsius  x  loco  aliam  variabileni  x,  pro 
dependente,  aequationem 

öx      ,  ex     ,  dx     , 


sie  exhibeo 


öx  ^^  ^^   dx        _  ^^   dx 

dx-      '  '  dx,        '        dx.,      '  - 


omisso   in   dextra   aequationis  parte  termino  per  dXi  multiplicato.     Hac  formula 
cum   sequente  comparata 

dx.  dx.  dx.  dx. 

dx.  =  ~ir^dx-h-^^dx,-{'^r-^dx.,-\ \-^—^dx  , 

'  dx  öx^        '        ox„        -  dx^^        " 

in  qua  .r,  pro  variabili  dependente  habetur,  obtinetur 

dx  dx     '     '  dx.  dx.    ' 

porro  si  x^  variabilium  quameunque  praeter  .r  et  .r,  designat, 

dx 
dx.  dx. 


unde  e  (3) 


Formulae  (3)  et  (5)  inae(juationibus(l)  vel  (2)  substituendae  sunt,  ut  transfbrmentur 


(^) 

dx^ 

dx 
dx. 

(ö) 

dx 

dx-    ~' 

dx. 
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in    aluis.    in    (|uil)us   d\   variaViilis    dopc-ndens    tit.    dmu    x   variabilibiis    indepen- 
dentibus  accedit. 

Aequationem  (2)  sie  exhibeamus: 

X.^-  ^  X-X^-X.^^ X  ^. 

'  dx.  '  ox^  ^  ö.r.,  "  öx^  ■ 

omisso    in    dextra    aequationis    parte    terinino   in   X,   ducto.      Si    in   aequatione 

dx 
pi-aecedente  substituuntur   formulae   (3),  (ö),  atque  per  -~  multiplicatio  insti- 

tuitur.   prodit 

cv-,  8x-  dx. 

dx  1   öa-j  "  dx^ 

omisso    riirsiis    in    dextra    aequationis    ]:)arte    termino    in    X,    ducto.      Hinc    in 

aequatione    lineari    proposita   (2)    quamlibet    varial)iliani   .r.  .r., ?■„    Pernui- 

tationem  facere  lieet.  dummodo  quantitates  A',  X^,  ....  A„   simili  ratione  inter 
se  permutantur. 

?>. 
Variabiliuni  niinieruni  independentiuni  unitate  augendo  aequatio  diffe- 
rentialis  partialis  primi  ordinis  quaecunque  comniutari  polest  in  aliain,  quam 
functio  quaesita  non  ipsa  ingreditur.  sed  tantum  praeter  variabiles  indejjendentes 
differentialia  functionis  quaesitae  partialia,  quae  porro  aequatio  horum  respectu 
dilferentialium  partialium  homogenea  est.  Supponamus  enim  aequationis  (1)  §.  pr. 
Solutionen!  x  unam  saltem  involvere  Constantem  arhitrariam  a,  hoc  est,  si  placet. 
novam  variabilem  independentem,  quae  in  difFerentiationibus  ipsius  x  singularum 
.Ti,  .r...  ....  x„  respectu  instituendis  pro  Constante  habetur  et  quae  in  ipsa  aequa- 
tione proposita  non  invenitur.  Statuendo  x  ipsarum  .Ti,  .r.>,  ....  x„,  a  func- 
tionem  esse,  etiani  a  pro  ipsarum  .r,  a'i,  x,,  ....  a'„  t'unctione  habere  licet 

(1)     a  =  f(x,x^,  x^,  ...,..„). 
et  vice  versa,  liac  functione  /'  cognita.   per  resolutionem  aequationis  (1)    obtines 
functionem  quaesitam  .i".     Quaeramus  igitur  illam  functionem  f,  eamque  ut  func- 
tionem  incognitam  in  aequatione  dilFerentiali   proposita  (1)  §.  pr.  introducamus. 

Cum   in   forraandis   ditferentialibus  ^r~?   -^ — ,  etc.    habeatur   f(  pro  Constante. 
^x^        d-i-g  '■ 

tit,  differentiando  aequationem  (1)  ipsius  Xi  respectu. 
dx     .dx.  dx.    ' 
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unde 

^-■'      da;.     ~  &^    ' 

dx 

vel   adhihendo  Lagrcmgianmi}  notationem 

Ar  _     n-^,) 

bx^  fix)     ■ 

Substituendo  ipsarum  -^ — ,  -r^ .  etc.  expressiones,  qiias  forniula  praecedens 
suppeditat.  abit  aeqnatio  (1)  §.  pr.  in  hanc: 

In  hae  aecpiatione  est  /'  fuiictio  qiiaesita,  dmn  .r  variabilibiis  accedit  indepen- 
dentibus.  quariim  igitiir  niiuieras  unitate  maior  fit  quam  in  aeqiiatione  proposita: 
porro  aequatio  (3)  ipsam  qiiaesitam  funetionem  /  non  continet,  sed  praeter  va- 
riabiles  independentes  x,  x^,  .  .  .,  x^  sola  ipsius  /'  difFerentialia  partialia  f'(x), 
/"(,r,),  etc.:  denique  aeqnatio  (3)  horum  differentialium  partialium  resjsectu  est 
homogenea,  nt  qnam  solae  rationes  ingredinntur,  quas  ditterentialia  illa  partialia 
inter  se  tenent. 

Si  ipsa  aequatio  proposita  (1)  ditFerentialium  -^ — ,   -^^— ,   etc.   respeetu 

homogenea  est,  non  aucto  variabilium  numero  aequatio  proposita  in  aliani  niu- 
tari  potest  ab  ipsa  functione  quaesita  vacuam.  Videlicet  eiusmodi  aequationem 
homogeneam  ita  exhibere  licet,  ut  praeter  variabiles  dependentem  et  indepen- 
dentes solummodü  illoruni  differentialium  partialium  per  eorum  unum  divisorum 

Quotientes  contineat.     Obtinenius  autem  e  (2)  binorum  differentialium  -^^^ .    -^^ 

dx.    ■      üx^ 

Quotienten! 

dx  df 

dx.  dx. 


dx  df       ' 

a^,  dx^ 

unde  aequatio  propcjsita  per  transformationem  adhibitahi  non  subit  mutationem 
aliam,   nisi   quod  cuique    differentiali   partiali  -^^  substituatur   functionis  /'  dif- 
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ferentiale  eiusdem  variabilis  resijectu  sumtiiiu   -^ Hiiic  ae(|uatio  transfi)rmata 

et  ipsa   rUfferentialium  -^— .   -J— -J~  respectu   tit    homoüenea.    a  diffe- 

'  o.i\  Cr.,  c.r^^  "^ 

cf 
ivntiali   --—  aiitem  prorsus  iniumiiis.    Sed  est  principiüin  generale  bene  tenendum, 

in  soivendis  aequationibus  differentialibns  partialibiis  propositis,  quas  differentialia 
certae  respectu  variabilis  independentis  sumta  non  ingrediantur,  eam  variabilem 
vices  Constantis  indeterminatae  agere.  Etenim  in  differentiationibus  aliarum 
respectu  variabiliuni  instituendis  ea  quantitas  pro  Constante  habenda  est:  unde 
si  ipsius  respectu   non  differentiatur.    ea   omnino  Constans   est.     Secundum   hoc 

principium  antecedentibus  in  solveiida  aequatione  transformata  differentiale  ~- 

non  implicante  ip.sa  .r,  quae  variabilibus  independentibus  accedebat,  Constantis 
vicem  gerit,  neque  igitur  variabilium  independentium  numerus  augetur. 

Unde  aequatio  difFerentialis  partialis  primi  ordinis,  difFerentialiuni  func- 
tionis  quaesitae  partialium  respectu  homogenea  et  quam  ipsa  quoque  functio 
quaesita  ingreditur.  ad  aliam  revocari  potest,  in  qua  ipsius  quaesitae  functionis 
loco   quantitas   constans    posita    est.      Nam  secundum  antecedentia    ipsa  x   pro 

Constante  habita  et  ipsorum  ~ —  loco  substitutis  alius  functionis  f  difFerentia- 
libus  -J— ,    si   solvitur    aequatio   et    solutio    jiroveniens   /'  Constanti    arbitrariae 

aequatur.  ea  aequatione  functio  quaesita  x  determinatur. 
In  aequatione 

(4)     X  =  X-^''--^X.,^+...+X  ^ 

substituamus  fornuilas  (2):    niultiplicatione  per  ~~  facta  prodit 

(5)    0  =  x4^-+A-,-^+A^i^+...+X^. 
ox  '   o.rj  -   Ox.-,  "   oj;^ 

Sub  hac  forma  aequationes  difierentiales  partiales  lineares  primi  ordinis  tractabo, 
quas  ad  eam  vidimus  revocari  posse  omnes.  Quae  forma  earum  indoli  perscrutandae 
atque  nexui,  qui  eas  inter  aequationes  differentiales  vulgares  intercedit,  perspi- 
ciendo  optime  se  accomniodat.  Quamquani  autem  aequatio  (4)  nmiiero  varia- 
bilium constat  unitate  minore,  observandum  est,  pleruraque  in  quaestionibus 
generalibus,  quae  ad  variabilium  numerum  quemcunque  pertinent,  prae  numeri 
variabilium  reductione  commodam  esse  simplicitatem  formae. 
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Facilis  transitus  ab  aeqiiatione  (4)  ad  (.')),  qiii  fit  per  fonniilas  (2),  niimis 
in  promptü  fiiisse  videtur  111".  Lagrange  in  praeclaris  et  celeberrimis  Commen- 
tationibus  de  aequationibiis  differentialibus  partialibus  primi  ordinis  Actis  Aca- 
deniiae  Berolinensis  a.  1779  et  1785  insertis.  Eulerum  nexus  inter  aequa- 
tiones  (4)  et  (5)  omnino  fugisse  videtur;  quippe  qui  in  Tomo  III.  Institutionum 
Calc.  Int.  aequationibus  differentialibus  partialibus  dicato  de  aequationil)us  (4) 
et  (5)  agit  pro  n  =  2,  sed  locis  prorsus  diversis. 

Extat  interdum  aequationis  (4)  solutio,  quae  neque  ipsa  Constantes  arbi- 
trarias  implicat  neque  e  solutione  Constantes  arbitrarias  implicante  provenire 
potest  valores  üs  tribuendo  particulares.  Quae  solutiones  per  methoduin  ante- 
cedentibus  traditam  ex  aequationis  (5)  solutionibus  elicl  nequeunt.  sed.  si  extant. 
absque  omni  integratione  inveniuntur.  De  quibus  solutionibus  singularibus  hoc 
loco  non  amim. 


Proposita  aequatione 

in  qua  A',  X,,  etc.  variabilium  x,  .r, ,  etc.  l'unctiones  quascunqueNdesignant,  eins 
solutio  generalis  e  solutionibus  pai'ticularibus  obtineri  potest.  Quae  pro  gra- 
vissima  earum  aequationum  proprietate  liaberi  debet.  Neque  eadem  proprietate 
gaudet  aequatio,  quam  ad  (1)  revocavi, 

(9  r  Pr  Ar 

(2)     X  =  X,^+X.,4-  +  -+A„|'-: 

quidV  (juod  casu  eins  simplicissimo.  (pio  una  tantuni  adest  variabilis  independens, 
si  proponitur  aequatio  diffei-entialis  vidgaris  intei-  duas  variabiles  x  et  .r, 

innumerae   datae   esse  ])0ssunt   ipsius   ,r,   functiones   x,    quae   aequationem   prae- 
cedentem   identicam   reddaut,    ne([ae  tamen    ex  iis   erui  potest  solutio   generalis 
vel  integrale  completum.     Propter  hoc  maxime  commodinn  aeqnationes  (1)  prae 
aequationibus  (2)  considerare  convenit. 
Ac  primum  observo, 

I.      .,Datis  aequationis  (1)  solutionil)us   )n  particularibus 
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soliitioneiu  t_'tiaiu   essse  (juainliliet  eariiin  t'unctionL'iii 


Fit  enim 


(le()i|ue 


dn  _  dn    dt\       dn    df^  ön     ö/;„ 


6T1   \      6  f.,  df.-,  6  f.-, 

df.,    l       öx  '   ex  "  ö,;; 


5//  1^   ö/„, 


/!„  aeqiiationis  (1)  Solutionen,   unde  Aggregata  respective 


ön 

dn               dn 

Sf,   ' 

Bf,  '   •  ■  ■'    £/;„ 

vanesc-unt, 

sive  identice  fit 

Erant  aiitem  /",,  /!,,  . 
per  factores 

imiltiplicata  identice 


q.  d.  e. 

Per  propositionem  praecedenteni  ouni  e  duabus  plnribusve  solutionibus 
inniunerae  aliae  deducantnr,  eas  tantum  pro  solutionibus  inter  se  diversis  liabebo, 
quae  a  se  invicem  sunt  independentes,  sive  quarum  nulla  est  reliquarum  functio. 
Facile  autem  patet  eiusmodi  solutiones  inter  se  diversas  sive  a  se  invicem  inde- 
})endentes  non  jjlures  quam  n  extare  posse.  Propositis  enim  /?  +  !  variabiliuu) 
totidem  functionibus  a  se  independentibus,  ipsae  ?«  +  !  functiones  pro  varia- 
bilibus  independentibus  sumi  illaeque  variabiles  vel  earum  functiones  quaecunque 
per  eas  n  +  1  functiones  exprimi  possunt.  Unde  si  haberentur  n-\-l  solutiones 
a  se  independentes,  vice  versa  singulae  variabiles  x,  o;.,,  ....  .r„  earum  functiones 
essent,  ideoque  secundum  Propositionem  I.  ipsae  x.  x^,  .  .  .,  x„  forent  aequa- 
tionis  (1)  solutiones.  Quod  fieri  nequit,  nisi  qiiantitates  A'.  A',,  ....  X„  simul 
oumes  evanescunt.      Quoties  enim  variabilium  una  .r,  ipsa  aequationis  (1)  solutio 
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est.  ipsius  ;r,  difFerentialia  partialia  variabiliiim  oinniiim  x,  .7\,  etc.  respectii  siimta 
(Naiit'sciuit  praeter  differentiale  ipsias  .t,  respectu  sumtum.  quod  unitati  aequale 
i-st,  uiule  in  aequatione  (1)  ipsam  .r,  functioni  /  substituendo  sequitur  X;  =  0. 
(.^»uoties  igitur  slngulae  .r,  ;i\,  .  .  .,  x„  ae(]uationis  (1)  soliitioiies  sunt,  fieri  debet 
X  =  0,     Xj  =0,     .  .  .,     A'„  =  Ü. 

Vix  auteui  inonitu  opus  est,  in  tractanda  aequatione  (1)  a  nobis  supponi  quan- 
titates  A',  A'j,  etc.  non  onines  simul  evanescere.  Dicere  etiani  licet,  si  extarent 
«-f-1  solutiones  a  se  independentes,  quaralibet  ipsarum  a',  .r,,  ...,  x„  functionem 
etiam  pro  earum  solutionum  functione  haberi  posse,  ideoque  secundum  Prep.  I. 
qiiamlibet  functionem  esse  aequationi's  (1)  solutionem,  quod  absurdum  est. 

Quo  facilius  cognoscatur,  quem  fruetum  percipere  liceat  ex  inventis 
'in  solutionibus  a  se  independentibus  f\,  f.,,  ....  /;,,  eas  ut  variabiles  indepen- 
dentes in  aequatione  proposita  introducamus.  Sint  .r„,  .r„_i,  ....  .r„_,„_^i  varia- 
biles, quarum  loco  introducantur  /,,  /J,.  .  .  .,  /|„,  ita  ut  /'evadat  functio  variabiliura 

•^'    ^'\'     •  •  •'     ■'■„-,„'         /p     L     •  •  -     f„r 
Funetionis   /'  differentialia   partialia  haruni  respectu   variabilium   sumta   si    uncis 
includo.   rit.   ubi  .i',  est  una  variabilium  x,  x, x„  „., 


Ar. 

= 

iixy 

^/■,          (  öf    \   df., 

--CO 

si  vero 

•r,  est 

una  variabilium  x„_ 

„,+1,   .l-„_,„+s,    .  .  ., 

.r„ , 

df 
du- 

[  öf  \  ö'A 

(  ^f   \   df, 

i  öf  \  5/;„ 

Quibus 

expressionibus  substitutis 

eruitur: 

x'f  -^x^'f  -^...-^x, 

8f 

--(-1^)-- 

(ly--^-..- 

•"  \  Od-         J 

-(1)1-1 

-.^il 

V  cf, )  y    d.i' 

--i-A,  -^^—-\ h 

^.Irl 
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Hic  rursus  Aüjzreguta  respectlve  multiplicuta  per 

m  m^  ■  ■  ■•  m 

siiigiila   klentice  cvanesciint.   unde   iiroilit  acqiiatio: 

Si   m  =  n.  e  foniuila  antecedente  haec  prodit  Proijositio: 
-IL     Inventis  aequationis 

dx  ^  cj\  "  dd-^ 

)i  solutioiübus  a  se  indejieiidentibus  /;.  f.,,  .  .  .,  f„,  si  introdiioiintur 

■r.  /;,/;....,/„ 

ut   variaV)iles  independentes.  pro  qiiacuiKjue  fiinctione  /'  erit: 
Docet  formula  (4).  si  detur  aequatio  (1).  lieri 

(*)  =  «■ 

sive  functionem  pro|:)ositam  /'  per  solas  /',,  /j,  ....  /^  exprimi  posse.  Unde 
*;olutio  generalis  /'  erit  n  solutionum  particularium  a  se  independentium  functio 
arbitraria,  niilla  praeterea  variabili  affecta.  Haec  enim  solutio  ex  aequatione 
difFerentiali  proposita  (1)  necessario  sequitur  ideoque  alias  omnes  amplecti  debet 
solutiones. 

Quaeri    possit.    an    semper    extent    propositae    aequationis    differentialis 
|.artialis 

öx  ^  d.r,  "  ox^^ 

solutiones  11  a  se  independentes.  Quod  revera  locum  habere  e  Propositionibus 
antecedentibus  facile  probatur,  dummodo  concedatur,  aequationes  dilFerentiales 
j)ai'tia]es   ad   instar    aequationis  (1)  formatas   omnino   aliqiutm   habere  soJutionem 
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lyraeter  Constantcm.  Scilicet  Constantem  pro  /'  positam  aeqiiationi  propositae 
satisfacere  patet,  sed  eam.  si  n  >  0.  inter  soliitioiies  non  referani.     Quamquam 

pro  «^0,  sive  data  aequatione  A'  ---  =  0  vel— ^  =  0,  eins  unica  habetur 
solutio  /'^  Constans. 

Ad    propositnm    demonstrandum   finffamus   ae(iuationis   propositae    haberi 

m  solutiones   a  se   indejtendentes   /i.  f. /„.    sitque    m<C  n.      Nam   si   foret 

m^n,  propositinii  assecuti  esseraus:  tieri  autem  non  posse  ?n  J>  n  sive  non 
plures  quam  //  solutiones  independentes  aequationis  (1)  extare  posse  §.  pr. 
monui.  Sumendo  /',  f.,,  ....  /'„,  ipsarum  ,r„,  A'„_, ,  ....  .?",_„,_,_,  loco  pro  varia- 
bilibus  independentibus,  aequatio  proposita  secundum  formulam  (3)  §.  pr. 
haeo  evadit: 

In  qua  aequatione  cum  desint  diflerentialia  partialia  variabilium  independentiunj. 
/'i.  f.,  .  .  .,  /„,  respeetu  sunita.  ipsae  /', ,  /j.  .  .  .,  /'„  pro  Constantibus  habendae 
sunt.  Unde  quamdiu  ii — »t  >  Ü,  aequationis  praeoedentis  extabit  solutio  /'„,_,_,, 
quae  non  sit  solaruni  f\,  f\.  .  .  .,  /'„,  funetio,  quippe  quae  pro  Constante  habenda 
esset,  aequationes  autem  ad  instar  praecedentis  formatas,  siquidem  variabilium 
independentiuni  numerus  unitatem  superet,  semper  solutionem  j^raeter  Constantem 
habere  suppositum  est.  Hinc  numerum  solutionum  a  se  independentiuni  oontinuo 
augere  licet,  donec  fiat  m  =  n,  quo  casu  aequatio  (2)  in  hanc  abit: 

(S)    o  =  .(4J)    .„    0  =  (-|), 

quae  non  habet  solutionem  praeter  Constantem  sive,  quod  pro  hac  aequatione 
idem  est,  praeter  solutionum  iam  inventarum  functionem. 

Ex  antecedentibus  patet.  si  aequationis  propositae  (1)  solutiones. a  se 
independentes  aliae  post  alias  investigantur,  post  quamque  solutionem  inventam 
numerum  variabilium  independentiuni  unitate  minui  posse.  Vi  nova  habeatur 
solutio  a  iam  inventis  independens,  aequationis  ita  reductae  solutionem  indagare 
sufficit  quamcunque  praeter  Constantem.  Quo  in  negotio  eo  usque  pergere  licet. 
donec  aequationis  propositae  habeantur  n  solutiones  a  se  independentes. 

Inventis  ae(|uationis  propositae  n  solutionibus  a  se  independentibus 
/i!  /l"  •  •  •<  /«?  quamcunque  aequationis  (1)  solutionem  ipsarum  /',,  /!,,  .  .  .,  /'„ 
functionem  esse  etiam  inde  patet,  quod,  si  haberetur  solutio  a  /',,  /!,,  .  .  .,  f„ 
independens,  aequationis  propositae  plures  (piam   n  solutiones  a  se  independentes 
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extai-ent.  (luod  fieri  non  posse  §.  4  vidinms.  Secundum  antecedentia  ipsaniiu 
/i;  f-2j  •••;  fn  l'iinctiones  totidem  a  se  independentes  quaecunque  et  ipsae  sunt 
aeqiiationis  propositae  (1)  solutiones  a  se  independentes:  et  vice  versa,  aequationis 
(1)  solutiones  quaecunque  n,  quaruni  nulla  rerKpiarum  functio  est.  functiones 
a  se  independentes  esse  debent  ipsarum  /',.  /j.  ....  /;,. 
Qula  aequatio 

(4)  /=  //(/;,/•„  ...,/„), 

in  qua  71  functionem  arhitrariuin  designat,  est  aquationis  propositae  (1)  solutio 
generalis,  secundum  §.  3  solutio  generalis  aequationis 

(5)    X  =  X  -^  +  X,4^+...  +  X  4^ 

dabitur  aequatione: 

(6)     n(f„f,,....fj  =  a. 

Generalitati  nihil  addit  Constans  arbitraria  ß,  quippe  quam  ponere  licet  functioni 
arbitrariae  JI  subesse.  Itaque  aequatione  difFerentiali  (5)  indicatur,  aequationem 
inter  n-f-1  variabiles  .r,  .r,.  ....  ,7„,  e  qua  valor  functionis  .r  petendus  sit, 
repraesentari  posse  ut  aequationem  inter  numerum  unitate  minorem  quantitatum, 
quae  ut  solutiones  dantur  aequationis 

Quae  vero  sit  aequatio  inter  illas  n  quantitates  lociun  habens.  ipsa  aequatione 
(.3)  nullo  modo  definitur,   sed  prorsus  in  arbitrio  relinquitur. 

Ut  aequationis  (1)  solutio  determinetur,  addi  potest  conditio,  ut  /'  in 
datam  ipsarum  .r, ,  ,r.,.  ....  x„  functionem  abeat,  ubi  .r  sive  evanescit,  sive  datum 
constantem  valorem  induit:  vel  etiam  generalius,  ut,  inter  x,  .r,,  .  .  .,  .r„  aequatione 
data  quacunque  F(x,  .r, ,  ....  .t„)  =  0,  abeat  /'in  functionem  datam  quamcunque 
r(x,  .Tj,  ....  ,r„).  Exprimantur  enim  F  et  /"  per  /i .  /[.  ....  /',  unamque  va- 
riabüium  ,r,  .r, .  etc..  veluti  x:  deinde  ex  aequatione 

/!.•./;,/;,...,/;)  =  0 

t-ruatur 

■^  =  '^(/r/'.- ■••>/:.); 

aequabitur  /'  ipsarum  /,,  /!,.   ....  /;,  functioni.    in  quam  abit  r{x.  /[.  /'. /;,) 

ponendo  x  =  (f'i/\.  /■..  ....  f„),  lioc  est.  tit  solutio  quaesita 

f=  nf,  t\,t\,---,  /"„)• 
Haec   enim    ipsius  /'  ex])ressio  et  solarum  /i,  /j.   ....  /^,  functio  ideoque  aequa- 
tionis (1)  solutio   est  et.    ubi  F  =  ^)  sive  y  =  .r,    in  datam  functionem  F  abit. 
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Per  antecedentia  probatur  (|ii()que.  (jiiod  bene  tenendum  est,  aequationis  (1) 
solutioneni   /',   sl  [iro  .v  =  0  •  aiit    pro    alia    qiiacunque   aequatione    F^O,   quae 

non  in  aequationem  inter  solas  /i,  f.j f„  i-edeat.  Constanti  aequetur,  ipsam 

esse   Constantem.      Videlicet   si  ipsaruni  /',.  f..  ....  /;,  functio  /'  ponendo  x  = 

y(/'i5  f-2^  ■  ■  1  fn)  Constanti  aequatur.  ijjsa  illa  t'unctio  /'  esse  debet  Constans, 
cum  ea  positione  inutationeni  nulluni  suliire  possit.  Scilicet  suppono,  ipsam  x 
noh   esse   qnantitatum    /', .  f..   .  .  .,  f„    iunctionem,    qiiod    ad    iniuni    certe   varia- 

bilium  x.  .r, i\  valet. 

Simili  rutione.  aequationis  (5)  solutio  hac  eonditione  determinari  potest, 
nt.  data  (piacunque  aequatione  F  =  0.  alia  quoque  data  aequatio  quaeeunque 
r  =  0    inter   ipsas   ,r.  .i\.   ....  .r„    loeuni   habeat.     Kursus  enim  et  F  et  F  per 

.r,   /',.   /;, /'„    expressis.    eiiniinando    x    ex    aequationibus   F  ^  0.    F  =  0, 

obtinemus  aequationem 

n(f\,  f,,  ...,  /:,)  =  0, 

qua  si  .r  per  j\,  x.,.  ....  x„  deterniinatur,  solutio  aequationis  (■))  qiiaesita  prodit. 
Postulavi  antecedentibus.  variabiles  .c,  .r, ,  .  .  .,  .r„  exprimi  per  unam  earum 
X  ipsasque  /', .   /[,,   ....  /j,,  sive  ipsas 

t\-  f„  •••'  /■„,  •^■ 
pro    variabilibus    independentibus    sumi.      Quod    semper    licet,    nisi    x   ipsarum 
/i)  /s)   ■  •  •?  fn  functio  sit  ideoque  aequationis  (1)  solutio.    Si  vero  .r  aequationis 
(1)  solutio  est,  fieri  debet 

X  =  0, 
et  vice  versa  patet,  si  A'  =  Ü,  esse  x  aequationis  (1)  solutioneni.    Hinc  sequitur 
Propositio : 

„Ipsas  fi,  fj,  •  ■  ■,  fn:i  't'  pi'o  variabilibus  independentibus  sumi  posse,  quoties 
A'  non  evanescat,  non  posse,  si  evanescat." 

Aequationis  (1)  Coefficientes  X,  X^,  etc.  si  non  omnes  evanescunt,  quo 
casu  nulla  omnino  aequatio  haberetur,  supponam  in  sequentibus,  etiamsi  non  ex- 
presse  adnotetur,  esse  X  eam,  quae  certo  non  evanescat.  Cum  nulla  supponatur 
inter  quantitates  /;,  /!_,,  ....  f„,   x  extare  aequatio,    ipsae  f\,  f.,,  ....  f„  etiam 

pro    solarum    .!, .  .c, x^    functionibus    habitae    a    se    inde[)endentes    erunt. 

ideoque.  si  A'  non  indentice  evanescit,  etiam  functionum  /' .  f...  ..../'„  Determinans 

dx^       da:,-,  dx^ 

identiee    evanescere    ne(iuit.      V.   Comment.    de    Dctenninaiäihua  fnnctionalibiis. 
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Soliitioiio    /',.  f., /',    a    (lualius    siniul    varial>ilil)us    \-aciiae    esse    noii 

|)oss(mt.  (jnia  imn  ilaiitiir  ;^  —  I  variahiliiiiii  ii  fiiiictiones  a  se  independentes. 
Si  solutioiu's  illae'  oiuiies   iinaiii   varlabiliLim.  ex  i:r.   variahilein  .r.   iion  involvunt, 

s'mgiilae  .r,,  .r...   ....  .r„   ]n^r  /', .   f., /j,   ('X|)riini   ])oteriint  sive  aeqiiatioiiis  (1) 

>()liiti()iiL's  eruiit.  (^uod  tii-ri  nequit.  iiisi  A', .  A'^.  ....  A',  omnes  siuuil  evanes- 
ciiiit.  l'iide  vice  versa,  si  non  omnes  A',,  A.,.  ....  A„  siimil  evanescunt.  solu- 
tioiies  ae(|iiationis  (1)    nun  oumes  ali  ipsa  ,c  vacuae  esse  possunt. 

'  Si  dico,  designante  /'  aequationis  (1)  solutionem  qiiaincunqiie,  aequatione 
/■  =  0  determinari  ipsarum  a\,  a:,,  ...,x„  functionem  *•  satisfacientem  aequationi 
,r    <9.r  ,.     O.B  -.     o'.r 

tacite  suppono.  eani  solutionem  /'  ipsam  ,r  omnino  involvere.  Cuiusmodi  so- 
lutionem  semper  extare  antecedentibus  vidimus.   nisi  ipsae  Aj.  X...  ....  A'„  simiil 

onnies  evanescant. 

(!. 

Adnotalio  iam  easus  qnosdam  speciales,  qaibus  aequationes  ditieren- 
tiales  partiales  lineares  primi  ordinis  aut  solvere  aut  ad  alias  simpliciores  re- 
ducere  liceat. 

Statuamus  ae(juationi  (1)  §.  pr.  accedcn-  terminum  cum  a  t'unctione 
(juaesita  /'  tum  a  differentialihus  eius  partialüms  vacuum.  ita  ut  aequatio  pro- 
posita  sit: 

(1)   x4^'^+xß^+...+x,,f-  =  l\ 

er  '  er,  "   d.r^^ 

designante  U  ipsarum  a\  x\.  ....  x„  l'unctionem.  Constal)it  aequationis  (1) 
solutio.   si  aecpiatio 

(2)    X^f-  +  X^^+...  +  X„^  =  0 

complete   soluta   est:    hoc    est.    si  eins  novimus  it  solutiones  a  se"  indeiiendentes 

/i<  fi-  ■•-!  /«•     Ip'-'is  enim  /",,  /!,,   ....  /'„   variabilium  .ii.  ,(%. v„  loco  intro- 

ductis,  aecpiatio  (1)  secundum  formulam  (4)  $.  4  aliit   in  lianc: 

in  (pia  datae  i[)sarum  .r.  .i\,  ....  .r„  functiones  A' et  L' [»er  ipsas  .c,  /j.  /!,...  .,  /), 
exprimendae  sunt.      Ex  hac  aeijuatione  sequitur 
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siquideni  in  integratione  ipsiiLs  ,r  respectii  transigenda  ipsae  /i.  /.',.  .  .  .,  /^,  pro 
Constantibus  habentur  atque  F  ipsaruui  /',.  /!,.  ....  f]^  fmictionein  designat 
arbitrariam.     Ut   exhibeatur   solutio   iiiventa   per   variahiles  ,r,  .r,.   ....  x„,  post 

integrationem    factam    restituendae    erunt    ipsaruni    /',.  /j fl    expressiones 

per  variabiles  x,  x^,  .  .  .,  x„  exhibitae;  sed  per  idüiieuni  integralium  definitoriim 
applicationem  fieri  potest,  ut  expressiones  illae  iam  sub  signo  integrali  substi- 
tuantur.  Qua  ratione,  quod  semper  pro  commodo  haberi  debet,  obtinetur  for- 
niula  per  se  ipsa  clara  neque  interpretatione  verliali  egens.     Sit  enim 

in  l'unctione  illa.  quae  sub  signo  integrali  invenitui*.  sei-il)o  i'  ipsius  x  loco; 
designante  «  Constantem  seu  ipsarum  f\,  /ö,  .  .  .,  /„  t'unctionem.  integi-atio  ex- 
tendenda  erit  inde  a  i  =  cc  usque  ad  $  =  ,r,  sive  erit 

qua  in  tnrnuda  sub  integrationis  signo  ipsariun  /',,  /ö,  ....  /;,  expressiones  per 
variabiles  propositas  .t,  x^,  ...,  x„  substituere  licet.  Proponatur  ex.gr.  resi- 
duuni  seriei  Taylorianae 

ubi  TlQi)  =  1.2.3...«.  Expressionen!  ad  dextram  facile  patet  satisfacere  aequa- 
tioni  difterentiali  partiali 

^^      dx         dh  dx-      '  n{n~\)    ' 

Aequationis 

d.v         dh     ~ 
est  solutio 

/;   =  .r  +  h: 

qua  loco  h  introducta   ut  variabili  independente,   tit  aeijuatio  (ß) 

Bf  \  _     d"(fix)   (/;-.'•)""' 


dx  ) 


23 
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Hac  integrata  aeqtiatione  prodit 


^=Tf(^/:^^(A-^)-*, 


designante  «  fiinctionem  quantitatis  f\.  quae  inter  iiitegrationem  pro  Constante 
habetur.  In  dextra  aequationis  praecedentis  parte  sub  integrationis  signo  scri- 
hatur  ^  lüfo  x  atque  restituatur  x-{-h  loco  /', .  prodit: 


-1     r</>(5) 


ifJ.-^'-'-ö"-'^^- 


'  /7(« 

Valor  ipriius  cc  eo  determinatiu-,  quod  evanescat  /pro  k=  0   sive  pro  x  =  /',. 
linde  linies  inferior  tieri  debet 

a  =  t\  =  x+h. 

Hifi  collectis  limitibusque  inversis  prodit 

Quod  notum  est  integrale  definitnm  seriei  Taylorianae  residimm  expriinens. 
Statuamus.   proposita  aequatione  (1) 

Coefficientes  A',  A'j.  etc.  unius  variabilis  x  esse  functiones.     Pro  singulis  indicis 
/  v-idorilius    1.   2 n  vocemus  (f-  functionem.  quae  sutisfaciat  aequationi 


(7)    X^+Z,.^ 
ox  '  öx 


unde  fit 


'/,  =  ■'■,— 


-fi 


Cum  sint  A'  atque  A'.solius  x  functiones.  etiam  integrale,  quod  aequatio  prae- 
cedens  implieat.  solius  x  functio  erit;  integrali  enim  non  adiici  suppono  aliarum 
variabilium  functionem  quasi  Constantem  arbitrariam.  Unde  erit  (f^  etiam  aequa- 
tionis (1)  solutio,  cum  ipsius  y.  diflferentialia  partialia  praeter  -^  et  -^  omnia 
evanescant,  ideoque  pro  ea  solutione  aequatio  (1)  redeat  in  (7).  Nanciscimur 
hac  ratione  solutiones  n  aequationis  (1)  y,,  g;.,,  .  .  .,  (p^,  quae  a  se  indepen- 
dentes  erunt,  cum  singulae  implicent  singulas  variabiles  a  se  independentes  Xi, 
X.,,  .  .  .,  x„.  Unde  fit  aequationis  propositae  (1)  solutio  generalis 
f=IJ(^„<f,,....<fJ. 
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Prorsus  idem  valet,  si  ipsae  X,  praeter  x  respective  variabilem  x,  con- 
tinent,  nisi  quod  eo  casu  determinatio  functionis  y,-  per  aequationem  (7)  non 
Quadraturain  sed  integrationem  aequationis  differentialis  vulgaris  prinji  ordinis 
inter  duas  variabiles  requirit.  Exempliim  propositum  complectitur  casum,  quo 
ipsae  X,  Xj,  etc.  merae  Oonstantes  sunt.  Designantibus  enim  a,  o,,  etc.  Con- 
stantes.  si  proponitur  aequatio 

e  praecedentibus  eius  solutio  habetur  generalis 

(a, .»  a,,a:  a  x  \ 

■^■.-^'     -^-"-      ■••'     ■^"-^)- 
Ad  hunc  revocatur  casus,  quo  X,  Xi,  etc.   reffpective   solaruni  x,  .r, ,   etc.   fimc- 
tiones  sunt.     Introducendo  enim   ut   variabilem   inde]>endentem  loco  .f,  ipsius  x, 
functionem   t,  datam  per  aecjuationem 

fit 

IL  _  i^. 

aide  aequatio  proposita  abit  in  hanc: 

Sf    .     df 

dt  "^  8f.^    ""    dt,    ^  '"  '    ^/;„  ■ 

cuius  est  solutio  generalis 

/'  =  Tl{t,  —  f,  f.,— f.  .  .  .,  f„  —  t), 
sive  erit  f  ditferentiarum  integralium 

■  '        /^ 

functio  arbitraria.      Quo   frequenter   et   aliis  casibus  uti  licet  artificio.  cuius  ope 
Eulerus  nonnullorum   (piae  tractavit  exemplorum  solutiones  facilius  detexit. 

Consideremus  casum  generaliorem,  quo  omnes  A',  A',.  etc.  solarum 
X,  Xi,  ....  x„_„,  functiones  sunt  neque  igitur  variabiles  .t„,  .r„_i,  .  .  ..  .i„_,„_^, 
continent.  Eo  casu  indagentur  solarum  ,r,  x^,  ....  .!„_„,  functiones  a  se  inde- 
pendentes 

/p/;>  ••■./;,-,„, 

quae  sint  solutiones  aequationis 

23* 


'    rJ.r  dt. 


o_    Sf    ,     df      ,     df      ,         ^     df 
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Eniiit  illae  etiain  aequationis  (1)  solutiones,  cum  ipsas  .r„_,„^_,.  a'„_„,_j.„,  ....  a-'„ 
non  contineant  ideoque  earuin  differentialia  harutii  respectu  variabiliiiin  sumta 
evanescant.      Introductis   /', ,  /.j.   ....  /^_,„    variabiliuni   Xi,   x.,,    .  .  .,  .r„_,„  loco,  e 

o.r  '    d.v^  "    '"  ö^^_„^  \  d.c  J' 

(lift'erentialia  aiiteni  ipsariiin  .r„_„,_^j,  etc.  respectu  sumta  ea  iiovarum  variabilium 
independentium  iiitroductione  non  mutanda  sunt,  quia  f\,  /j,  etc.  illas  non  Im- 
plicant  variabiles  .r„_,„^_i.  etc.     Indult  ioitur  aequatio  (2)  hanc  formam: 

in  qua  Coefficientes  A',  X„_„,+i,  etc.  per  quantitates  x,  f\.  /ö,  ....  /;,_„.  expri- 
mendae  sunt  neque  secundum  suppositionem  factam  variabiles  .r„_„_^,.  .r„_„,_^,,  .  .  . 

.  .  ..  x„  implicant.    In  aequatione  praecedente  quantitates  /j.  f., /;,_,„,  quarum 

respectu  non  differentiatur,  pro  Constantibus  habendae  sunt:  unde  illa  in  casum 
antecedentibus  tractatum  redit,  quo  Coefficientes  unius  variabilis  functiones  sunt; 
qui  casus  per  solas  Quadraturas  absolvebatur. 

Antecedentibus  aequatio  proposita  quoties  variabiliuni  independentium 
nonnuiias  non  ipsas,  sed  tantum  differentialia  earum  respectu  sumta  continet, 
ad  aliam  revocatur,  in  qua  totidem  variabiles  omnino  desunt  sive  variabilium 
independentium  numerus  totidem  unitatibus  minor  est.  Quod  tieri  posse  in 
aequationibus  differentialibus  partialibus  primi  ordinis  etiam  non  linearibus  iam 
olim  Euler  US  docuit. 

Sl   ipsae   quidem   X,  A'i.  ....  A'„_„,  solarum  .r,  .rj.  ....  .?'„_,„    functiones 

sunt,  sed  reliquae  A„_,„+, .  A'„_,„^.,,  etc.  variabiles  independentes  omnes  implicant, 
valebit  adliuc  aequatio  reducta 

0  =  .(f  ).x_,.4^)..v_,„,(^)......  (|L). 

sed    in    ea   Coefficientes   praeter   ipsas   f\,  f...   ....  f„_„„    quae   pro   Constantibus 

habentur.    adhuc   variabiles   x.  .r„,  .r„_, ,   ....   .r„_,„^j   continent.     Eo   igitur    casu 

aequatio  proposita,  in  qua  variabiles  independentes  sunt  numero  «-I-1.  in  iluas 
dividitur.  alteram  post  alteram  solvendas,  in  quarum  priore  numerus  variabilium 
est  n  —  /n-i-l.  in  posteriore  m-\-\. 
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Sab  iinem  addam  exempluin  quo  111.  Lagrange  in  Commentatione,  qua 
])nnium  aequationes  difFerentiales  partiales  primi  ordinis  ad  aequationes  difFe- 
rentiales  vulgares  revocavit,  eius  reductionis  usum  illustratum  ivit.  Quod  vide- 
biinus  exeniplum  eadein  elegantia  et  fortasse  magis  directe  sine  aequationuni 
differentialiura  vulgarium  interventione  absolvi. 

Proponatur  aequatio: 

Funetio  quaesita  :   si   per   aequationem  /'  =  a  determinatur,   satisfacere  debet  /' 
aequationi  sequenti : 

quam  sie  exhibeo: 

.dt^dx^Öy^dz)       V  dt  +•'  d.z  ^^  dy  ^^  dz) 
Seounduni  supra  tradita  evanescit  expressio 

dt  dx         dy        dz  ' 

si  f  est  ([uaecunque  dift'erentiarum 

z—t,     z—x,     z—y 
functio.  quas  ea  de  causa  triuni  variabilium  independentium  looo  introducamus: 
pro  quarta  sunio  oniniam  variabilium  summam  t-\-x-\-ij-\-z.     Sit 

z—t=jj,     z^x=q,     z—y  =  r,     t-\-x+y-hz  =  s, 
atque    diflferentialia    partialia   ipsarum   p,   q,    r.    s    respeetu   sumta   iincis   inclu- 
dantur,  fit 


dt   ^  dx^  dy^  dz    ~      \  ds  , 


Unde  aequatio  proposita  in  hanc  abit: 


dt 


'''-m-m-m' 


\ds  j     ''  \dpJ     -'  \  dcj 

sive  ]jer  3   divisa  in  hanc: 


-(-|fc)-(^)-bf^)-(^)- 
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Qiiao    secundiim    anteeedentia    docet     aequatio .     l'unctioneiii    (luaesitaiii    /'   esse 
t'unotioneiu  ai-l)itrariani  difterentiaruin 

vel  si  logai-itlmiis  luimeros  substitiiis,  functioneiu  arbitrariaiu  i|tiantitatam 

sp  ,     !iq'\     s/. 
(juod   cum  solutione  Lagraiigiana  convenit. 


Aequationis  differentialis  partialis  liueai'is  priiiii  ordinis 

(1)  0  =  x-^+x^^-^xJ^--^...+x^S^-. 

ad  quam  reüijuas  omnes  revoeavi,  propouatiir  sokitionein  /"  in  serieiu  intinitam 
evolvere,  addita  siimil  eonditione  maxime  generali,  cui  satisfieri  posse  §.  5 
vidinius,  ut  functlo  /'  pro  data  inter  variabiles  independentes  aequatione 

U=  0 
in   datani  t'iuu-tioncni  F  abeat.      Pono 

(2)  f  =  r-r'U^r"4^-r'"    ^'     ■    ' 


1.2  1.2.3    ' 

quae  expressio  conditioni  propositae  aperte  satisfacit.  Substitiita  (2)  in  aequa- 
tione proposita  (1)  et  expressionibus  singulis  in  singulas  ipsius  U  potestates 
ductis  nibilo  aequatis,  eruiintur  aequationes,  quibus  quantitates  F',  F",  etc.  aliae 
post  alias  e  data  f'unctione  F  determinari  possunt.  Ponamus  enim,  designante 
V  ipsarum  .r,  .i\,  .  .  .,  .r„  functionem.  per  ipsuni  V  uncis  inclusiun  denotari 
expressionem 

unde.  si    V=  U"\  Ut 

(4)     [U-]  =  mU'-'[V]. 
Qua  adbibita  notatione,   substituendo  (2)  aequatio  proposita  (1)  in  hanc  abibit: 

Cui  aequationi  satistit  ponendo 

.6^   P-_in     r'-i^     r'"-!^-^     etc 
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quibiis  formulis  seriei  iiifinitae  propositae  Coefficientes  alü  post  alios  detei'- 
minantiir. 

Si  U  ipsam  x  iiivolvit,  e  formula  (2)  obtineri  possunt  aequationis  (1) 
soliitiones  n  a  se  independentes  ponendo  ipsius  F  loco  successive  ipsas  x^,  x.^,  . . . 
....  x„.  Inter  solutiones  enim  sie  provenientes  extare  non  potest  aequatio, 
quippe  quae  etiam  locum  habei'et,  si  statuitur  U=  0  sive  x  ipsarum  a-, ,  a;., ,  ... 
....  ,r„  fiinctioni  aequalis;  posito  autem  U  =  0,  solutiones  in  quantitates  x^,  x.,.  . . . 
.  .  .,  .r„  abire  statuimus,  quae  a  se  independentes  sunt  neque  a  se  dependentes 
rieri  possunt  eo,  quod  alia  quantitas  x  earum  functioni  aequetur. 

Sint  variabiles  x,  Xi,  x.,,  .  .  .,  x„  omnes  unius  earum  functiones.  quae 
satisfaciant  systemati  aequationum  difFerentialium  vulgarium 

(7)     (/.fj  =  -^^(/.t,     (Lc,  =  ^^  (Iv,     .  .  .,     dx^^  -    "dx; 

designantibus    V  et    W  binas  ipsaruni  x,  ,r,,   ....  .(„  functiones.  erit  e  (3)  et  (7): 

[!-']  öx  ^  ox^  "  öx 

TW]  =  x|^+x,|I^+...+x|i^ 

dx  '  a.Cj  "  dx^ 

6V   ,         dV  ^  ÖF    , 

— dx  H-  -TS —  rf.B,  H 1 — r^ —  dx 

ex  öx,        ^  dx         " 


-^ dx  -+-  -^ dx,  H h  -.r —  dx^ 


dx 


ideoque  e  notatione  adhibita 

(8) 
Unde  e  formulis  (6)  obtinemus: 


j_r]  _  dv 
[irj  ~  dw 


p)  '""w-  '-"-^r.  '■■"=^.  * 

Variabiles  x,  x\,  .  .  .,  x„  si  unius  earum  functiones  sunt,  functiones  etiam  erunt 
cuiuslibet  earum  funetionis  U,  unde  F  pro  ipsius  U  functione  haberi  potest. 
Cuius  funetionis  difFerentialia  successiva  erunt  e  (9)  ipsae  F',  F",  etc.  sive  erit 

(10)   r'  =  4^,     r"  =  -^,    r"'  =  -^,    etc.: 

scilicet  Algorithmi  (6).  quilnis  quantitates  F',  F".  etc.  formantLU-.  iidem  sunt, 
quibus  inveniuntur  differentialia 
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du"'' 
si  ot   /'  et   U  rlaiitur  iit  fuiictiones  variabiliuiu  .r.  ,r, .   ....  .r„.   inter  quas  locum 

habent  ae([uatioiies  difFerentiales  vulgares  (7).  Nee  nisi  aequationes  (7)  inte- 
gratae  habeantur  uUo  aüo  modo  illa  diiferentialia  —  deterniiuari  possunt  nisi 

per  Algorithmos  (6). 

Substitutis  (10)  abit  series  infinita  (2)  in  hanc: 

^     dr   „     d'r     u-      d"r      u' 

quam  e  theoremate  Tayloriano  constat  aequari  quantitati  constanti 

r{ü—U)  =  r(S)). 

Videmus    igitur    aequationis  (1)    solutionem    quauicunque    in   quantitatem    con- 

stantem  abire,    si  inter   ipsas  .r,  .i\ i\  tales   constituantur  relationes,   quae 

aequationibus  differentialibus  vulgaribus  (7)  satisiaciant.  Quod  absque  uUo .  se- 
i'ierum  infinltarum  adiumento  patet.  si  reputamus  propter  aequationem  identicam 

evanescere  ipsius  /"  ditferentiale 

quoties  aequationes  differentiales  (7)  locum  habeant.  Unde  si  inter  ipsas  .r. 
,r,,  .  .  .,  .r„  locum  habent  aequationes  quaecunque,  e  quibus  aequationes  difFe- 
rentiales vulgares  (7)  deduci  possunt.  ex  iisdem  aequationibus  sequi  debet 

<//"  ^  (J     sive     /  =  Cunstaus. 
Sed  de  systemate  aequationum  differentialium  vulgarium  (7)  eiusque  intima  con- 
nexione  cum  aequatione  differentiali  |)artiali  (I)  fusius  in  sequentibus  agam. 


De  aequationum  differentialium   vulgarium  simultanearum  systematis. 

8. 
Systema    aequationum    differentialium    vulgariiun    simultanearum    propo- 
namus  forma  proportionis 

(1)     dx  :  rf.r,  :  ...  :  <ü;  =  A' :  X,  :  ...  :  .V, 
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designantibiis  A",  X^.  etc.  datas  quascunque  variabilium  x,  .i\,   .  .  .,  x\  fiinctiones. 
Quam  propoi'tionem  lociim  teuere  censeo  n  aequationuni 

(2)    X^dä-—XcLv^  =  0,     X,ch—XcLi:,  =  0,     .  .  .,    A'„ -i.i— AV.r ,  =  0. 
Quamqiiain   in  forma  proposita  ditl'erentialia  ordiiiem   primum    iion   egrediuntur, 
ea  pro  generali  haberi  potest,  ut  ad  quam  qiiodvis  systema  aequationuni  diflfe- 
rentialia  vulgaria   ciuslibet    ordinis  implicantium    revocari    potest.     Sit'  primum 
proposita  una  aequatio  differentialis  »"'  ordinis  inter  duas  variabiles  ,x-  et  y 

(3)     ^=Y^ 

designante  J'  functionem  quamcunque  ipsarum  x,  y  et  quotientiian  dift'erentialium 
ipsius  y  usque  ad  (ji  —  1)'""':  statuendo 


y 


aequationis  jiropositae  locum  tenebit  jn'oportio 

(4)     d^:dy,dy':...:dy^--):dy'~"-^  =  1  :  y '  :y"  :  ...  :  ^(«-»  :  Y, 

ubi    in    functione    Y   pro    diflferentialibus   -~~   ponendae    sunt    quantitates    y^^. 

Unde  introducendo  ipsas  y',  y",  .  .  .,  y'"-^'>  ut  novas  variabiles  revocatur  una 
aequatio  n"  ordinis  inter  duas  variabiles  ad  n  aequationes  primi  ordinis  inter 
H-f-1  variabiles.  Si  aequationes  (4)  comparamus  cum  (1),  videmus  eas  con- 
stituere  casum,  quo  pro  ipsius   i  valoribus   1,   2,   ....  n  —  1   habeatur 

(5)    X  =  ^,^,, 
ipsa    X  autem    unitati  aequalis   et    ultima    X„    oninium   variabilium    functio    sit. 
Vice   versa   ([uoties   proponitur   huiusmodi    systema   aecjuationum    difFerentialium 
vulgarium 

(6)     d.i- :  dx^  ^(7.^■^  :  ...  :  du',__^  :  du'^  =   1  :  j;, :  x.^  :  ...  .f,,  :  X„, 

id  cum   uuica  aequatione 

(')     5"  =  ^« 
convenit,    in   cuius   dextra  parte  A'^,  ipsis  x.,,  Xj,  ....  .r,.  respective  substituenda 
sunt  dirterentialia 

rf.i-j  d'j;^  d"^\e^ 

da;    '       dx-    '      '  '  ''       d.>:"'^ 
Prorsus   simili    ratioiie   tbrmam   aeijuationum  (1)    induere    potest   systema 
IV.  -24 
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aecjiiatiomiin  differentialiiini  vulgariiim 

iilii    in    tuiietioiuliiis  .1.   B.  etc.   differentialia    ipsius   .r   ordinem   (p  —  1)'"",    difFe- 
rentialia  ipsius  y  ordinem  (q  —  1)""',  etc.   non  excedunt.     Kursus  enim  ponendo 

d'x  ,.,         d'y  ... 

=  x<-'\       — ^  =  u<-'\     etc., 

df  dt'         ^ 

introducantur  x',  x",   ....  x'-'^'K   y\  y" .  .  .  .,  y''''~''^\    etc.    ut   novae    variabiles: 
aequationuni  propositarum  (8)  locuni  tenebit  proportio 

,         dt :  dx  :  d.,-  :  ...  :  d.r'p-^>  :  rf.rt^-') :  dy  :  d>/  :  ...  :  dy'-'^^^)  :  (^(^-»  :  ... 
^^^     (  =  l:,r'  :..":...:..'.-')  :^  :  y'  :  y"  :  ...  :  y^'-^    :  B  :  .... 


ulii    in    functionihus   Ä,   B.    etc.    difi'erentialibus  — ^ ,    — —.  etc.  substituendae 

dt'  dt' 

sunt  quantitates  x''\  y'-'\  etc.  Unde  introducendo  x',  x" ,  etc.  ut  novas  varia- 
biles. aequationes  (8)  ad  ^J-f-^H —  aequationes  düFerentiales  vulgares  primi 
ordinis  revocantur.  Aequationes  (9)  forma  propositarum  (1)  gaudent  earumque 
casum  constituunt  eum.  quo  A'  =  1   atque  pro  insequentibus  indicis  i  valoribus 

A'.  =  .r^j. 

exceptis  valoribus  ipsius  /  aliquot  interraediis  eiusque  valore  finali  i  =  n,  pro 
(juibus  A',  non  uni  variabilium  aequalis  est,  sed  omnium  variabilium  functioni 
aequari  potest. 

Si  aequationes  difFerentiales  vulgares  propositas  non  immediate  ad  formam 
aequationum  (8)  reA^ocäre  licet,  id  semper  per  idoneas  differentiationes  et  elimina- 
tiones  fieri  poterit.    Ut  exemplum  simplex  tradam.  proponantur  duae  aequationes 

(10)     u  =  0.     c  =  0, 
sintque  ipsarum  ,r  et  //  differentialia  altissima.   quae  in  iis  obveniunt, 

d^        d^ 

dt"    '      'dt' 
quorum  utrumque  alteram  afticiat  aequationem  u  =  0,  altera  autein  v  =  0  eorum 
neutrum  involvat.    sed   altissima    ipsarum  x  et  y  differentialia.   quae    in   ea   ob- 
veniunt, sint 

dt^'    '       dt"^" 
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Sit  i^k,  aequatione  r  =  0  differentiata  i  vicibiis  successivis,  ope  z  aequationum 

(11)    A.  =  o,     ^=0 ^  =  0 

dt  df  dt' 

ex  aequatione  ?<  =  0  eliniinari  poterunt  ditFerentialia 

^^~'+'.r         (/"-'+-.«  d'x 

dt"-'^'    '      dt"''^- dt"    ' 

ita  ut  altissima,  quae  aequationem  ?f  =  0  afficiunt,  differentialia  tiant 

dt"-'    '      dt' 
Unde  ex  hac  aequatione  et  aequatione  v  =  0  resolutis  erui   possunt  sequentes : 

(1,,  ^f:i:^  =  A.  ^  =  B, 

^    ^     dt"-  df 

in  quibus  et  A  et  B  nonnisi  differentialia  iis,  quae  ad  laevani  posita  sunt,  in- 
feriora  involvunt.  Quae  igitur  gaudent  aequationes  forma  proposita  aequa- 
tionum  (8)  ideoque  ex  antecedentibus  etiam  ad  formam  aequationum  (1)  revo- 
cari  possunt.  Eritque  aequationum  propositarum  n  =  0 .  r  =  0  systema 
{p-^q  —  iy^  ordinis. 


Demonstravi  §.  7. 

I.     „per  aequationes   finitas*),    quae  aequationibus  ditt'erentialibus  vul- 
garibus 

(1)     -/,(■ :  d.c^  :...:  dx_^  =  X  :  X^  :  ...  :  X,, 

satisfaciant,   unaniquamque  solutionem  /  aequationis  ditt'erentialis  partialis 

(2)     x|^+X.-f-+...  +  A-„f^  =  0 

aeciuaiem  evadere  Constanti." 
Scilicet  tit 

df=^d.+f-d.^+...-,-4f-d.-„ 

quae  expressio  evanescit,  si  (Li;  rf.ij,  etc.  eandem  rationem  inter  se  tenent  atque 


*)  Aequationes  finitae  dicuntur,  quae  sunt  inter  solas  variabiles  dependentes  et  independentes  ueque 
canim  differentialia  involvunt.  Si  quotientes  differentiales  pro  novis  variabilÜHis  sumuntur,  fieri  potest,  ut 
eadem  aequatio  modo  pro  aeiiuatione  finita,  modo  pro  aequatione  diH.i.Miti.ili   li;il>iMiur. 

■2\* 
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qiiantitates  A'  A',.  etc.,   siinulque  fiiiictio  /'  aecjuationi  (2)  identice  satisfacit:    iibi 
aiitein  r//'=  0.   rit 

(3)    /■  =  Cüiistans. 
Propositionis  praecedentis    exceptiones  haben  possunt,    si  fieri   potest,    ut  per 
?i  aequationes  simiil  omnes  n-\-l   qnantitates  X,  Xj,  ...,  X„   evanescentes  red- 
dantur.  vcl  si  evenit.    ut  \m-  aequationes    illas   finitas   differentialia   fiinctionis  /' 
partialia  in  infiiiituni  abeant.  quippe  quo  casu  (//'  indueret   formam  expressionis 

iudeterniinatae  y--     Quibus  de  exceptionibus  singularibus  liic  non  agam. 

Aequationis  (2)  cum  extent  n  solutiones  a  se  independentes,  sequitur  ex 
antecedentibus,  per  aequationes  inter  variabiles  x,  .r,,  etc.,  e  quibus  aequationes 
diiferentiales  vulgares 

d::dx^:...:dx^_  =  X:X^:...:X^ 

deducere  liceat,  evadere  n  solutiones  aequationis  (2)  a  se  invicem  independentes 
aequales  Constantibus.     Vice  versa  habetur  Propositio: 

II.    ..Si  n  solutiones  a  se  independentes  aequationis  ditterentialis  partialis 


ox  '■  ox. 


0 


aequales  ponuntur  Constantibus  arbitrariis,  habentui-  inter  «H-1  variabiles 
,c.  ,r, r„  aequationes  yi,  e  quibus  deducere  liceat  «aequationes  diife- 
rentiales vulgares 

dx  :d,v^:...:  <7.r_  =  A' :  Ä'^  :  ...  :  A'^.- 

Ad  Propositionem  antecedenteni  denionstrandam  supponamus,  ipsam  A'  non 
identice  evanescere.  Sint  aequationis  differentialis  partialis  propositae  solutiones 
a  se  independentes  /', .  /J,.  ....  /J,,  quae  respective  Constantibus  arbitrariis  «,, 
a., «„  aequales  ponantur:    sequitur  ex  aequationibus 

(4)  /;  =  «,.   /;  =  «, /;  =  «„ 


lifterentiando: 

^/',              ö/,               Sf, 

0    :=    -^dx-h^dx^-h^dx.,-h- 

dx                 dx^         '         d,i:,        - 

.  '/'  .. 

(5) 

0  =  -5^  dx-h  4!  -  rf,r,  +  -^  dx.,-h  ■ 
dx               ex,        '        d.v.,       - 

ÖL 

^f  °f.  ^f, 

0    =    -r; dx+-7; f/^, -f- -^^ dx., 

dx  ox         '         d.c,, 


^L 
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Aequationes  praecedentes  habeaimis  pro  n  aeqiiationibiis  linearibus,  quarura  in- 
cognitae  sunt  n  qaantitates  dXi,  dx^,  ....  dx„;  secundum  (2)  satislit  aequa- 
tionibüs  illis  ponendo 

(6)     dx   =  -i^  d.v,      dx.,  =  -^  d.v,      ....      dx   =  -^  dx, 

(juae  cum  aequationibus  difFerentialibus  vulgaribus  propositis  conveniunt.  Unde 
vice  versa  ex  aequationibus  (5)  necessaino  sequuntur  aequationes  (6).  Aequa- 
tioniun  enim  linearium,  quarum  idem  atque  incognitarum  numerus,  semper  unica 
tantum  habetur  resolutio,  si  earum  non  evanescit  Determinans:  aequationum  (5) 
autem  Determinans 

"  ~"  dx^  ■    i^x.,    ' ' '    dx^ 

vidimus  §.  5  non  evanescere  ipso  A'  non  identice  evanescente. 

Quantitates  «j.  «..  .  .  .,  «„  cum  ut  Constantes  arhitrariae  valores  quos- 
cunque  induere  possint,  et  ipsae  pro  variahilibus  independentibus  haberi  possunt, 
ita  ut  aequationes  finitae,  quae  aequationibus  differentialibus  propositis  (1)  satis- 
faciunt,  praeter  ipsas  x,  x-^,  x.,,  .  ..,  x„  adhuc  n  alias  independentes  variabiles 
involvere  possint,  quae  neque  ipsae  neque  differentialia  earum  respectu  sumta 
aequationes  differentiales  propositas  afficiunt.  Variabilium  illarum  novarum  inde- 
pendentium  «i,  ci.j,  .  .  .,  «„  loco  functiones  earum  quaecunque  n  a  se  inde- 
pendentes /:?!,  ß.^,  ...,  /i„  in  aequationibus  integralibus  introduci  sive  pro  Con- 
stantibus  arbitrariis  sumi  possunt.  Quo  idem  assequimur  ac  si  in  aequationibus 
(4)  ipsarum  fi,  /,,  .  .  .,  /"„  loco  functiones  earum  n  a  se  independentes  pro 
aequationis  dilFerentialis  partialis  sumimus  solutionibus.  quae  Constantibus  ar- 
bitrariis aequentur. 

10. 
Propositis  aequationibus  difterentialibus  vulgaribus 
(1)     dx  :  dx^  :...:  dx^  =  X :  X,  :  . . .  :  X„ , 

earum  aequationes  intecjrah's  dicuntur  n  aequationes  finitae,  e  qulbus  propositas 
deducere  licet,  et  dicuntur  illae  aequationes  integrales  completae,  si  n  Constantes 
arbitrarias  involvunt,  quae  ad  minorem  numerum  revocari  non  possunt.  Sint 
/?!,  /in,  .  .  .,  ß„  Constantes  arbitrariae,  quas  aequationes  integrales  completae 
involvunt,  atque  sint  rursus 
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solutiones  a  se  independentes  aequationis  difFerentialis  partlalis 

(•2)    0  =  z|^4-A',|^-|-..4-x4^, 

(jiias  ab  Omnibus  Constantibus  arbitrariis  vacuas  suppono.  Secundum  Prop.  I.  §.  pr. 
per  aequationes  integrales  propositas  fieri  debent  f^.  f..  .  ,  .,  /„  Constantibus 
aequales 

«,.     «.,,     ....     «_,, 

quae  erunt  ipsariun  /y, ,  ß.,,  ....  /?„  functiones.  Aequationes.  quae  hac  ratione 
übtinentui-, 

(3)     f,  =  <--v     /.  =  «. /■„  =  «. 

cum  a  se  invicem  iiidejiendentes  codenique  nuuiero  sint.  locum  teuere  possunt 
aequationum  integralium  {iropositarum.  Quae  cum  completae  esse  supponantur, 
fieri  debent  «, ,  a.,.  ....  «„  ipsarum  /y,,  ß.,.  ....  ß„  functiones  a  se  indepen- 
dentes. Nam  si  foret  earum  una  a„  reliquarum  «, .  «,.  ....  «„_,  functio,  ipsas 
praeterea  /y, .  ß.,,  etc.  non  implicans,  sequeretur,  aequationes  integrales  propo- 
sitas revocari  posse  ad  alias,  Constantium  arbitrariarum  ß■^,  /?,,  •  .  .,  Ä  functio- 
nibus  «1,  «V,  ....  «„_,  afFectas  neque  praeterea  ipsas  /?,  etc.  implicantes.  ünde 
illis  ipsarum  /?,  etc.  functionibus  pro  Constantibus  arbitrariis  sumtis,  revoca- 
rentur  aequationes  integrales  propositae  ad  alias  minore  Constantium  arbitra- 
riarum nuraero  affectas.  ideoque  secundum  definitionem  positam  non  essent 
completae. 

Si  «,.  f^,.  ....  ci„  sunt  ipsarum  ß^,  ß.,,  .  .  .,  ß„  functiones  a  se  inde- 
pendentes. etiam  /y, ,  ß.,.  ....  ß„  ipsarum  «j,  ci.^.  .  .  .,  c<„  functiones  a  se  inde- 
pendentes sunt.      Unde  e  (?>)  secjuitur 

(4)    ß^  =  F^.    ß^^F^.    ....    ß„  =  F^, 

designantibus  F^,  K,  .  .  .,  F„  ipsarum  /',,  /ö.  ....  f„  functiones  a  se  indepen- 
dentes. Itaque  ipsae  quoque  F^,  is,  etc.  erunt  aequationis  (2)  solutiones  a  se 
independentes  (§.  5),  sive  habetur  Propositio : 

I.    -Aequationibus  differentialibus  vulgaribus 
dx  :  dx^  ■....:  dx^  =  X  :  X^: ...  :  X^ 

quocunque  modo  complete  integratis,  aequationes  integrales  completae  Con- 
stantium arbitrariarum  respectu  resolvi  possunt  et  variabilium  functiones  n, 
'quibus  ea  resolutione  Constantes  arbitrariae  aequales  evadunt,  solutiones 
sunt  a  se  independentes  aequationis  differentialis  partialis 
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+x. 


d.r,,  "   ö.v 


Generaliter  quoties  n  qiiantitates  ope  /i  aequationiim  determinantiir  seu  per  alias 
qiiantitates  easdem  aeqaationes  afficientes  exprinii  possunt,  non  fieri  potest,  ut 
ex  aequationibns  illis  deducatur  aequatio  ab  omnibiis  illis  n  quantitatibus  vacua, 
sive  e  qua  qiiantitates  illae  omnes  eliminatae  sint.  Qiiippe  quae  aequatio  nihil 
contribueret  ad  quantitates  detenninandas,  unde  ?i  qiiantitates  ?i  — 1  aequatio- 
nibns determinarentur,  quod  fieri  nequit.  Hinc  e  Propositione  I.  haec  sequitur: 
IL  „Ex  aequationibns  integralibus  completis  nnlla  deduci  potest 
aequatio  inter  solas  variabiles  .r,  j.\,  .  .  .,  x„,  e  qua  omnes  Constantes  arbi- 
trariae  eliminatae  sint,  vel  si  habetur  aequatio  ab  omnibus  Constantibus 
arbitrariis  vacua,  necessario  identica  erit." 
Ex  )i  aequationibus  integralibus  non  deduci  posse  aequationem  ab  omnibus  ua- 
riahüibus  vacuam  vix  monitu  opus  est.  Etenim  ad  aequationes  integrales  per- 
tinere  non  potest  inter  solas  quantitates  constantes  aequatio,  qua  reiecta  tantum 
«  — 1  adessent  inter  variabiles  x,  x-^,  etc.  aequationes,  e  quibusn  aequationes 
differentiales  jjropositae  vel  n  aequationes  finitae  (3)  deduci  non  possunt.  Qua 
de  re  si  proponuntur  quaecunque  m,  ex  aequationum  integraliura  niimero,  earum 
ope  m  variabiles  per  reliquas  deterrainare  licet,  quippe  quae  tum  demum  non 
succederet  determinatio,  si  ex  aequationibus  propositis  flueret  aequatio  ab  om- 
nibus variabilibus  vacua.  Eadem  de  causa  patet,  si  proponantur  quaecunque 
m  ex  aequationum  integralium  completarwm  numero,  earum  ope  k  Constantes 
arbitrarias  et  m  —  k  variabiles  per  reliquas  variabiles  et  Constantes  arbitrarias 
exprimi  posse.  Nam  secundum  antecedentia  quaecunque  ex  aequationibus  inte- 
gralibus completis  deducatur  aequatio,  neque  variabilibus  neque  Constantibus 
arbitrariis  simul  omnibus  vacare  potest.  Unde  ex  unaquaque  aequatione  de 
aequationibus  integralibus  completis  deducta  sive  variabilis  sive  Constans  arbi- 
traria  determinari  potest,  et  huius  vel  illius  valore  in  reliquis  aequationibus  pro- 
positis substituto  eiusmodi  determinationes  continuari  possunt,  usque  dum  tot 
Constantes  arbitrariae  et  variabiles  per  reliquas  Constantes  arbitrarias  et  varia- 
biles determinatae  sint,  quot  sunt  aequationes  propositae. 

Propositis  aequationibus  ad  aequationum  integralium  completarum  systema 
pertinentibus,  totidem  quidem  Constantes  arbitrariae  vel  variabiles  iis  deter- 
minantur  sive  per  reliquas  exprimi  possunt,  sed  non  seraper  Constantes  arbi- 
trariae vel  variabiles;  quae  aequationibus  illis  integralil)iis  detei-minentur,  ex  ar- 
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hitrio  sunii  possunt.  Fieri  enim  potest.  ut  aeqiiationes  illae  variabilium  vel 
Constantiiim  arbitrarianun  quasdam  oiimiiio  noii  involvant.  Qua  de  re  operae 
pretium  est  haue  addere  Propositioneni: 

III.     „Aequationihus  differeutiallbiis 

</,;::J.i'  :...:</..„  =  X  :  X,  :  . . .  :  Ä'„ 

complete  integratis,   uisi  A'  idenlice  evanescat,  seniper  variabiles  .Tj.  x.,,  ...,  x„ 

per  X  et  Constantes  arbitrarias  exprimere  licet,  quae  variabilium  .t,,  x.^,  .  .  . 

....  x„    expressiones    Constaiitium    arbitrariarum    respectu    a    se    indepen- 

dentes  erunt." 
Vidimus    enim    §  .">.    nisi    A'    i<lentice    evanescat,    ipsas    .r, ,  x.^,   .  .  .,  x„    per   /'i, 

f., f„.  X  exprimi   posse:    aequationibus   integralibus   completis   autem   ipsae 

f\,  f., /'„  Constantibus  arbitrariis  aequantur,    unde  Propositionis  pars  prior 

liquet.  Inventae  pro  ipsis  x^  etc.  expressiones  si  Constantiiim  arbitrariarum 
respectu  a  se  non  independentes  essent,  inveniri  posset  inter  x,  x^,  x.,,  ....  x„ 
aequatio  a  Constantibus  arbitrariis  vacua,  quod  secundum  I.  fieri  non  potest. 

Functionum  a  se  independentium  cum  non  evanescat  Determinans  (v.  Comm. 
de  DeterminantiJ)}ts  fiinctlonalihns).  sequitur  ex  antecedentibus,  non  evanescente 
A',  Determinans 

^  Ößj         Ott,  ^"„ 

non   evanescere.    siquidem    ci^,  cc.,.  etc.   sunt   Constantes    arbitrariae,    per    quas 
ipsamque  x  exprimuntur  variabiles  .r,,  .i'.,.   ....  .r„. 

Mentionem  liic  iniiciam  Paradoxi,   quod  errori   locum  dare  possit.     Ipsa 
enim  A'  non  identict  evanescente  quaeritur,    an  per  aequationes    integrales  eva- 
nescere possit.  sive  an   unquam  fieri  possit.   ut  aecjuatio 

X  =  0 
ex    aequationibus    integralibus    completis    deduci    queat   Constantibus    arbitrariis 
valores  tribuendo  partieulares.      Quod   non    fieri  posse  \ndetur.     Xam   si   inter 
aequationes  integrales  habetur  A'  =  0  et.  quod  suppono,  non  sinml  omnes  etiam 
reliquae  quantitates  A',.  A.,.  ....  A'„  evanescunt,  sec[uitur  ex  aequationibus  difFe- 

rentialibus  propositis 

dj: :  ,/.f,  :  ...  :  ,/./;„  =  X  :  X,  :  ...  :  X„, 
fieri 

.r  =  Coust. 
Quoties  autem  A'  non    identice   evanescit,   secundum  III.   variabiles   omnes   per 
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ipsam  X  exprimere  licet,  unde,  si  x  Constans  esset,  reliqnae  etiam  omnes  quan- 
titates  x^,  x^,  .  .  .,  >t„  Constantes  evaderent,  ideoque  ex  n  aequationibus  integra- 
libiis  sequeretur,  ?;  + 1  quantitates  x,  Xi,  .  .  . ,  x„  valores  constantes  habere,  quod 
absurdum  est.  Nihilo  tarnen  minus  innumera  in  promptu  sunt  exempla,  quae 
docent,  sane  fieri  posse,  ut  ipsa  X  non  identice  evanescens  per  aequationes 
tarnen  integrales  particulares  evanescat.     Sit  ex.gr.   X=x,    A',  =  .r, ,   sive   sit: 

Haec  aequatio  ditferentialis  complete  integratur  aequatione 

in  qua  pro  Constantis  arbitrariae  a  valore  particulari  k  =  0  sequitur 

X  =  .r  =  0. 
Solvitur  Paradoxon  observando  iieri  posse,   ut  in  aequatione  aliqua 

X.  =  ff'{x,  «j,  a.,,  ....  ß^), 
ipsis  .T,  «,,  «2!  •••?  '^,1  valores  constantes  particulares  tribuendo  functio  (p  formam 
Yj-  induat,  quo  casu  ex  aequatione  praecedente  non  sequeretur  ipsam  .r,  quoque 

fore  Constantem,  quod  supra  conclusi,  sed  ea  aequatione  in  hanc  0  =  0  redeunte 
omnino  nihil  de  quantitate  x^  pronunciaretur.  Plerumque  autem  si  sequentibus 
de  valoribus  particularibus  sermo  erit  Constantibus  arbitrariis  tribuendis,  tacite 
excludam  valores,  quibus  eiusmodi  indeterminationes  subnascantur.  quae  excep- 
tionibus  a  regulis  generalibus  tradendis  locuni  dare  possunt. 

11. 
Quaecunque  n  aequationes  finitae  satisfaciant  aequationibus  differentialibus 
vulgaribus  (1)  §.  pr. .  earum  ope  aequationis  (2)  §.  pr.  solutiones  a  se  indepen- 
dentes  /",,  /!,.  .  .  .,  /;,  aequantur  Constantibus  (§.9).  Quae  Constantes,  quas 
rursus  u^,  «.,,  ...,  «„  vocemus,  per  Constantes  arbitrarias  exprimuntur,  quibus 
aequationes  integrales  propositae  afficiuntur.  Quae  si  Constantes-  arbitrai-iae 
sunt  numero  /( 

t^,,  h^  ■  ■  ■,  ß,., 
atque  quantitates  «j,  c^,,  ....  «„  earum  functiones  independentes  rinnt,  ipsae 
«1  etc.  evadunt  Constantes  onmino  arbitrariae.  Et  cum  magls  generale  non 
detur,  quam  ut  functiones  /', ,  /l /j,.  (juae  ]»er  aequationes  integrales  Con- 
stantibus aequales  Iieri  debent.  Constantil>us  arl>iti'anis  aeciuentur.  eo  casu  aequa- 
IV.  2.j 
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tioiies  integrales  iure  dicuntui-  completae.  Contra  si  aequationes  integrales  pro- 
positae  nullas  involvunt  Constantes  arbitrarias  vel  minore  quam  n  nuraero,  vel 
si  involvunt  Constantes  arbitrarias  numero  n  vel  etiam  maiore  numero,  ipsae 
autem  «i,  «,,  ....  a„  earum  functiones  non  a  se  independentes  fiunt,  aequa- 
tiones integrales  propositae  fiunt  particulares.  Revocari  enim  possunt  ad  aequa- 
tiones (3),  in  quibus  quantitates  cc^,  tu,  ....  «„,  quae  per  aequationes  integi-ales 
completas  Constantes  arbitrariae  fiunt,  valores  determinatos  induunt  vel  condi- 
tionibus  subiiciuntur,  quibus  aliae  aliis  determinantur. 

Proponantur  duo  aequationum  integi-alium  systemata,  alterum  completuin 
Constantes  arbitrarias  ß^,  ß.y,  ....  ß^  implicans,  alterum  sive  completum  sive 
particulare  Constantibus  arbitrariis  /,,  y.;,,  etc.  affectum.  Utrumque  cum  in 
aequationes  (3)  redeat,  inter  se  convenire  debet,  si  valores,  quos  «,,  «.,,  ....  «,, 
pro  altero  systemate  induunt,  valoribus,  quos  pro  altero  induunt.  aequantur. 
Pro  altero  systemate  fiunt  cc^.  lu,  ....  cc„  ipsarum  ßi,  ßo,  .  .  .,  ß„  functiones 
independentes  ideoque  etiara  vice  versa  ß^,  ß.^,  .. .,  ß„  datae  ipsarum  «,,  tu,  ....  «„ 
functiones:  in  quibus  substituendo  ipsarum«,,  «o,  etc.  valores,  quos  pro  altero 
aequationum  integralium  systemate  iiaduunt,  prodeunt  valores  ipsis  /?,,  ß.2,  ...,  ß„ 
tribuendi.  ut  utrique  ipsarum  «i,  a.,,  etc.  valores  iiiter  se  aequales  existant,  sive 
ut  ex  aequationum  integralium  completarum  systemate  pi'oposito  alterum  obti- 
neatur.     Habemus  igitur  Propositionem: 

I.  _E  dato  aequationuiu  integralium  completarum  systemate  alterum 
aequationum  integi'alium  systema  quodcunque  sive  completum  sive  parti- 
culare provenit  Constantes  arbitrarias  idonee  determifiando." 

Ex  eadem  Propositione  baec  fluit: 

II.  _Ex  )i  aequationibus  inter  variabiles  x,  .i\,  .  .  .,  x„  propositis  pro- 
veniant  aequationes  ditterentiales 

d.V  "     ''  (l.C  ■'         '     '     "  (/j;  "    "' 

in  quibus  singulae  A^,  A2,  .  .  .,  A„  variabilium  x,  Xi,  .  .  .,  x„  functiones 
esse  possunt  maxime  inter  se  diversae,  quae  per  n  aequationes  finitas  pi-o- 
positas  inter  se  aequales  existunt:  complete  integratis  aequationibus  diffe- 
rentialibus  praecedentibus  semper  fieri  potest,  ut  aequationes  integrales  in- 
ventae  Constantes  arbitrarias  idonee  determinando  in  ipsas  aequationes 
redeant  propositas.  - 
Yaria,    quae   ex   iisdera   aequationibus   finitis   propositis    secundum    antecedentia 
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fluere  jjossunt,  aequationum  difFerentialium  systemata  complete  integrabuntur 
variis  aequationum  finitarum  systematis,  inter  quae  in  genere  ne  minima  quidem 
similitudo  intercedet.  Sed  omnia  haec  aequationum  integralium  systemata  quam 
maxime  intei"  se  diversa  pro  certis  Constantium  arbitrariarum  valoribus  in  easdem 
aequationes  propositas  redire  debent. 

Vidimus  §.  8,  aequationes  differentiales  altiorum  ordinum,  quibus  al- 
tissimum  cuiusque  variabilis  dependentis  difFerentiale  per  ipsas  variabiles  earumque 
inferiora  ditferentialia  exprimitur, 

(1)     ^  =  A,      ^^^  =  B,     etc. 
dt"  dt' 

revocari  posse  ad  p-\-q-\ —  aequationes  differentiales  primi  ordinis  inter  variabiles 

f,     a;     x',     .  .   .,     ^(P-'),         y,     y',     ....     v/^'-'),     etc., 
ubi 

,,,         d'x  ,.,  d'y 

.»(')  = ?;(')  =  — •^—       etc. 

dt'  ■"  dt' 

Unde  etiam  Constantium  arl)itrariarum,  quibus  ipsarum  (1)  aequationes  integi-ales 

completae  efficiuntur,   numerus  erit  '[>-{- q-\ sive  aequabit  summam  ordinum, 

ad  quos  in  aequationibus  differentialibus  pro[)Ositis  altissima  varialnlium  x,  y,  etc. 

differentialia  ascendunt. 

In  formam  aequationum  (1)  quaecunque  redeunt  aequationes  differentiales 

vulgares,  nisi  ex  iis  altissima  quaeque  differentialia  eliminare  sive  aequationem 

deducere  licet,  quae  tantum  differentialia  implicat  inferiora  altissimis,   quae  re- 

liquas  aequationes  afficiunt.     Unde  hanc  habemus  Propositionem : 

III.  „Quibuscunque  propositis  aequationibus  differentialibus  vulgaribus, 
e  quibus  altissima  variabilium  dependentium  differentialia  simul  omnia  eli- 
minare non  licet,  numerus  Constantium  arbitrariarum,  quas  integratio  com- 
pleta  requirit,  aequabit  summam  ordinum,  ad  quos  singularum  variabilium 
differentialia  in  aequationibus  propositis  ascendunt." 

Aequationes  differentiales  vulgares  si  non  gaudent  forma  in  Prop.  pr.  supposita, 
semper  per  idoneas  differentiationes  et  eliminationes  ad  eam  formam  revocari 
possunt  ideoque  etiam  ad  aequationes  differentiales  primi  ordinis,  sicuti  §.  8 
monui.     Hinc  Theorema  IL  generalius  sie  proponi  potest: 

IV.  ..E  n  aequationibus  inter  //-t-1  variabiles  propositis  per  iteratas 
«litferentiationes.  ipsis  qiioque  aecjuatiiuiibus  finitis  propositis  in  usum  vo- 
catis,   quaecunque  ii  deducantur  aecjuationes  differentiales  vulgares  cuiuslibet 
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ordiiiis  iliffereiitialia  implicantes.  his  complete  integratis  semper  Constantes 

arbitrarias  sie  deterniiiiare  licet,   ut  aequationes  integrales  inventae  in  ipsas 

redeant  aequationes  propositas." 

Singularibus  casibus.  (juoruni  §.  9  mentionem  inieci,  praecedentis  gi-avissimi  theo- 

rematis    exceptiones   locuni    habere    possunt,   sed  haec  est  ampla   neque  adhuc 

•|)erteeta  materies.  (juani  hoc  loco  nou  tangain. 

12. 
Determlnatis  variahilibiis  x^,  x„,  .  ...,  :i'„  ut  unius  x  functionibus,  valores. 
quos  variabiles  vel  earum  functiones  induunt,  si  statuitur  x  ^  0  vel  ipsi  x  alius 
quilibet  valor  particularis  x"  tribuitur,  earum  appellanuis  valores  initiales.  Illam 
ipsarum  x^,  x^,  ....  x„  determinationem  aequationum  semper  integralium  ope 
fieri  posse,  nisi  X  identice  evanescat,  §.10  III.  vidimus.  Sint  aequationes  inte- 
grales completae,  Constantes  arbitrarias  «i,  «.,  .  .  .,  «„  involventes,.  e  quaruui 
resolutione  proveniant  aequationes 

•',■  =  '/,(*•»  «1,  ßo'  •••'  «J; 

secundum  eandem  Propositionem  III.  §.10  erunt 

y,-   <fj^   •  •  ••   v„ 

ipsarum  cl^,  cio,  ....  «„  respectu  a  se   independentes.     Quod   cum  pro   ipsius  x 
valore  indeterminato  valeat,  etiam  pjro 

valere  debet.     Unde  si  vocamus 

.i'|\     ,r",     ■   ■   ■,     J:^ 

ipsarum  ,r, ,  .r,,  •  .  -,  x,,  valores  initiales,  ita  ut  sit 

■«"  =  <f.(^"^  «n  S'  ■••'  ß„X 
erunt  a;",  Xo,  ....  x^  ipsarum  ci^.  a.^,  .  .  .,  «„  functiones  a   se   invicem  indepen- 
dentes, ideoque  pro  systemate  Constantium  arbitrariarum  sumi  possunt. 

Sunt  nuantitates 


bina  valorum  variabilium  simultaneorum  systemata,  quorum  alterum  si  valorum 
initiaUum  systema  vocamus,  alterum  si  placet  valorum  finalium  systema  vocari 
potest.     Introdacendo   alterum    ut  systema  Constantium   arbitrariarum   videmus, 
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„•per  integrationem  completani  n  aeqiuitionum  differentialimn  vulgarium 
primi  ordinis  inter  n  +  1  variabiles  obtineri  ?z  aequationes  iuter  bhia  qiiae- 
cunque  valorum  variabilium  simultaneorum  systemata." 
Quae  forma  aequationnm  integralium  completarum,  quae  inter  valores  varia- 
bilium finales  et  initiales  proponuntur,  prae  ceteris  memorabilis  est.  Nam  cum 
bina  illa  systemata  valorum  variabilium  simultaneorum  binis  quibuscunque  ipsius 
X  valoribus  sP  et  x  respondeant,  alterum  systema  cum  altero  coramutare  licet. 
Unde  hanc  habemus  Propositionem : 

„In  unaquaque  aequationum  integraüum   intei-  variabiles  x,  a:,,   .  .  .,  x„ 
earumque  valores  initiales  x\,  ^a,  .  .  .,  xl  propositarum  ipsas  x,  x^,  .  .  .,  x„ 
respective   cum   ipsis    .tJ,  xl,  .  .  .,  .x'^   commutando  aut   aequatio   immutata 
manet  aut  alia  obtinetur  ex  aequationum  integralium  numero." 
Proposuimus   antecedentibus   duas    f'ormas  praecipuas,    quibus  aequationes   inte- 
grales completae   exhiberi  solent,   quarum  altera   exprimuntur  variabiles   omnes 
ut  earum  unius   atque  Constantium  arbitrariarum  functiones,    altera  assignantur 
functiones  solarum  variabilium  singulae  singulis  Constantibus  arbitrariis  aequales. 
In  genere  molestae  requiruntur  aequationum  resolutiones ,  ut  aequationum  inte- 
gralium completarum  forma  altera  ad  alteram  revocetur.     Quoties  autem  aequa- 
tiones integrales  completae    inter  variabilium  valores   finales  atque  initiales  ex- 
hibentur,  istarum  resolutionum  locum  teuere  potest  facillima  valorum  initialium 
cum    finalibus    commutatio.      Inventis    enim   ipsarum   .t, ,  x.j,  ....  .r„   per   x,  a;", 
x'l,   .  .  .,  x^  expressionibus 

.;•.  =  <fK(x,  .«",  x",  ,t!I,  ....  .r^), 
secundum  antecedentia  valorum  finalium   et  initialium   commutatione  statim  ha- 
betur aequationum  integralium  forma  altera  per  formulas 

Adnot^-ndum  autem  est,  illam  commutationem  requirere,  ut  ipsi  x"  non  valor 
particularis  veluti  x"  =  0  tributus  sit,  sed  ipsa  x"  quoque,  perinde  atque  re- 
liquae  Constantes  xl,  x",  etc.,  indeterminata  maneat.  Est  tarnen  casus,  quo  etsi 
ipsi  .t"  valor  particularis  veluti  .c°  =  0  tributus  sit,  nihilominus  altera  aequa- 
tionum integralium  forma  ex  altera,  sola  elementorum  commutatione.  obtineatur. 
Ponamus  enim  in  aequationibus  differentialibus  propositis 

f/,r:r^:...:f/.r,  =   X  :  X,  :  ...  :  A'„ 
omnes  X,   A'i,   .  .  .,  A'„   variabili   x  vacare:    aecjuationes   ditferentiales   propositae 
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nullo  modo  mutantiir  ipsam  x  qiiantitate  constante  äugende  vel  diminftendo; 
unde  in  aequationibus  quoque  integrulibus  ipsam  x  quantitate  constante  augei*e 
vel  diminuere  licet.  Exhibitis  igitur  aequationibus  integralibus  inter  x,  ipsas 
Xi,  Xo.  ....  x„  earumque  valores  ipsi  a;  =  0  respondentes,  ipsi  x  substituendo 
x—x"  erunt  .r'i,  x^,  .  .  .,  x1  variabilium  x^,  x^,  ....  x„  valores  ipsi  .r— .r"  =  0 
sive  ipsi  x  =  ,r"  respondentes.     Hac    ratione  ex   unaquaque  aequatione   integrali 

(1)  «Pfe  ^,,^,,  ■•■,  ^„,  ^r,  <,  ...,^:)  =  o 

obtinetur  aequatio 

(2)     0(x — .«",  Xj^,  ^2  5  •  •  •;  ^„}  ^i-  ■J^a"'  •  •  •'  "^n")  ^  *-*• 
Ipsas  .T,  Xi,  ....  x„  respective    cum  x",  .x",  ....  xl  commutando  ex   aequatione 
praecedente  (2)  eruitur  altera 

(3)     <D(x'^  —  .^■,  .r;'.  a-!!.  .  .  ..  x'^,  a:^,  x.,,   .  .  .,  .tj  =  0. 

Si  in  hac  ponimus  .r"  =  0.  ut  rursus  sint  x'l  etc.  variabilium  x^  etc.  valores 
ipsi  X  =  0  respondentes.  fit 

(4)     *(— .r,  .r«.  x!,',  ....  x^,  x^,  a-,,  . . .,  xj  =  0. 
Unde  casu   proposito   si  Constantes  x'l  etc.   ipsarum  x^  etc.    valores   ipsi  .r  =:  0 
respondentes    desigTiant,    ex    unaquatjue   aequatione   integrali  (1)  fluit    aequatio 
integralis  (4),  sive  liabemus  Propositionem: 

III.     „Propositis  aequationibus  differentialibus 

dx :  Jx^  :  (Iv,  :  ...  :  dx^^  =  X  :  X^:  X,:  ...  :  X^, 

in  quibus  omnes  A'^,  X^,  etc.  variabilem  x  non  involvant,  ex  unaquaque 
aequatione  integrali  inter  ipsam  x,  variabiles  x^.  .r.,.  ....  ,r„  earumque  va- 
lores xi,  X2,  ....  .r',|  ipsi  .r  ^  0  respondentes  fluit  altera,  variabiles  Xi  etc. 
cum  valoribus  earura  initialibus  x1  etc.  commutando  simulque  mutando  .r 
in  — .r." 

Casus  propositus.  quo  omnes  A',  A",.  etc.  variabilem  x  non  continent. 
etiam  eo  distinguitur,  quod  aequationum  differentialium  integrandarum  numerus 
unitate  minor  fiat.  et  sola  insuper  requiratur  Quadratura.  Etenim  complete 
integratis  1)  —  1  aequationibus  differentialibus 

</,r,  :  dx., :  ...  :  dx^  =  X,  :  X., :  . ..  :  X„, 

quae  sunt  inter  solas  variabiles  ,r, ,  .to,  ....  ,r„,  per  earum  unam  .r,  et  /;  —  1  Con- 
stantes arbitrarias  exprimantur  A  et  A"^.    invenitur  //"   aequatio  integralis  solius 
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Quadraturae  ope  per  formulam 


/!"- 


ubi  .r"  est  «'"  Constans  arbitraria. 

Aequationes  differentiales  vulgares  de  aequationibus  finitis  propositis  de- 
ductae  si  complete  integrantur,  vidimus  §.  11  Constantes  arbitrarias  sie  deter- 
minari  posse,  ut  aequationes  integrales  inventae  in  ipsas  redeant  aequationes 
propositas.  lila  determinatio  commode  fit,  si  ex  aequationibus  propositis  va- 
lores  variabUium  eruuntur  ipsi  x  =  U  seu  alii  ipsius  x  valori  particulari  respon- 
dentes  iique  valores  in  aequationibus  integralibus  inventis  substituuntur.  Quo 
facto  ipsae  habentur  aequationes,  quibus  Constantes  arbitrariae  determinandae 
sunt,  ut  ex  aequationibus  integratione  inventis  propositae  proveniant.  Est  ista 
diiferentiatio  et  redintegratio  potens  artis  Analyticae  instrumentura ,  quo  variae 
transformationes,  determinationes,  evolutiones  in  series  infinitas  obtineantur. 

De  Constantibüs  arbitrariis  supervacaneis. 
13. 
Si  in  aequationibus  integralibus,  inter  vai-iabiles  ;r,  x^.  .  .  .,  .r„  earumque 
valores  initiales  x°,  x°,  .  .  .,  xl  exhibitis,  ipsa  x"  quoque  indeterminata  manet, 
aequationes  illae  )i-hl  Constantes  arbitrarias  involvunt  ideoque  maiorem  nu- 
merum  quam  completa  integratio  poscit.  Quin  adeo  nihil  impedit  quin  numerus 
Constantium  arbitrariarum  in  singulis  aequationibus  adhuc  maior  vel  etiam  in- 
finitas sit  nee  nisi  reliquarum  aequationum  integralium  adiumento  ad  minorem 
numerum  revocari  possit.     Veluti  si  duae  habentur  aequationes 

(1)     u^a,     r  =  ß, 
designantibus  a  et  /y  Constantes  arbitrarias,  iis  substituere  licet  has: 

(2)  q(u,  r)  =  0,  V'(«,  0  =  0, 
designantibus  (f  et  tfj  ipsarum  h,  o  functiones  arl)itrarias,  quae  Constantium  arbi- 
trai'iarum  numerum  infinitum  involvere  possunt.  Quamquam  inde  nullo  modo 
generalitatem  augebimus,  quia  e  binis  aequationibus  simultaneis  (2)  sequitur  u 
et  V  Constantes  esse,  ideoque,  queracunque  Constantium  arbitrariarum  numerum 
involvant,  magis  generale  ex  iis  sequi  non  potest  quam  it,  et  v  Constantes  arbi- 
trarias esse.  Aequationes  autem  integrales,  quemcunque  Constantium  arbitra- 
riarum numerum  involvant,  semper  ad  alias  revocari  posse,  quae  non  plures 
quam  n  Constantes  arbitrarias  contineant,  facile  patet.     Aequationum  enim  inte- 
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gralium  svsteiiia   (luodcMinque    vifliinus  eonveiiire   cum   aequatioiiihus  sequentibus 

(3)    /,  =  «„     f,  =  a,.     .  ...    /„  =  «„, 
ubi  /, ,  /ä,   •  .  •,  /„  ^uiit  functiones  a  se  independentes.  ab  omnibus  omnino  Con- 
stantibiis   arbitrariis    vacniae.    ipsae   autem    «,,   cu.  ....  a„   Constaiites.    quas   ui 
arbitrarias  ponimus,  luaxiuiam  generalitatem  assecuti  sumus. 

Propositis  vainabilium  x,  i\,  etc.  expressionibus  Constantes  arbitrarias 
involventibus  qnaerendum  erit,  an  Constantium  arbitrariarum  loco  minor  nu- 
merus functionum  earum  in  expressiones  propositas  introduci  possit:  quod  enim 
si  rieri  potest,  has  functiones  novis  Constantibus  arbitrariis  aequando.  Constantes 
arbitrariae  in  expressionibus  propositis  ad  gemilinnn  numerum  revocatae  erunt. 
Veluti  designantibus  a  et  [i  Constantes  arbitrai-ias  si  expressiones  variabiliiim 
X,  x^.  etc.   quantitate 

afficiuntur.  dicemus  eas  unicam  tantum  involvere  Constantem  arliitrariam  y^a-irß. 
Si  acquatio)ies  Constantibus  arbitrariis  affectae  inter  variabiles  x,  Xi.  etc.  pro- 
ponuntur  atque  Constantes  arbitrariae  in  singulis  aequationibus  propositis  per 
se  consideratis  ad  minorem  revocari  non  possunt  numerum.  id  tamen  in  aequa- 
tionibus idonee  inter  se  combinatis  locum  habere  posse  vidimus.  Vt  iustus  Con- 
stantium arbitrariarum  numerus,  quo  systema  aequationum  natura  sua  affici  de- 
beat.  ei'uatur,  redigatur  systema  in  eam  formam,  qua  totidem  variabiles  quot 
sunt  aequationes  per  reliquas  variabiles  et  Constantes  arbitrarias  exprimuntur: 
quibus  in  expressionibus  si  Constantes  arbitrariae  ad  minimum  numerum  revo- 
cantur,  is  quoque  genuinus  numerus  Constantium  arbitrariarum  erit,  quo  systema 
aequationum  propositarum  afficitur.  Unde  ^'ice  versa  semper  in  aequationibus 
in  formam  illam  redactis  Constantes  arbitrariae  ad  eum  numerum  revocari 
possunt.  ([ui  systemati  aequationum  propositarum  genuinus  est.  Quoties  in 
sequentibus  de  numero  Constantium  arbitrariarum  sermo  erit.  quem  expressione.- 
aut  aequationes  propositae  continent,  semper  genuinum  numerum  intelligam  seu 
minimum,  ad  quem  eas  revocare  lieeat.  Sequitur  ex  antecedentibus,  aequatio- 
nibns  integralibus  completis  ea  forma  exhibitis,  qua  variabiles  omnes  per  unam 
earum  atque  Constautes  arbitrarias  exprimuntur,  Constantes  arbitrarias  in  ex- 
pressionibus illis  semper  ad  numerum  n  revocari  posse,  neque  igitur  ad  eam  rem 
alia  aequationum  combinatione  opus  esse.  Quod  etiam  patet,  si  reputamus  illas 
variabilium  expressiones  ex  aequationibus  (3)  deduci  posse,  ad  quas  aequationes 
integrales  quascunque  revocare  licet.      Habemus  igitur  hanc  Pro2:>ositionem : 
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I.     „Integratis  aequationibus  clifferentialibiis 

de  :  dx^  : ...:  d.r^^  =  X  :  X^  :  ... :  X^, 

exprimantur  .Ti,  .r^,,   .  .  .,  .t„    [ler    x    atque   Constantes    arbitrarias:    expres- 
siones  inventae 

V,(.o  =  .^, 

plures  quam  n  Constantes  arbitrarias  involvere  nequeunt." 
Expressis  ex.  gr.  .r,,  .r.,,  ....  x„  per  x  atque  valores  initiales  x",  a'i,  x?2,  ....  .r,",  sit 

(4)   .V.  =  (f,^(x,  x",  x'^,  ...,  *■;_'); 
ut  »4-1  Constantes  arbitrariae  in  illis  expressionibus  ad  iustum  numerum  n  re- 
vocentur.   ponatur  in  (4)  .r.  =  0  ac  vocentur  ipsarum  x°,  x^,  .  .  .,  xl  functiones 
pro  indicis   i  valoi'ibiis   1,   2.   .  .  .,  n  provenientes 

V'°,    fi,    ■  ■  ■,    fH- 

Fieri  debet  ut  expressiones  (4)  per  x  solasque  <f'",  (ff!,,  .  .  .,  (p"„  exhiberi  possint 
nee  Constantes  arbitrarias  x",  x\,  .  .  .,  x"„  contineant.  nisi  quatenus  in  illis  earum 
ii  functionibus  (p\,  <f\,  .  .  .,  (f",  insint.  Unde  ubi  x  pro  Constante,  solae  x'\ 
x1,  ...,  .r"  pro  variabilibus  habentur,  erunt  expressiones  (f^  ipsarum  (f'i,  (p!,,  ...,  <fl 
functiones.  Quod  secundum  Propositionem  notam  (v.  Coram.  de  Determ.  funct.) 
exprimitur  per  aequationera,  quae  pro  ipsius  x  valore  indetinito  identice  locum 
habere  debet: 

(5)   0  =  :^+-^.^.^...^. 

""        dx^       dx^l       dx>^  dx^ 

Haec  aequatio  etiam  sequente  ratione  demonstrari  potest. 

Ponamus    commutando   variabilium   valores   finales   et    initiales   abire   y,, 
cp"  in  */',,  '/••■;   secundum  §.  pr.   illa  commutatione  prodit  e  (4)  Integrale 

sive  ponendo  .i'"  =  Ü 

^•f'   =  (P'>(x,   x^,   ....  'xj. 

Aequationes  praecedentes  difFerentiatae  per  aequationes  differentiales  propositas 
identicae  fieri  debent,  unde  prodeunt  aequationes  identicae: 


(6) 


50).             50» 

dx             1   dx^ 

d0'-              f'JO)" 
dx            '  dcj 

,,    50), 

■26 
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In  aetjuatione  posteriore  si  .r,  mutamus  in  x'-,  proclit  aequatio 

d(("  o(f'^  dui" 

0  =  X"^  +  X»-^  +  ...  +  Zo^, 

• 

siqiiidem  ea  ('ounmitatione  quantitates  JC,  in  -Xl'  aiicunt.     E  formiila  praecedente 

tribuendo  indici   i  valores    1,  2,  ....  n   proveniunt  n  aequationes,   ipsarum  X'^, 

X".  etc.  respectii  lineares,  qnai'iun  ope  rationes,   quas  hae   quantitates  inter  se 

tenent,  exprimi  possnnt  per  Coefficientes  -^-^  •     Atqiie  per  notas  theoriae  aequa- 

tionnm  linearium  formalas  invenitiir,  esse  X",  X'^,  ....  Xl^  inter  se  ut  quan- 
titates constantes,  quae  in  Determinante  evanescente  (5)  nuiltiplicantur  respec- 

o(f\         d(f .  d(f. 

tive   per   -^-7-.    ~tt~7   ■•■:    ^tt""     Unde  aequatio  (5)  demonstranda  hanc  induit 

sinipliciorem  forniam : 

öa.  du.  Bcf 

(7)     0  =  X"^+X«^+...4,X„"^. 

Haec  autem  formula  e  priore  formularum  (6)  obtinetur  rursus  conmiutando  .'. 
.Vi,  ....  .(■„  cum  .r",  .r'i,  ....  .r".  E  formula  praecedente  tribuendo  indici  /  va- 
lores 1;  2,  .  .  .,  )i  prodeunt  n  aequationes  identicae,  quibus  differentiatis  ipsiiis 
X  respectu  aliae  similes  prodeunt. 

Aequatio  diflerentialis  n"  ordinis  inter  duas  variabiles  ,r  et  y  semper  ad 
n  aequationes  differentiales  primi  ordinis  inter  variabiles 

'«,   i/,    ij',    ■  ■  ■:   y^"-'^ 

revocari  potest,  siquidem 

•^'•'  =  #- 
Unde  e  Propositione  I.  haec  sequitur  notissima: 

-Integrata  aequatione  .  diiferentiali   «"   ordinis    inter  .r  et   ij,   expressio 
ipsius  y  per  x  plures  quam  n  Constantes  arbitrarias  non  involvere  potest. - 
Haec  propositio  saepius  non  recte  eo  concluditur,   ([uod  ex  «-hl  aequationibus 
„,  ,        ,         dF(.v)  „        d'F(x)  ,  ,         d"F(.v) 

e  quibus  aequatio  differentialis  n"  ordinis  proposita  resultare  debet,  non  plures 
quam  n  quantitates  eliminari  possint.  Sane  fieri  potest  ut  e  numero  n-i-l  aequa- 
tionum    plures   quam   u  Constantes   arbitrariae   eliminari   possint,    quam^•is    nullo 
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modo  ai]   niinoreni  eas  mimerum  revocare  liceat.     Cuiiis  rei  exempla  per  totmn 
Calciilum  Integralem  frequentissime   obveniimt.     Proposita   ex.  gr.   inter  x  et  y 
aecjiiatione  differentiali  secundi  ordinis  hiiiusmodi 
(S)    y"  =  ,/'(,.,  y). 
cui  satisl'aciat  aeqiiatio  integralis 

.'/  =  yGO, 

resultai-e  debet   (8)  e  dnabus  aeqiiationibus  inter  se  combinatis 

!J  =  9  (■>■)■    y    =     j\     ■ 

Neque  recte  conclnderetnr  ipsam  <f(x)  imicam  tantum  Constantem  arbitrariam 
involvere  posse,  quia  unam  tantum  quantitatem  e  duabus  aequationibus  prae- 
cedentibus  eliminare  liceat.  Bene  enim  constat  ipsius  (f(x)  expressionem  com- 
pletam  duas  involvere  Constantes  arbitrarias,  qiiae  nulle  modo  ad  unam  revo- 
cari  possint.     Et  ex  aequatione  (f(x,  y,  z)  =  0  ope  aequationum 

ö(p  _^   d(p  _   dz    ^  Q       dcf   _^  _ö^  _    dz    ^  ^^ 

d,v  dz        dx  '       dy  dz        dij 

functionem  arbitrariam  eliminari  posse  constat.  quae  Constantes  arbitrarias  nu- 
mero  infinite  involvere  jjotest  nullo  modo  ad  finitum  numerum  reducendas. 

Cum  ad  eam  formam,  qua  aequationes  differentiales  vulgares  proposaimus, 
quodcunque  aequationum  difFerentialium  systema  revocare  liceat  e  Propositione  I. 
generalior  sequitur: 

IL  „Aequationum  differentialium  vulgarium  sjstemate  quocunque  in- 
tegrato,  dependentium  variabilium  per  independentem  expressiones  non 
maiorem  numerum  involvere  possunt  Constantium  arbitrariarum,  quam  qui 
ad  completam  integrationem  requiritur." 

Ut  aequationum  integralium  completarum  definitio  supra  proposita  (§.  9) 
ad  eum  extendatur  casum,  quo  in  iis  Constantes  arbitrariae  insunt  supervacaneae, 
hoc  est  maiore  numero  quam  ad  completam  integrationem  necessario  requiritur, 
aequationes  integrales  completas  definire  licet  ut  tales,  e  quibus' Constantes  ar- 
bitrarias eliminare  non  liceat,  sive  e  quibus  nulla  deduci  possit  a  Constantibus 
arbitrariis  omnibus  vacua.  Qua  sequitur  definitione  Constantium  arbitrariarum, 
quibus  aequationes  integrales  completae  af'ficiuntnr.  nnmerum  ipsum  »  aut 
aequare  aut  su[)eraiv  ac  semper  aequationum  integralium  completarum  beiieticio 
eai-uin   />   per  ipsas  rariahilcs  e.rprimi  posse. 

26* 
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8int  illae  expressiones 

(9)    ß,  =  f\,    ß,  =  K,    .  .  .,    ß„  =  F„ 
fiinctionos   Fj    etc.   Constantibus    arbitrariis   /y,,  /?,,   ....  ji„   prorsus   vacant.   setl 
alias  invülvere  possunt  Constantes  arbitrarias 

(^„+P  ß,.^,^  ■  ■  ■ 
Qiiae  eriint  siipervacaneae  neque  generalitatem  augebiint  sive  ai-bitrariae  po- 
nantur  sive  valores  particulares  induant.  Nara  ex  his,  quae  §.  8  demonstravi, 
seqnitur  fieri  F^,  F.,,  .  .  .,  F„  fiinctiones  a  se  independentes  ipsarum  fi,  f-2,  •■  -,  fn 
Constantibus  arbitrariis  non  affectarum.  Erantque  F,,  F.,,  ....  F„  a  se  inde- 
pendentes, si  Constantibus  ß„_^^.  ß^^^,  etc.,  quibus  afficiuntur  valores,  tribuantiir 
particulares  quiciinque;  nam  dicendo  eas  Constantes  esse  arbitrarias  hoc  ipsum 
innuitur,  valores  iis  tribui  posse  particulares  quoscunque.  Quoties  autem  sunt 
F, .  F.,.  ....  F„  functiones  a  se  independentes,  aequationibus  (9)  integi-atio  com- 
pleta  continetur  seu  inaxima  generalitate  gaudens,  quam  igitur  assequimur  etiamsi 
ipsis  /y^_^,  etc.   valores   particulares   tribuantur.     Modo   certi   excipiantur   valores 

jiarticulares.  pro  quibus  evenire  potest  ut  functiones  F^  etc.  fbrmani  -^   induant 

.vel  ipsae  F^  etc.   non  araplius  a  se  independentes  sint.     Veluti  si  habentur  duae 
functiones 


1     ^+£/,+fc/; '     -     <}'4-«7i4-c7;  • 

designantibus  a,  ^i,  etc.   Constantes  arbitrarias.  sane  dicemus  F,  et  F..  functiones 
ipsarum    f\   et  /j   a  se   independentes,   quamvis    pro   «  =  <)'=«' ^  t)' ^  0  vel 
pro  aliis  ipsarum  cc,  ß,  etc.  certis  quibusdam  valoribus  secus  eveniet. 
Sequitur  ex  antecedentibus  haec  quoque  Propositio: 

-Sit  y  functio  ipsius  x   atque  aliarum   n  quantitatum  «,,  a.,,  ....  «„, 

quae  non  ad  minorem  numerum  revocarl  possunt;   poslto  i/'''  =  -t^,  erunt 

y,  y',  .  .  .,  y("-')  ipsarum  a^,  cc.,,  ■  .  -,  «„  respectu  a  se  independentes,  sive 
inter  x,  y,  y',  .  .  .,  i/'""''  non  dabitur  aequatio  ab  omnibus  «i,  Uo,  .  .  .,  cc„ 
vacua:   unde  etiam  non  fieri  potest  ut  identice  evanescat  Deterrainans 

Unde    vice    versa    eo   Determinante    evanescente    ipsas    «, ,  «.,  ....  or„    ad 
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minorem  numerum  revocare  llcebit  sive  exprimi  potent  y  per  x  ipsarumque 

«1,  «3,  .  .  .,  c'.„  fiinctiones  minore  quam  n  numero." 
Nimirum  si  daretur  inter  ipsas  x,  y,  y',  .  .  .,  y'-"-^'>  aeqnatio  ab  omnibus  «i, 
«2,  ...,.«„  vacua,  haberetur  ipsius  x  fanctio  y,  aeqnationi  difFerentiali  (« —  1)'" 
ordinis  satisfaciens  atque  7i  Constantes  arbitrarias  involvens,  quod  fieri  non  potest. 
Propositio  similis  de  pluribus  ipsius  x  functionibus  y,  z,  etc.  quantitates  «,, 
«2,  etc.  implicantibus  facile  constat.  Involventibus  ex.  gr.  y  et  z  Constantes 
arbitrarias  i-f-li',  ad  minorem  numerum  non  reducendas,  functiones  y,  y', 
y",  .  .  .,  ?/''"",  2,  z',  z",  ...,  jf^"'^  earum  respectu  a  se  independentes  erunt. 
Neque  vero  similis  valet  Propositio,  si  alia  sumuntur  differentialia,  quam  se  or- 
dine  insequentia.  Vidimus  enim  antecedentibus,  sane  dari  ipsarum  x,  cc^,  «.> 
functiones  y,  pro  quibus  ideiitice  fiat 

ö«j       da,-,  da,,       da^  ' 

in  quilnis  tarnen  ipsae  «,  et  a.j  ad  unam  quantitatem  revocari  non  possint,  sci- 
licet  functiones  integratione  completa  aequationis 


d 
provenientes. 


,_^f  =  .(...,) 


14. 
De  Constantibus  supervacaneis  addere  placet   sequentia.     Sint  rursus  /',, 
fo,  .  .  .,  f„  aequationis  differentialis  partialis 

(1)  o  =  x4^+x,|^+...+x^ 

solutiones  a  se  invicem  independentes,  ab  omnibus  Constantibus  arbitrariis 
vacuae.  Proponatur  eiusdem  aequationis  solutio  F,  Constantibus  arbitrariis 
ff,  b,  etc.  aftecta.  Cum  quaelibet  aequationis  (1)  solutio  sit  ipsarum  f\,  f.,,  etc. 
functio,  etiam  F  ipsarum  f^,  f.,,  .  .  .,  /l  functio  erit,  quantitates  praeterea  con- 
stantes ff,  b,  etc.  involvens.  Qua  iteratis  vicibus  ipsarum  a,  b,  etc.  respectu 
difFerentiata  rursus  quantitatum  f\,  f.,  .  .  .,  /„  functiones  prodeunt  ideoque 
novae  aequationis  (1)  solutiones.  Unde  proposifam  aequationis  (1)  solutionem  F 
Constantes  arbitrarias  a,  b,  etc.  involventem  Consfantinm  arbitrariarvm  a,  b,  etc. 
respectu  iteratis  vicibus  differentiando  novae  eiiisilnn  (n-quatlonls  (1)  obtinentur  so- 
futiones.     Idem  sequitur  ex  ipsa  aequatione 
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(2)    0  =  x4^+X,4^+...  +  X-|^. 
ex  '  cci  «  d.i\^ 

Qui|)pe  cuius  Coöfficientes  X  X,,  etc.  ciini  (|nantitatcs  a,  h,  etc.  millo  modo  in- 
volvant,  aequationem  (2)  ipsius  a  respectu  ?i  vicilnis.  ipsius  fj  respectn  /.  vi- 
cibus  etc.   differentiando  eruimus,  si  ;<•-!- /H =  ;'. 

0  =  X  ,  !  _^,     +x  ^   "  _i     -t--+x 


c'.vda'ob'...  ^    dx^da^db' ...  "   dx^öadb''... 

Unde  aeqaatioiiis  (1)  solutiones  etiam  expressiones  erunt  oniiies  huiusmodi: 

da  8b' ... 

qiiippe  quae  seeundum  aequationem  praeeedentem  pro  functione  /'  positae  aeqiia- 

tioni  (1)  satisf'aciuiit. 

Cum  aequationis  (1)  taiitum   n  solutiones  a  se  independentes  extent.  inter 

.    .           8^  F  . 

F  eiusque  »  differentialia  ^^^^ minoremve  eorum  numerum  dabitur  aequatio 

8a  cb'... 

solas  praetei-ea  a  et  h  involvens.  Quae  haberi  potest  pro  aequatione  differen- 
tiali,  in  cuius  solutione  .F,  quae  ipsarum  a,  b,  etc.,  f^,  f^,  ....  /"„  functio  est. 
ipsae  /i,  f. 2,  ...,  f„  vicem  gerunt  Constantium  arbitrariarum. 

Quaeramus  iam,  quomodo,  iina  proposita  aequationis  (1)  solutione  F  Con- 
st;vntes  arbitrarias  a,  h.  etc.  involvente,  eruantur  eiusdem  aequationis  solutiones 
a  Constantibus  arbitrariis  vacuae,  quarum  proposita  jF  functio  est.  Quod  ita 
fere  solvere  licet  problema.  Huius  a  vel  h  etc.  respectu  differentiationes  in- 
stituantur  iteratae,  dum  ad  differentialia  perveniatur,  quae  per  antecedentia 
ipsasque  a  et  h  exprimere  licet, 


(3) 


l^  =  n(F,^^....S^.a,b,.. 

da'  \         oa  '     r'a'    ' 

b'F  „i^     ^F  o'^F  , 

8b'  '  V    ■     r/.  ■    8b'-' 

etc.         etc.         etc. 


Indices  i,  k,  etc.  numeriun  a  non  sujierabunt,  quia  ad  aequationes  praecedentes 
inter  ipsam  F  eiusque  differentialia  obtinendas  non  plures  ex  -iis  functionibus 
quam  n  quantitates  eliminandae  sunt,  videlicet  aequationis  (1)  solutiones  a  Con- 
stantibus a,  h,  etc.  vacuae,  quarum  proposita  F  functio  est.  Patet  aequationum 
ope  praecedentium  (3)  cuncta  ipsius  F  differentialia  ipsarum  a.  h.  etc.  respectu 
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siunta  exprimi  posse  per  ipsas  a,  b,  etc.  atque  huiusmodi  diiferentialia 

dadh"...    ' 
in  quibus  ?.  <C  i,  /n  <Z  fi,  etc.      Hormn   differentialium  sit    m    numerus   niinimiis, 
per  quae  ipsasque  a,   b,  etc.   relüjua  oninia  exprimantur.     Quae  si  vocamus 

y,-     ?2.     •  •  ••     V',,., 
omnes  per  ea  exprimi  poterunt  aequationis  (1)  solutiones,  quas  ipsarum  a,  b,  etc. 
respectu   differentiando    e  pi^oposita  F  derivare  licet.     Quibus  e  solutionibus  si 
ip.sis  a,   b,  etc.  valores  tribuendo  particulares 

a",     b",     etc.    . 
f'unctiones  prodeunt 

v\\   Vi-.    •  ■  ■'    y^ 

hae  ipsae  erunt  aequationis  (1)  solutiones  quaesitae  a  Constantibus  a,  b,  etc. 
vacuae  et  a  se  independentes,  quarum  proposita  F  functio  est.  Etenim  cum 
F  eiusque  differentialia  i]jsarum  a,  b,  etc.  respectu  sunita  per  t'unctiones  y,, 
<fi,  ....  (f,„  ipsasque  a,  b,  etc.  exprimi  .possint,  substituendo  in  illis  expres- 
sionibus  a  =  ((!\  b  =  b",  etc.  exhibebimus  per  (f",  (pl,  .  .  .,  y"„  valores,  quos  F 
eiusque  difterentialia  omnia  ipsarum  u,  b,  etc.  respectu  sumta  pro  a  =  a", 
b  =  b'\  etc.  induurit.  Unde  functionis  jP  evolutione  facta  in  seriem  infinitam 
secundum  ip|iarum  a  —  a",  b  —  b",  etc.  potestates  potestatumque  producta  pro- 
gredientem, singuli  evolutionis  Coefficientes  per  ipsas  y?,  ^?>,  ...,  ^°,  exhiberi 
possunt,  eaque  ratione  functio  F  per  aequationis  (1)  solutiones  (p°,  cpl,  .  .  .,  <pl, 
a  Constantibus  arbitrariis  a,  b,  etc.  vacuas  ipsasque  a,  b,  etc.  exliibetur.  Eruntque 
solutiones  (f\, -(fl,  ..-,  (pl,  a  se  independentes;  pi  enim  per  minorem  functionum 
numerum  exprimi  possent,  per  easdem  ipsasque  «,  b,  etc.  etiam  exprimerentur 
differentialia  omnia 

dadb"...    ' 
quae   igitur   etiam   per   ipsorum    minorem   numerum    quam   m   atque   Constantes 
a,  b,  etc.  exprimi  possent,  quod  est  contra  suppoeitionem  factam. 

Si  ipsas  a,  b,  etc.  pro  variabilibus,  solutiones  /,,  /!,,  .  .  .,  /'„,  quarum  F 
functio  esse  debet,  pro  Constantibus  arbitrariis  habemus,  problema  antece- 
dentibus  sblutum  prorsus  cum  hoc  convenit;  Constantes  ai'bitrarias  in  data  ex- 
pressione  obvenientes  ad  iustum  numerum  revocandi. 
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Si  l'uiictio  F  iinicam  implicut  Cüustanteni  arbitrariam  a,  eriiitur  minimus 
numerus  fiuictionuiii   ali   ipsa  c  vacuarum.   per   quas   ipsanujue  a   t'unctio  F  ex- 

primatur,  forniando  ditterentialia  -^:; — ,     .   .^    .   etc..    usque  dum  ]ierveniatur  ad 

differentiale,  quod  per  antecedentia  ipsamque  a  exprimi  possit, 
d"'F  „f„     dF  d"'-'F        \ 


(4)     ^g;;;;r  =  JJ\F 

iur 
F, 


da'"  V    '     (9«    '  '  ■  ■'     9«'"-'     '     / 

Quil)us  positis.    proveniunt  secunduin    antecedentia  functiones  quaesitae  ex  ipsis 

clF         d'F  d"'-'F 


da     '       oa-  öa'"-^      ' 

Constanti  a  tribuendo  valorem  particularem  quemcunque  a°.  Idem  conside- 
rationibus  sequentibus  patet.  E  supra  traditis  §.  7  aequationi  differentiali  /;"  or- 
dinis  (4)  substitui  potest  systema  m  aequationum  difFerentialium  primi  ordinis 
inter  variabiles 

^,   _ap;_     ö-F  d"-'F 

da    '       da-    '  '       ö«"'~' 

Cuius  integratione  completa  exprimi  potest  /•'  per  a  atque  ?»  Constantes  arbi- 
trarias:  pro  quibus  ubi  sumuntur  ipsarum 

^     J^      _d-F  ^"'~'  F 

'        da    '       iu-     '      ■   ■   ■ '        ö«"'~' 
valores  initiales  seu  ipsi  a  =  o"  respondentes,  pi'oposito  satlsiit. 

Sequitiu-  ex  antecedentibus  etiam,  propositis  aequationibus  diflerentialibus 

vulgaribus 

dx  :  ilv^ : ... :  <^^  =  X:  X^: ... :  X^^, 
ex  unor  Integrali 

F=  ß, 
si  functio  F  plures  involvat  Constantes  arbitrarias.    plura    alia  derivari  posse. 
Ubi  eiiiui   [ler  methodum    praecedentibus  explicatam   ex  una  aequationis  (1)  so- 
lutione  F  deducuntur  ri)  solutiones  (f",  (fl,  ....  ipl,  a  se  independentes,  erunt  etiam 

V'l  =  t\,    <f2  =  ß2^    •  •  ••    Vl  =  ii,. 
aequationum    ditierentialium    vulgariura    propositarum    Integralia,    designantil>u> 
/?,,  ß.j,  etc.  Constantes  arbitrarias. 

15. 

Proposita  aequatione  integrali 

u  =  0. 
difterentiando  et  in  aequatione  proveniente 


i 
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du     ,  du      ,  du      ,  ,, 

-^ — cU-h-^ — ax,-\ 1 = — rt.c    =  0 

öii;  üx^        '  dx^       " 

substituendo  aeqnationes  differentiales  propositas 

(1)     dx  :  dx^  :...:  r/.i;  =  X  :  X^  : ...  :  X^, 
eruitur 

(2)  o  =  x|^-i-a^|^4-...+a;^. 

^  '       _  dx  ^    dx^  "  dx^ 

Quae,  si  tt  =  0  est  aequationum  (1)  Integrale,  identica  esse  debet  aequatio.  Si 
(2)  identica  non  est,  quaeri  potest  an  ei  satisfiat  ipsa  advocata  proposita  u  =  0. 
Si  vero  utrumque  locum  non  habet,  erit  (2)  nova  aequatio  integralis.  E  qua 
deinde  per  eandem  methodum  tertia  derivari  poterit  et  sie  pergere  licet,  usque 
dum  perveniatur  ad  aequationem,  quae  per  aequationes  eam  antecedentes  iden- 
tica fit  ideoque  iis  nihil  novi  addit.  Qua  ratione  fieri  potest  ut  ex  una  aequa- 
tione  integrali  totum  aequationum  integralium  derivetur  systema. 

Brevitatis  gratia  aequationem  integralem  completam  dicam,  quae  ad  aequa- 
tionum integralium  completarum  systema  pertinere  potest  seu  cui  per  aequa- 
tionum integralium  completarum  systema  satisfieri  potest,  Constantibus  arbi- 
trariis  nulli  conditioni  aut  determinationi  particulari  subiectis.  Contra  dicam 
aequationem  integralem  particularem,  quae  ad  completarum  systema  pertinere 
non  potest  sive  cui  satisfieri  non  potest  per  aequationes  integrales  completas, 
nisi  certas  inter  Constantes  arbitrarias  ponendo  relationes.  Ex  aequationum 
integralium  completarum  systemate  cum  ipsae  aequationes  differentiales  propo- 
sitae  fluant,  unaquaeque  aequatio  per  differentiationem  et  aequationum  diffe- 
rentialium  propositarum  substitutionem  iteratas  ex  aequatione  integrali  completa 
derivata  et  ipsa  aequatio  integralis  completa  est.  Nam  et  propositae  et  deri- 
vatis  per  aequationum  integralium  completarum  systema  satisfieri  potest. 

Quaeramus  iam,  propositis  aequationibus  differentialibus  (1),  an  data 
aequatio  quaecunque  ic  ==  0  sit  aequatio  integi-alis,  et  si  aequatio  integralis  est, 
quomodo  inveniatur  aequationum  integi-alium  systema  maxime  generale  com- 
pletum  vel  particulare,  ad  quod  pertinere  possit.  Aequatione  proposita  unius 
respectu  variabilium  x„  resoluta,  prodeat 

x^  =  A^^     sive     A^^ — x^^  =  0, 

6  qua  aequatione  per  methodum  propositam  eruitur  haec: 
dA,  dA  dA 

dx  1   dx^  "-1  d,»,_j  "  ' 

IV.  27 
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qiiae  substitiiendo  ipsi  x„  expressionem  A„  in  aequationem  iiiter  solas  x,  .r,,  .. ., 
ablt.     Qua  ipsiiis  .t„_i  respectu  vesokita,  prodeat 

c  qua  aequatione  obtinetur  haec: 

8A    ,  dA..  ,  dA,  , 


quae  substituendo  ipsi  x„.  expressionem  A„  ac  deinde  ipsi  .r„_,  expressionem  A„_^ 
in  aequationem  inter  solas  x,  Xi,  .  .  .,  .r,,^,  abit.  Hac  ratione  pergendo,  gene- 
raliter  obtinetur 

designante  A„_^  solarum  .r,  x^,  ....  a'„_„,_i  expressionem;  eaque  formula  eruitur 
ex  aequatione 

SA      _^,  dA      ^,  dA      ^, 

V    /  ^^^  I       ß^^^  n-m      dj;^_^^^  n-m+l  m 

in  (jua  supponimus  beneficio  aequationum 

ipsas   A',  X^,  .  .  .,  X„_„,^i    expressas    esse   per   solas   x,  .r,,  .  .  .,  .r„_,„.     Quoties 
hac  ratione  n-\-l  aequationes  a  se  independentes  erui  possunt 
u  =  0,    ?<,  =0,     .  .  .,     M„  =  0, 

proposita  non  est  aequatio  integralis.  Neque  enim  fieri  potest  ut  aequatio  pro- 
posita  pertinere  possit  ad  n  aequationes  finitas,  e  quibus  aequationes  differen- 
tiales  propositae  fluant;  namque  ex  n  aequationibus  finitis  sequerentur  n-]-l  aequa- 
tiones finitae,  quod  absurdum-  est.  Contra  si  evenit  ut  pro  numero  m  minore 
aut  non  maiore  quam  n  aequatio  ?/„,  =  0  identica  fiat  neque  igitur  ex  ea  valor 
ipsius  A'„_,„  peti  vel  nova  aequatio  obinei*i  possit,  aequatio  proposita  erit  aequatio 
integralis  simulque  aequationes  erunt  integrales  omnes,  quae  ex  ea  deductae  sunt, 

(4)    u  =  0,     ?f,  =0,     .  .  .,    u_^^_^  =  0, 
vel 

(5)     a:^^  =  A^^,     .»„_j  =  -^„_i;      •   ■   •,      •*',i— m+i  ^ -''^7i-7«+i- 
Quod    patet    demonstrando    aequationibus    m  praecedentibus    alias    addi    posse 
n  —  m  tales,  ut  ex  omnibus  «  aequationibus  fluant  aequationes  difFerentiales  pro- 
positae (1).     Sint  illae  »  —  m  aequationes 

(6)    i-=0,     y,  =  0,     .  .  .,     «>„_„,  =  0, 
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quas  aequationum  (5)  ope  inter  solas  x,  x^,  ....  .r„_„  exhibei'e  licet.  Earundem 
aequationum  (5)  ope  ipsis  quoque  X,  X^,  .  .  .,  X„_,„  per  solas  variabiles  x, 
.x'i,  ....  .t'„_,„  exhibltis,  ex  aequationibus  differentialibus,  quibus  satisfieri  debet, 
eligantur  sequentes : 

(7)     dx-.dx^:...:  chv^_^^  =  X:  X^: ...  :  X„_„_ . 

Quae  ut  locum  habeant  nihil  facere  possunt  aequationes  (5),  caai  inter  solas 
sint  variabiles  x,  Xi,  .  .  .,  x„_,„;  qua  de  re  aequationibus  differentialibus  (7)  per 
solas  aequationes  (6)  satisfieri  debet.  Quod  ubi  fit,  ex  aequationibus  (4)  vel  (5) 
et  aequationibus  (6)  fluunt  aequationes  differentiales  propositae  (1).  Nam  primum 
ex  aequatione  identica  (3),  ipsis  (7)  substitutis,  fit  secundum  (5) 

(lA       ,,  dx      ^,         ^ 

dx  dx 

unde  erit 

(8)     dx  :  dx^ :...:  <^,-,„+i  =  X  :  X^:  ...  :  X„_,,__^^ . 

Simili  ratione  ex  aequatione  (f„,_i  =  0  fluit  e  (8).  ponendo  in  (3)  m  —  1  loco  m, 

dA        .„  dx        ,„ 


dx  dx  n-m+2' 

unde  fit: 

dx  :  dx^  : ...  :  ^a'^_„,^,  ^  X  :  X^: ... :  X^^_^_^,, . 

Et  sie  pergere  licet,  usque  dum  omnes  erutae  sint  aequationes  propositae  (1). 
Itaque  si  m  aequationibus  (4)  de  una  u  =  0  deductis  accedunt  ipsarum  (7)  aequa- 
tiones integrales  n  —  m,  habetur  quod  propositum  est  n  aequationum  finitarum 
systema,  quod  et  aequationem  ?{  =  0  amplectitur  et  aequationibus  differen- 
tialibus (1)  satisfacit.  Eritque  systema  illud  aequationum  integrahum  maxime 
generale,  ad  quod  proposita  m  =  0  pertinere  potest,  si  pro  aequationibus  (6) 
sumuntur  ipsarum  (7)  aequationes  integrales  completae. 

Ponamus  Constantes  arbitrarias,  quae  systema  aequationum  (4)  afficiunt, 
revocari  posse  ad  numerum  /u,  qui  aut  aequabitur  aut  inferior  erit  numero  Con- 
stantium  arbitrariarum,  quae  "aequationem  propositam  u  =  0  afficiunt.  Etenim 
evenu'e  potest  ut  Constantes  arbitrariae  omnibus  aequationibus  (4)  idonee  com- 
binatis  ad  minorem  revocentur  numerum,  quamvis  in  una  proposita  u  ^0  ad 
minorem  numerum  revocari  nequeant.  Cum  Ulis  /u  aliae  n  —  vi  Constantes  arbi- 
trariae per  Lntegrationem  corapletam  aequationum  differentialium  (7)  accedant, 
systema  aequationum  integralium  maxime  generale,  ad  quod  aequatio  proposita 
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pertinet,  non  plures  quam 

ix+n-m 

Constantes  arbitrarias  iniplicare  potest.  Qua  de  re,  si  /*  <:  m,  aequatio  pro- 
posita  non  esse  potest  completa;  si  /u  =  m,  completa  esse  potest;  si  /*>m, 
fieri  debet  ut  illae  fi-^-n  —  m  Constantes,  quae  aequationes  (4)  afficiunt  et  aequa- 
tionum  (7)  integratione  completa  accedunt,  in  numerum  n  vel  etiam  minorem 
numerum  coalescant,  quia  aequationum  integi-alium  vel  completarum  systema 
non  plures  quam  n  Constantes  arbitrarias  involvere  potest.  Casu  igitur  postremo, 
quo  fi'^  m,  fieri  potest  ut  generalitati  non  detrahatur,  si  inter  fi  Constantes 
arbitrarias,  quas  aequationes  (4)  involvunt,  relationes  particulares  ponuntur,  vel 
si  aequationes  differentiales  (7)  non  complete  integj-antur. 

Antecedentia  exemplo  simplici  illustrabo.     Proponatur  aequatio  differen- 

tialis  secundi  ordinis  — r^  =  0,    sive   sint    inter   tres  variabiles  x,  y,   y'   datae 

aequationes  diflferentiales 

dx  :  dy  :  dy'  =  1  :  y '  :  0; 
erit  aliqua  aequatio  integralis 

y—b  =  {x—a)y'-^cy'y', 
sive 

(0),^*  =  (.-„)^+.(it)'. 

In  qua  aequatione  insunt  tres  Constantes  ai'bitrariae  a,  h,  c,  quae  in  illa  quidem 
aequatione  ipsa  ad  minorem  revocari  numerum  non  possunt.     Eesolutione  aequa- 
tionis  quadraticae  facta,  aequationem  antecedentem  sie  exhibere  licet: 
2cdy+{x—a)dx         ^  ^^^ 

qua  complete  integrata  eruitur 

yMy-f>)M^-ay  =  x+e, 

designante  e  Constantam   arbitrariam   integratione  completa  accedentem.     Qua- 

dremus    aequationem    ut    radicale    abeat,    prodit    tollendo    terminos  se    mutuo 

destruentes : 

a-\-e            ce+Abc — aa 
2/  =  ^;--+ -^ 

Quae  aequatio  generalior  non  est  atque  liaec: 

y  =  ccr-hß, 
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in   qua    n   et  ß  Constantes   arbitrariae    sunt;  unde   aequatio   maxime   generalis, 

qua  aequatio  (9)    tres   Constantes  arbitrarias  involvens  integratur,    non   plures 

quam  duas  admittit  Constantes  arbitrarias.  Et  salva  generalitate  ponere  licet 

in  aequatione  (9)  a  =  0,  h  ^  0  vel  etiam  /<  =  0  et  Constantera  arbitrariam 
integratione  completa  accedentem  e  ^  0. 

16. 

Antecedentibus  aequatio  proposita  m  =  0,  e  qua  aliae  complures  deri- 
vabantur,  quaecunque  erat  aequatio  integralis;  sequentibus  examinabo  casum, 
quo  illa  aequatio  integralis  est  completa. 

Demonstravi  §.  pr.  aequationes  ex  aequatione  integrali  completa  deri- 
vatas  omnes  et  ipsas  esse  completas,  hoc  est  ex  aequationum  integralium  com- 
pletarum  systemate  deduci  posse.  Unde  si  ?t  =  0  est  aequatio  integralis  com- 
pleta, fieri  non  potest  ut  ex  aequationibus  (4)  §.  pr.  per  Constantium  arbitra- 
riarum  eliminationem  deducatur  aequatio  ab  omnibus  Constantibus  arbitrariis 
vacua.  Qua  de  re  si  aequatio  proposita  ideoque  etiam  m  aequationes  (4)  vel 
(5)  §.  pr.  ex  ea  deductae  k  Constantes  arbitrarias  ß^,  ß^,  .  .  .,  ß,.  implicant, 
earum  m  aequationum  resolutione  poterunt  m  Constantium  arbitrarianan  ß^, 
ß-ii  •  ■  •■>  ßm  exprimi  per  formulas: 

(1)    ^  =  ^1,    |S2  =  9>2:     •  •  M    ß,„  =  (p,„, 
in  quibus   ipsarum   x,   Xi,    .  .  .,  x„  functiones    ^j   etc.    ab   ipsis  ßi,  ß.^,  .  .  .,  /?„, 
vacuae    sunt,    reliquas    autem    k  —  in    continent    Constantes    arbitrarias    /?„,^_,, 
ßm+2}  •  ■   j  ßk-     Ex  aequationibus  (1)  dilFerentiando  et  aequationes  difFerentiales 
propositas  (1)  §.  pr.  substituendo  fluunt  sequentes: 

dw.  d(f.  da; 

(2)  0  =  X^+X,^+...+X„3^. 

Quae  neque  novae  sunt  aequationes,  quia  non  plures  quam  m  e  proposita  dei'i- 
vari  supposui,  neque  in  ipsas  (1)  redeunt,  quia  a  Constantibus  arbitrariis  ß^, 
ßi,  .  .  .,  /y„,  omnino  vacuae  sunt.  Unde  aequationes  (2)  identicae  esse  debent, 
ideoque  fiunt  <f^,  (f.,,  .  .  .,  ip„^  solutiones  aequationis  differentialis  partialis 

(3)  0  =  x|^+X,|^+...4-x|^. 

ax  ^  öx^  "  Bx^^ 

Quae  solutiones  a  se  independentes  erunt.  Sunt  enim  ae(]uationes  (1)  ex  aequa- 
tionibus (5)   §.  pr.    deductae    earumque    locum   tenent,    aequationibus  (5)   §.  j)r. 
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autem  ?n  variabiles  jjer  reliquas-  determinantur,   quod  ex  aequationibus  (1)  fieri 
non  potest,  nisi  (p^,  (f^,  •  .  .,  (f^  a  se  invicem  sint  independentes. 
Patet  antecedentibus,  ut  aequationis  differentialis  particdis 

sohitio  aliqua  innotescnt,  necessarium  non  esse  nt  adrocehrr  totum  aequationurn 
systema,  quo  aequqtiones  dijferentiales  imh/ares 

(4)     iU:dx^:...:dx^  =  X  :  X^  : ...  :  X^ 

complete  integrantur,  sed  sufficere  ut  vel  una  data  sit  aequatio  quaeeunque  ad 
aequationurn  integralium  comiAetarum  systema  pertinens. 

Ex  antecedentibus  criterium  quoque  certum  habetur,  quo  cognoscatur, 
an  aequatio  integi'alis  proposita  u  =  0  sit  completa;  videlicet  non  fieri  debet 
ut  ex  aequationibus  de  proposita  deductis  Constantes  arbitrariae  eliminari  possint 
sive  alia  ex  aequationibus  Ulis  obtineri  possit  aequatio  ab  omnibus  Constantibus 
arbitrariis  vacua.  Hoc  enim  si  fieri  non  potest,  secundura  antecedentia  aequa- 
tionibus e  proposita  deductis  semper  conciliare  licet  formam  aequationurn  (1), 
in  quibus  sunt  y?,,  (p,,  ...,  (f„,  solutiones  aequationis  (3)  a  se  independentes.  Sint 

9,,,+v     V„,+.,     ■  ■  ■,    <f„ 
reliquae  aequationis  (3)  solutiones  a  se  ipsis  et  a  praecedentibus  <fi,  ^o,  ....  (f,,, 
independentes;    obtinentur    aequationes    int'egi-ales    completae,    omnes    n  aequa- 
tionis (3)  solutiones  a  se  independentes  cp^,  (f.,,  .  .  .,  y„  aequando  Constantibus 
arbitrariis.     Designantibus  igitur 

Yi,       /,'        •    •    •'       yn-,n 

novas  Constantes  arbitrarias.  formabunt  aequationes 

,         I       y.  =  i^p  f2  =  i^-2^     ■  •   •'     V,u  =  ß„., 

aequationurn  integralium  completarum  systema,  e  quo  ipsa  quoque  proposita 
ti  =  0  fluit.  Quippe  aequationes  (1)  satisfacere  debent  aequationibus  (4)  §.  pr. . 
quarum  resolutione  obtinebantur. 

Si  numerus  Je  Constantium  arbitrariarum,  quas  aequatio  proposita  invohät, 
non  aequatur  numero  m  aequationurn   e   proposita   derivatarum,    aequationis  (3) 
solutiones  a  se  independentes  y, ,  (f.,,  .  .  .,   (f,„  implicabunt  Constantes  arbitrarias 
ß,,.^^.    ß,.^^,,    .  .  .,    ß,- 
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Eruntque  illae  aequationis  (1)  solutiones  (f^,  <f.,,  .  .  .,  y„,  a  se  independentes, 
etiamsi  ipsis  />'„,+!  etc.  valores  tribuantur  particulares,  quia,  quae  ad  valores 
indefinites  valent,  ad  oinnes  valores  particulares  valere  debent  (§.  13).  Unde 
semper  statuendo  (p„,+i,  ^,„+2,  .  .  .,  <pn  esse  aequationis  (2)  solutiones  a  se  in- 
vicem  et  ab  ipsis  cp^,  ^2,  .  .  .,  y,„  independentes,  patet,  etiamsi  tribuantur 
k  —  m  Constantibus  arbitrariis  /5„,_,.i  etc.  valores  particulares,  esse  ^i,  ^2,  ....  (p„ 
aequationis  (2)  solutiones  a  se  independentes,  ideoque  (5)  aequationes  integrales 
completas. 

Antecedentibus  sequens  demonstrata  est  Propositio: 

„Si  ex  aequationibus  de  una  aequatione  integrali  proposita  derivatis 
omnes  Gonstantes  arbitrariae  eliminari  nequeunt,  aequatio  integralis  pro- 
posita necessario  erit  completa;  et  quoties  aequatio  illa  proposita  Gon- 
stantes arbitrarias  plures  involvit  quam  ex  ea  derivantur  aequationes,  non 
minus  ea  aequatio  integralis  erit  completa,  etiamsi  Constantibus  arbitrariis 
quibusdam,  quarum  numerus  illum  aequat  excessum,  valores  tribuantur 
particulares." 

Dicimus   aequationem  integralem   propositam  involvere   Gonstantes  arbi- 
trarias supervacaneas ,    si  quibusdam    e  Gonstantium   arbitrariarum  numero   va- 
lores tribuere  licet  particulares  ac  nihilominus  systema  aequationum  integralium 
maxime  generale,   ad   quod   aequatio  sie  proveniens  pertinere  potest,    idem  fit 
sive  eadem  generalitate  gaudet  atque  systema  aequationum  integralium  maxime 
generale,   ad  quod  ipsa  proposita  pertinere  potest.     Quemadmodum  anteceden- 
tibus vidimus,   utramque  aequationem  pertinere  posse  ad  systema  aequationum 
integralium  completarum.     Qua  in  definitione  supponi  potest,  in  ipsa  aequatione 
proposita  Gonstantes  arbitrarias  jam  ad  minimum  revocatas  esse  numerum.     Si 
definitionem   propositam   tenemus,   ex  antecedentibus  hoc  sequitur  Gorollarium: 
„Ex  aequatione  integrali  completa  Gonstantes  arbitrarias  non  involvente 
supervacaneas    tot    fluunt    aequationes  integrales,    quot    ipsam   Gonstantes 
arbitrariae  afficiunt;   quoties  igitur  proposita  involvit  n  Gonstantes  arbitra- 
rias, quarum  nulla  supervacanea  est,  ex  una  illa  aequatione  totam  aequa- 
tionum integralium  completarum  derivari  potest  systema." 

Videlicet  si  maior  esset  numerus  aequationum,  quae  e  proposita  deri- 
vantur, Gonstantium  ai'bitrariarum  numero,  quas  involvit,  eliminari  possent  ex 
aequationibus  illis  Gonstantes  arbitrariae  neque  igitur  pertinere  posset  proposita 
ad   systema   aequationinn    integralium   completarum    (§.  lü  IT.):    si    minor   esset, 
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vidimus   Coiistiuitiuin    arbitrariarum    aliquot    salva  generalitate    valores    indaei-e 
posse  particulai-es  sive  propositam  Constantes  arbitrams  involvere  supervacaneas. 
Seqiiitur  ex  antecedentibus  etiam  hoc  theoreraa: 
„Propositis  aequationibus  differentialibus  viilgaribus 
(Iv  :  (Iv^ :  ...:  dx^  =  X  :  X^  :  ...  :  X^, 
si  datur  una  quaeciinque   aequatio  integralis    completa  Constantes  arbitra- 
rias  non  involvens  supervacaneas.  ex  ea  tot  derivantur  solutiones  a  se  in- 
dependentes  aequationis  dlfferentlalis  partialis 

quot  afficiunt  propositam  Constantes  arbitrariae;  quoties  igitur  aequatio 
integralis  proposita  involvit  n  Constantes  arbitrarias,  quarum  nulla  super- 
vacanea,  ex  una  illa  aequatione  derivari  potest  aequationis  differentialis 
partialis  propositae  solutio  generalis." 

Videlicet  si  nulla  adest  Constans  arbitraria  supervacanea,  fit  anteceden- 
tibus k  =  7)1,  ideoque  aequationis  difFerentialis  partialis  solutiones  ^i,  ^o,  ...,  y,„. 
antecedentibus  ex  una  aequatione  proposita  eiusque  derivatis  inventae,  eodem 
sunt  nuniero  atque  Constantes  arbitrariae  propositam  afficientes.  Si  k  =  ?»  =  ». 
habentur  ea  ratione  aequationis  difFerentialis  partialis  propositae  n  solutiones  a 
se  independentes,  quarum  functio  arbitraria  erit  solutio  generalis. 

Bene  tenendum  est,  ad  solutionem  aequationis  diflferentialis  partialis  ob- 
tinendam  fieri  debere,  ut  aequatio  integi*alis,  quae  proponitur,  sit  completa. 
Nam  etsi  totum  detur  systema  aequationum  integralium  pai-ticularium  eaeque 
Constantium  arbitrariarum  numerum  involvant  tantum  unitate  minorem  quam 
completae,  ex  iis  ne  una  quidem  solutio  aequationis  difFerentialis  partialis  pro- 
positae erui  potest. 

17. 
Quaeramus  iam,  quem  fructum  percipere  liceat  e  Constantibus  arbitrariis 
supervacaneis  aequationem  integralem  completam  afficientibus.  lisdem  positi> 
atque  in  §.  pr.,  si  a^equatio  integralis  completa  u  =  0  praeter  Constantes.  arbi- 
trarias /^j.  ß.,,  ....  /?„,  involvit  supervacaneas  /?,„+,,  ß„,+o,  .  .  .,  ß^,  has  ipsae 
quoque  involvunt  f'unctiones  y);,  y.>,  .  .  .,  y?,,.,  unde  per  methodum  §.  14  tra- 
ditam  novae  erui  possunt  aequationis  (3)  §.  pr.  solutiones.  Sunt  enim  solu- 
tionum  illarum  ditForentialia  partialia  prima  vel  altiora  ipsarum  ß,„^^,  ßm-t-a-  ^fc. 
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respectu  sumta  et  ipsa  aequationis  (3)  §.  jir.  solutiones.  Ex  aeqiiatione  propo- 
sita  eiiisque  derivatis  olitinebatur 

(1)  i5,  =  y,,  ß,  =  v,.  .  .  .,  ,J„,  =  y„,, 
unde  vice  versa  sabstituendo  aeqiiationes  (1)  aequatio  proposita  m  ^  0  identica 
evadere  debet.  Quam  aequationem  identicam  Constantium  arbitrariarura  super- 
vacaneaniin  /)'„,+],  /^,n+-2,  etc.  respectu  difFerentiemus.  et  post  differentiationem 
in  diflerentialibus  ipsius  u  partialibus  functionum  (f^,  (/.,■  ■  ■  ■•  <f,„  valores  resti- 
tuamus  constantes  /?,,  /in,  ....  /)',„:  prodibunt  /.■  —  ?«  aequationes  huiusmodi: 
du        öy,  du        o(/.,  cu        c(f.^^^  du 

Quoniam  autem  sunt 

'^^'   'W^i'   '  ■  ■■    ^(U7 

et  ipsae  aequationis  (3)  §.  \)V.  solutiones  ideoque  aequatioiunn  dift'erentialium 
vulgarium  propositarum  integratione  Constantibus  aequantur.  hanc  habenius  Pro- 
positionem : 

„Aequatio  integralis  completa  u  =  0  Constantes  arbitrarias  involvat 
/)'i,  /?2,  .  .  .,  ßk-  quarum  k — »<  sint  supervacaneae,  dabuntur  k  —  m  aequa- 
tiones  huiusmodi : 

,„,  du  du  du  du  ^ 

vel  generalius  k  —  m  aequationes  huiusmodi: 

,,.  du  du  du 

^     (4)    /.^+^3  7^+-+/.^  =  o. 

designantibus  j', ,  ;'„.  etc.  quantitates  constantes." 
Aequationes  (-4)   obtinentur  addendo    k  —  «i  aequationes  (3)   respective   per  Con- 
stantes  /,„+!,  /,„+o,   ...,  J'j.   multipHcatas;    vice   versa   proveniunt  (3)   resolvendo 

k  —  m  aequationes  C4)  inter  ipsas  ^^^ — ,   ^r- — ,    ....    -^rv-  lineai-es.    AUue  erui 

possunt  aequationes  propositam  ?( =  0  Constantium  arbitrariarum  supervaca- 
nearum  respectu  iteratis  vicibus  difFerentiando. 

Aequationes  (3)   in   aequationes  (1)   redeunt    aut    novat    sunt   aequationes 
integrales.      Illo    casu   ad  aequationes  e  proposita   n  =  0   per  differentiationem 
variabilium  ipsarumque  aequationum  difFerentialium  propositarum  substitutionem 
IV.  28 
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de<liictas  otiaiu  perveniri  videmus  dittereiitiatione  Constantiuin  arbitrariaruin  i-e- 
spectii  iacta.  Altero  casii  hoc  methodo  ad  eas  quoque  aequationes  integrales 
pervenitur.  quae  nullo  modo  per  variabiliiim  difFerentiationem  obtineri  possunt. 
Do  ([iuIhis  diversis  casihus  sequentia  observo. 

Sint  (fi.  (f-^.  .  .  .,  y?,„  aequationis  difterentialis  partialis 

(5)    o  =  x|^+X,^+...  +  X-^ 

^^()llltio^es  a  se  iiidependentes,  Constantibus  ai-bitrarüs 
*?„,+,-     ß,„^,,     •  •  •,    ß,        ■ 
affectae.      Sit  m' ^m  ac  ponanius,   fiinctiones   y,,  (f.^,  .  .  .,  (p,„  exprimi  posse 
per  eiusdem  aequationis  (5)  solutiones  ab  omnibus  Constantibus  arbitrariis  vacuas 

A.     /r     •  •  •.     /■„,.' 
neque  per  minorem    eiusmodi    solutionuui   numerum;    quae    expressiones  adhuc 
Constantibus    arbitrariis    affectae    erunt    /i,„+,.  ß.n-u-i.  •  •  •,  ßk-      Per    aequationes 
linitas,  quibus  integrantur  aequationes 

(6)      dx  :  (Lv^  :...:  <lr^  =  X,  :  X.. :  . . .  :  Ä'^ ,. 
aequantur  /',,  /ö,   ....  /'„,,,   Constantibus,  quas  vocemus 

«,,  «.,  •  •  -,  «„,■ 
Ut  ad  easdem  aequationes  integrales  pertineant  proposita  u  =  0  eiusque  deri- 
vatae,  Constantes  «,.  «r,,  ....  «„,.  satisfacere  debent  m  aequationibus ,  quae  ex 
aequationibus  (1)  proveniunt  in  functionibus  (p^  etc.  substituendo  ipsarum  f\, 
f..  ....  /„..  valores  constantes  «, ,  «,>  •  -  •<  «m-  Dabuntur  igitur  inter  ?».'  Con- 
stantes  «, .  cu «„,,   ipsasque   Ä.  ßo,   ....  Ä   aequationes   ?>?,    unde   illarum 

Constantiura  in' —  m  veluti 

«„,+,,     «„,+2-     •   •  •,     «„, 
pro   arbitrariis   atque   ab    ipsis   /?, ,  ß.,^  •  •  ••  ßt   prorsus    independentibus    habere 
licet,  reliquae  deinde  «i,  f^,.   ....  fc„,  erunt  datae  functiones  ipsarum 

ßl^       ß2^        •     •     •'        ßk'  «,„+r        «,„+2'        •     •     •■        "m- 

Quoties  m' =  m.  Constantes  «i,  re.,,  ....  «,„  per  ipsas  ßi,  ßo,  ....  ß^  deter- 
minabuntur  atque  aequationura  (1)  locum  tenebunt  sequentes: 

«,  =  /■,,     «.,  =  /■.,     ....     «„  =  /■„,, 
(juarum  .dextrae  |mrtes  Constantibus  arbitrariis  vacant.     Quo  igitur  casu  k  Con- 
stantes  arljitrariae   aequationes  (1)   afficientes  ad   minorem  numerum  m   revocari 
possunt. 
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Obtinebantiir  aequationes  (3)   ex  aeqiuitionibus  (1)   siiiuil   pro  fiiuetionuin 

(f^,  (f.. y,„   difFerentialibus   Constantiuni   arbiti'ariurum    /)'„,_,_,,  ß,„+»-   ■  ■  •.  A 

respectii  s^umtis  valores  constantes  SLibstituendo,  (pios  per  i|)sarmn  (G)  aequa- 
tiones integrales  indiiunt.  Sunt  illa  differentiaüa  partiaüa  datae  t'unctiones  quan- 
titatuni 

fr    'f-r     ■  ■  -     /;„"         /^„,-M'     ß„.+T     ■  ■  ••     /?.; 
per  ipsaruni  (6)  aequationes  integrales  autem  fieri  supposui 

(7)  /;  =  «,.  /;  =  «,,   .  .  .,  /;„,  =  «„„ 

unde  valores  Uli  constantes  /, ,  j'o,  etc.  sunt  datae  functiones  ipsaruni 

Quoties  igitur  m'  =  ?n  sive  quoties  m  aequationes  (1)  ad  alias  revocari  possunt, 
in  quibus  tantum  m  Constantes  arbitrariae  insunt,  erunt  y^,  /,,  etc.  datae 
ipsaruni  /i?, ,  ß.,,  .  .  ,,  ß^  functiones.  Quoties  auteni  vi' ^  m,  implicabunt  /, , 
/.,,  etc.  praeter  ß^,  ß.,,  .  .  .,  ß\  novas  7n '  — m  Constantes  arbitrarias  ab  ipsis 
ßi,  /y,,  .  .  .,  ßf.  jji-orsus  independentes.  Porro  si  rn' ^  m,  aequationes  (3)  et  si 
quae  aliae  ex  iis  eadeni  methodo  deducuntur,  qua  ipsae  e  jJi'oposita  ?{  =  0  ob- 
tinebantur.  alias  non  suppeditabunt  aequationes  nisi  propositani  eiusque  deri- 
vatas  (1).  Si  vero  ?»'>??;,  praeter  has  suppeditabunt  7n'  —  m  aequationes 
novas.   videlicet  Integralia 

in  quibus  ipsae  «„,^.i.  etc.  sunt  Constantes  arbitrariae  ab  ipsis  ß^,  ß.,,  ....  ß^.  in- 
dependentes. 


Sint 


u  =  0,     M,  =  0, 

aequationes    omnes    e    proposita    u  =  0 


:0 


fferentiatione  variabilium  deductae, 
poterit  in  formula  (2)  ipsius  u  loco  poni  Ui  vel  r(.2  etc.  Unde  si  aequatio  jjropo- 
sita  u  =  0  Constantibus  arbitrariis  ß^,  ß.,,  ....  ß,„^^  afficitur  sive  unam  implicat 
Constanteni  arbitrariani   supervacaneam,   pi-odeunt  e  (2)  aequationes  sequentes: 

dti  du  du 


(8) 


y, 

oMj             du 

öß.  -^''^  öß,  +• 

öu^ 

=  0, 

■"^'"'-  ö,u. 

>'i 

^M              du 

du 

=  0. 

'  '"-•  ö^,„., 
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Pvv  notas  tbrmulas  aequationiim  algebraicaruiii  linearimn  resoliitionem  spectantes 
prodeunt  e  (8)  aequationes: 

(9)     r,:/,  :•■■:/„,+,  =    C7:  C/,  : ... :  C7,„^,, 

du.        du. 
(lesigiiantibus  U.  Ij\.  etc.  Deteniiinantia  differentialium  partialinm  ^r^-,  -^-T^,etc. 

Si  aeqiiatio  proposita  plnribus  quam  7/(-f-l  Constantibus  arbitrariis  afficitur,  pro 
earimi   m-^1  quibuslibet  formulae  habentur  antecedentium  (8)  similes. 

Sint  Constantes  arbitrariae.  qiias  aequatio  integralis  u  =  0  continet,  va- 
riabilium  valores  initiales  x'^,  .r",  .  .  .,  .r,",  quariim  numerus  iustum  Constantium 
arbitrariarum  numerum  n  unitate  excedit.  Unde  una  erit  supervacanea  ideoque 
extare  debet  aequatio  integralis  huiusmodi: 

„  ,,     ^  du  8u  6u 

iu  qua  /.  /i.  etc.  Constantes  sunt.     Cuiusmodi  aequationem  i-evera  locum  habere 
sie  patet.     Ipsas  x,  .i'i,   ....  .i'„  cum  .r".  x^,   .  .  .,  x'l  commutando  aljeat  aequatio 

II  =  0  in  lianc: 

<:  =  0, 

quae    secundum   §.12    et    ipsa    aequatio    integralis   est.      Eadem    commutatione 

al)eunt 

de  do  de 

d.v    '  öc«j   '  ■  ■  ■'       Q^^ 
respective  in 

du  du  du 

ex"   '  c.rj^    '  •   •    •;        ^:^^.u 

Differentiando  iam  aequationem   r  =  0  ac  substituendo  aequationes  ditierentiales 
propositas 

dx  :  du:^  :...:  d.v^_  =  X  :  X,  : . . .  :  X  , 

obtinemus  aequationem 

CT  '  er,  "  dx^ 

In    qua   secundum    §.    citatum    rursus    x,  .i',,   .  .  .,  x„   cum   .r",  Xi,   ...,  x"    com- 
mutare  licet,  quo  facto  eruimus 

üx"  '    Ci-j  "   O.C'' 

siquidem    ipsae    A''^   etc.    sunt    Coefficientium    X    etc.    valores   initiales.      Lnde 
eruta  est  aequatio  forma  aequationis  (10)  gaudens,  quae  quaerebatur. 


.i 

I 
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18. 
Examinabo  iam  casum,  quo  aequatio  integralis  proposita  non  est  coni- 
pleta.  Secundum  §.16  eo  casu  fieri  debet  ut  e  m  aequationibus  integralibus 
de  proposita  fluentibus  omnes  k  Constantes  arbitrariae  ßi,  ß.,,  .  .  .,  ß^  eliminari 
possint.  Quod  semper  evenit,  si  k<Cm,  sed  evenire  etiam  potest,  si  k  >  m. 
Ponamus  ex  i  illarum  aequationum  provenire 

(1)  ß,  =  <f'^,  ß,  =  (f„  •  •  •,  ßt  =  Vp 
(ubi  (fi,  (f^,  ...,  (fi  ab  ipsis  ß^,  ß^,  ...,  ß^  vacuae  sint):  ipsis  autem  ß-^  etc. 
respective  functiones  tp^  etc.  substituendo  e  reliquis  m  —  z  aequationibus  reliquas 
omnino  abire  Constantes  arbitrarias  /y,+i,  ßi_^.^.  .  .  .,  ß^-  Haec  est  suppositio 
niaxime  generalis,  quae,  si  i  =  m,  in  praecedentem  abit,  qua  ?(  ^  0  aequatio 
integralis  completa  erat,  si  i=0,  ad  eum  pertinet  casum,  quo  aequatio  inte- 
gralis proposita  omnino  nullam  involvit  Constantem  arbitrariam.  Ope  m  —  i  aequa- 
tionum, quae  eliminatis  omnibus  Constantibus  arbitrariis  obtinentur,  determinentur 

per  reliquas  variabiles,  earumque  substituantur  expressiones  cum  in  y,,  (f.,,  ...,  (fi 
tum  in  quantitatibus 

X,     Xj,      .   .   .,     X  _,,,_^,; 

similibus  ratiociniis,  atque  §.16   usus  sum,    probatin-  fieri  if\,  (f..,  ....   (f,   solu- 
ti(ines  a  se  independentes  aequationis  dift'erentialis  partialis 

i'nde  designantibus 

1-eliquas  aequationis  (2)  solutiones  atque 

()\,    (),,     .  .  .,     (^,,_„ 
novas  Constantes  arbitrarias,  obtinentur  n  —  m  novae  aequationes  integrales 

(3)     y,+i  =  «J,,    y,+2  =  <5',,,     .  •  •,     yv-,„+,' = '^„-».' 
quae  iunctae  et' «  aequationibus  (1)  et  m— {  aequationll)us  ab  omnibus  Constan- 
tiluis  arbitrariis  vacuis  constituunt   aec^uationuni  iiitegi'alium,   ad  quas  proposita 
pertinere  potest,  systema  maxime  generale.      In   quo  Constantibus  arbitrariis 
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quae  luiictiones  </,.  if,.  ....  y",  afticiuiit.  salva  generalitate  tribiiere  licet  va- 
lores  partifulares.  Qaippe  qua  re  functiones  y, ,  y.,.  ....  r/,  non  desinunt  esse 
aeqiiationis  (2)  soliitiones  a  se  independentes.  Unde  etiani  si  ipsis  /y,.^,,  /?,.^,,  ....  /?<. 
tribimntiir  valores  particulares,  aeqaatioiiibus  (1)  et  (3)  complde  integrantiii- 
aequatioiies  differentiales 

dx  -.dx^:...:  <^,_,„^,  =   X  :  X,  :  . . .  :  A;,_,,,^.  , 
ad    qiias   per    m  —  i  aequatioiies    a   Constantibiis    arbitrariis    vacuas    aequatioiies 
differentiales  propositae 

dx:dx^:...:cLr^^  =  A' :  .X,  :  ...  :  X„ 
revocantar. 

Agauuis  iam  de  relationibus  inter  Constantes  arbitrarias  poiiendis,  ut  ex 
aequationiun  integraliuin  eoinpletarum  systemate  data  obtineatur  aequatio  inte- 
gralis  particularis  u  =  0.  Qua  de  re  haec  observo.  Deriventur  rursus  e  pro- 
posita  sicuti  antecedentibus  aecjuatioiies  m  —  i  a  Constantibus  arbitrariis  vacuae. 
Quae  constituunt  aequationum  integralium  systeina,  cui  variabillum  differen- 
tiatione  et  aequationum  differentialiuin  propositarum  substitutione  aliae  novae 
aequationes  integrales  accedere  non  possunt.  Alioquin  eniin  ea  ratione  e  pro- 
posita  plures  quam  m  —  i  aequationes  obtinerentur  integrales  a  Constantibus  arbi- 
trariis vacuae,  quod  est  contra  suppositionem  facfain. 

Quofies  autem  ex  aequutiouihus  inteyralihus  variahiUnm  differentiatione  et 
aequationum  clifferentialium  propositarum  substitutione  nulla  nova  aequatio  inte- 
gralis  ohtinetur.   semper  iis   totidem  suhstitui  possunt  aequationes   inter  functiones 

/■../:■ /:• 

Introducautur  enim   variabilium  .c,  ,r, ,  x.^.   ....  x„  loco  (juantitates 

■'-,        /,.       U        ■     ■     ■:        f.,- 

quo  facto  resolutione  aequationum  illarum  m  —  /  eruatur 

W      f.=l-\-      /;  =  ^-      ■    •   ••      f,..-:=K^r 

designantibus  l\  etc.   quantitatum, 

■r,  /;„_.,„  /:_,,.  ...,  f„ 

functiones.     Difterentiando  (4).  cum  j>er  aequationes  differentiales  propositas  sit 

'it\  =  '/^  =  •  •  •  =  <//:,  =  0. 

prodit 


P)    (#)-o.    (|^)  =  0, 


ÖF 
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(^hiae  neqiie  novae  sunt  aequationes  integrales,  quia  e  rn  —  i  aequationibiis  illis 
novae  derivari  nun  jtossunt.  neque  ex  aequationibus  (4)  fluere  possunt  iit  a  qnan- 
titatibus  /', .  f.,.  ....  /'„,_,  prorsiis  vaciiae..  Unde  aequationes  (5)  identicae  sunt, 
ideoque  ipsae  Fj.  F.^,  ....  i%,_,„  varialjili  x  omnino  carent,  sive  aequationes 
III  —  /,   e  quibus  nova  derivari  non  poterat,  ad  alias  revocari  possunt  inter  solas 

/n  /; /„-  q-fl.  e. 

Sint  iain  datae  aequationes  integrales  completae 

(6)  /,  =  «,   /;  =  «,,   .  .  .,   /•„  =  «,, 

designantibus  cii  etc.  Constantes  arbitrarias.  quam  ibrniam  aequationibus  inte- 
gralibus  completis  seniper  conciliare  licet.  Ex  aequatione  integrali  particulari 
proposita  deducantin-  quotquot  possunt  aequationes  ab  omnibus  Constantibus 
arbitrariis  vacuae  eaeque  ad  alias,  quod  fieri  posse  vidinius,  inter  solas  /j, 
f.j,  ....  f„  revocentur:  hae  aequationes  substituendo  (6)  suppeditant  m  —  «  rela- 
tiones  inter  solas  Constantes  arbitrarias  «, ,  a.,.  etc.  Quibus  accedere  debent 
/  relationes  .inter  ipsas  a^  etc.  atque  Constantes  arbitrarias  /?, ,  //,,  ....  ß/., 
quibus  aequatio  proposita  afficitur.  Etenim  cum  e  m  aequationibus  de  propo- 
sita dei'ivatis  plures  aliae  non  deriv-ari  possint,  secundum  Propositionem  modo 
traditam  eas  ad  alias  revocare  licet  inter  quantitates  f\,  /ö,  .  .  .,  /„,  quae  per 
(6)  evadunt  m  aequationes  iyter  ipsas  a^,  a.,,  ....  «„,  quae  Constantes  /?i, 
ß.j,  .  .  .,  y^i  implicabunt.  E  quibus  aequationibus  fluere  debent  m  —  {,  quas  inter 
solas  «1  etc.  locum  habere  vidinius.  Vice  versa  si  inter  Oonstantes  arbitrarias 
«1,  ein,  .  .  .,  «„  illae  ??i  relationes  habentur.  ex  iis  per  (6)  sequuntur  m  aequa- 
tiones inter  functiones  f\,  /,.  •  •  •>  /»;  quae  locum  tenent  m  aequationum  a  pro- 
posita fluentium,  inter  quas  ipsa  proposita  numeratur.  Unde  aequationes  illae 
m  inter  Constantes  arbitrarias  a^  etc.  et  necessariae  et  sufficientes  sunt  ad  pro- 
positam  aequationem  integralem  partieularem  e  datis  completis  deducendam. 

Si  pro  Constantibus  arbitrariis  aequationes  integrales  completas  afficien- 
tibus  sumuntur  variabilium  valores  initiales,  statim  habentur  m — i  relationes 
inter  solos  valores  initiales  vel  omnes  vi  relationes  inter  valores  initiales  ipsasque, 
quas  proposita  involvit,  Constantes  arbitrarias  intercedentes,  si  in  m  —  i  aequa- 
tionibus a  Constantibus  arbitrariis  vacuis  vel  in  omnibus  m  aequationibus,  quae 
e  proposita  deducuntur,   ipsis  variabilibus  substituuntur  valores  earum  initiales. 

Relationes  particulares  inter  Constantes  arbitrarias  «,  etc.  antecedentibus 
quaesitae  etiani  sie  indagari  possunt.  Integratione  completa  habeantur  Xi, 
Xo,   .  .  .,  x„  per  .r  et  Constantes  arbitrarias  expressae.     Quae   expressiones   si  in 


224         DILITIDATIONKS  DE  AEQUATIONTM  lUFFERENTIALinr  VULGARIUM  SYSTEMATIS. 

propositu  acquatioiie  iiitegrali  |Kirticalan  substituiintLir,  fieri  debet  iit  certis  inter 
Constantes  arbitrarias  positis  relationibus  variabilis  x  ex  ea  aequatione  omnino 
exulet.  Qiiae  relationes  plerumque  facile  se  oiFenint.  Quibiis  si  iungitur  ipsa 
aeqnatio,  quae  abeunte  variabili  x  intei"  solas  Constantes  arbitrarias  fit.  liabentiir 
relationes  particulares  inter  Constantes  arbitrarias  investigandae. 


19. 
Ponanms  eani  datam  esse  aequationem  integralem 

(1)   „.  =  ^oo, 

(jua  vai-ialüliiini  fumtid  ?/  a  Constantibus  arbitrariis  vacua  unius  variabiliinn  .r 
atque  Constantium  arbitrariaruin  functioni  aequatur.  dico  in  aeqiiatione  (V),i  sive 
completa  sii'e  particukn'is  sit,  Constantes  a)'?)itr(ü-i(is  non  inesse  supervacaneas. 
Qua  in  re  suppono  non  haberi  aequationem  integralem  .r  =  Const.,  certe  eam 
aequationem  non  pertinere  posse  ad  aequationum  integi'alium  systema,  ad  quod 
aequatio  pi'oposita  pertineat.  Porro  in  fanctione  i/'(.t)  suppono  Constantes  arbi- 
trarias ad  minimum  revocatas  esse  numerum.  Pro  variabilium  functione  u  a 
Constantibus  arbitrariis  vaeua  ipsas  quoque  variabiles  x^,  x^,  etc.  sumere  licet. 
Si  dicimus  in  aequatione  integrali  Constantes  arbitrarias  inesse  super- 
vacaneas sive  quibus  salva  generalitate  valores  'tribui  possint  particulares,  id 
liunc  in  modum  intelligi  potest,  sicuti  ex  iis,  quae  §.16  tradidi,  facile  colli- 
gitur.      Sit  aeipuitiü  integralis  proposita 

(2)     ni.v,a-^. '■„,«,«,.  ..../-,  i,,...)  =  0, 

in  qua  insunt  Constantes  arbitrariae  ad  minorem  numerum  non  revocandae  a, 
«1,  etc.,  h.  6i,  etc.,  quarum  /;,  Äi.'etc.  sint  supervacaneae.  Tribuendo  Con- 
stantibus arbitrariis  supervacaneis  h,  h^.  etc.  valores  particulares.  ex.  gr.  eva- 
nescentes.  ipsarum  autem  it,  a^,  etc.  loco  ponendo  ce,  a^,  ....  prodit  aequatio 
huiusmodi: 

(3)     a>(.r,  .i'j,  ...,  .r„,  tt,  ßj,  ...)  =  0. 

lam  si  in  aequatione  proposita  Constantes  arbitrariae  h,  h^,  etc.  sunt  super- 
vacaneae, fieri  debet  ut  per  systema  aequationum  integralium  maxime  generale, 
ad  quod  aequatio  (3)  pertinet,  ipsisque  a,  «,,  etc.  per  a,  a^,  ....  b,  b^,  ... 
rite  determinatis  etiara  aequationi  propositae  (2)  satisfiat.  Id  quod  evenire  non 
potest,  quoties  aequatio  integralis  proposita  forma  gaudet  aequationis  (1).  Quippe 
in  qua  aequatione  si  Constantibus  arbitrariis  quibusdam  valores  particulares  tri- 
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liLiuntur,  ipsa  u  ut  a  Coiistantibus  arbitrariis  vacua  iiumutata  manet,  ipsa  yj(x) 
autem  abeat  in  fanctionera  tpiQc),  Constantium  arbitrariarum  minorem  numerum 
involventem.  lam  cum  ex  eodem  aequationum  integralium  systemate  utraque 
aeqiiatio  obtineri  clebeat 

etiam  haberetur 

Quod  fieri  non  potest,  quia  supponitur  neque  in  fimctione  ^(x)  Constantes  arbi- 
trarias  ad  minorem  numerum  revocari  posse  neque  ib  aequalem  fieri  Constanti. 
Secundum  ea,  quae  §.16  demonstrata  sunt,  ex  aequatione  integral!  com- 
pleta  Constantes  arbitrarias  non  involvente  supervacaneas  tot  derivari  possunt 
aequationes  integrales,  quot  propositam  Constantes  arbitrariae  afficiunt,  toti- 
demque  habentur  solutiones  a  se  independentes  aequationis  diiferentialis  partialis 

Hinc  ex  antecedentibus  haec  sequltur  Propositio: 

„Propositis  aequationibus  difterentialibus  vulgaribus 
dx  :  dx^  :  ...  :  dx^^  =  X:  X^:  ...:  X^, 

si  ex  aequationum  integralium  completarum  systemate  una  datur  aequatlo,  ^ 
qua  variabiliam  Xi,  a:,,  .  .  .,  .r„  aliqua  vel  earum  functio  quaecunque  a  Con- 
stantibus  arbitrariis  vacua  functioni  ipsius  x  atque  m  Constantium  arbitra- 
riarum aequatur:  ex  una  illa  aequatione  m  aequationes  integrales  completae 
derivari  possunt  nee  non  m  solutiones  a  se  independentes  aequationis  difte- 
rentialis  partialis 

x4^+x,4^+...+x4-=.o-, 

dx  '   öx^  "   dx^ 

unde  si  aequatio  proposita  involvit  n  Constantes   arbitrarias,   ex   ea  totum 
aequationum  integralium   completarum  systema  atque  aequationis  differen- 
tialis  partialis  solutio  generalis  obtineri  potest." 
Observo  porro  ex  aequatione  integrali 

u  =   ip{x) 

eundem   numerum  deinvari   aequationum   integralium,   sive  completa   sit  sive  ex 

eiusmodi  aequatione  integrali  completa  nascatur,    Constantibus  arbitrariis,   quas 

functio   V'OO   involvit.   valores   tribuendo   particulares.      Sit   enim    i/'(,c)   ipsius   x 

IV.  •1\) 
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i'iüK'tio,  cui  atHjuatur  u  per  ae(|uatlonuin  integraliuni  completaruin  systema. 
ideoque  m=  ip(x)  aequatio  integralis  completa,  sint  pon-o  aeqiiationes  omnes 
iiiter  sc  diversae  e  praecedente  iteratis  difFerentiationibus  aequatiomunque  diffe- 
rfiitialium   propositaruin  siibstitutioiiihiis  derivatae 

(4)»=,,.,»-^ -— 4;^''-. 

iibi  ipsae  it,  n' ,  etc.  sunt  variabilium  x,  x^,  ....  x„  fiinctiones  a  Constantibus 
arbitrariis  vacuae.  Niilla  extare  potest  inter  ipsam  x  functionesque  u,  u',  ....  u'^"'~^ 
aequatio  identica;  alioquin  enim  sive  aequationes  (4)  non  a  se  independentes 
essent,  sive  aequatio  sequeretur,  qua  x  valorem  constantem  induit,  quod  utrumque 
suppositionibus  factis  oppugnat.  Constantibus  arbitrariis  functionem  xfj(x)  affi- 
cientibus  valores  tribuendo  particulares  vel  relationes  particulares  inter  eas  po- 
nendo  abeat  ip(x)  in  /(a'),  prodit  aequatio  integralis  particularis 

ex  eaque   derivantur  sequentes: 

(5)     u  =  yX.r).     u'  =  ^,     ...,     .^'-)  =  4;S^-     ■ 

Cnni  inter  l'unctiones  »,  "'.  ....  ?('"'~'^  ipsamque  x  aequatio  identica  non  ha- 
beatur,  —  quod  implicat  conditionem,  earum  nullam  solius  x  functionem  eva- 
dere  —  non  tieri  potest  ut  eo,  quod  earum  aliae  datis  ipsius  x  functio- 
nibus  aequantur,  concludatur,  quibus  ipsius  x  functionibus  relii^uae  aequales 
sint.  Untle  etiani  aequationes  (5)  a  se  independentes  sunt  sive  ex  utraque  aequa- 
tione   u  =  i/'(.f)  et  v  =  /(.r)    ideni   aequationum  integralium  numerus   derivatur. 

Ae(juatio  h.  =  (/'(,r)  completa  cmn  sit  Constantibus  arbitrariis  supervaca- 
neis  non  atlecta,  fimctio  (/'(-O  involvere  debet  m  Constantes  arbitrarias,  \ade- 
licet  tot.  quot  ex  proposita  derivantur  aequationes  (§.  16).  Data  igitur  aequa- 
tione  integrali  particulari 

«  =  zGO- 

([ua  functio  u  a  Constantibus  arbitrariis  vacua  aequatur  functioni  solius  varia- 
bilis  X  (quam  variabilem  per  aequationes  integrales  non  aequari  Constanti  su})- 
pono),  secundum  propositionem  praecedentem  cognosci  potest  Constantium  arbi- 
trariarum  numerus,  quem  involvit  aequatio  integralis  completa.  qua  n  per  .r  ex- 
|)rimitur.  Quippe  qui  aequatur  numero  aequationum,  quae  e  proposita  aequa- 
tioue  integrali  particulari  derivari  possunt. 
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Aequationam  differentialium  partialiuni   simultanearam  systemata  in- 
time cum  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  connexa. 
20. 
Tota  haec  raateries,   quam  autecedentibus  tractavi.    non  perfecte  absolvi 
potetst,   iiisi  praeter  aequationem  differentialem  partialem 

(1)   x-^+x,-^+x,-^  +  ...  +  x^  =  o 

^  tx  '  o.»j  -  Cd-.,  "  tij-^  " 

sive  hanc 

(2)   x  =  x,|^+a:,4^+...+a;|^ 

simul  etiam.  eonsiderentur  systemata  quaedam  aequationum  differentialium  par- 
tialium  linearium  primi  ordinis  et  ipsa  cum  aequationibus  differentialibus  vul- 
garibus 

(3)     (h- :  dx^  :...:  dv^^  =  X  :  X^:  ...  :  X^^ 

arctissime  connexa.  Quae  olim  proposui  in  Diario  Cr  eil.  T.  II.  pay.  321. 
(Cf.  h.  vol.  p.  7.) 

Sint  i-ursus  f^.  f.,.  ....  f„  solutiones  aequationis  (1)  a  se  independentes. 
Posita  inter  ipsas  /i,  /,,  ....  f„  una  aequatione  arbitraria,  ea  determinatur 
functio  satisfaciens  aequationi  differentiali  partiali  (2).  Positis  vero  inter  n  func- 
tiones  /i,  f^,  .  .  .,  /„  aequationibus  n  arbitrariis,  habetur  systema  aequationum, 
quibus  complete  integrantur  aequationes  difFerentiales  (3).  Etenim  positis  inter 
n  quantitates  n  aequationibus  a  se  independentibus,  quantitates  illae  Constan- 
tibus  aequantur  neque  igitur  eo,  quod  aequationes  illae  sint  arbitrariae,  aliud 
vel  magis  ai-bitrarium  effici  potest,  quam  ut  Constantibus  aequentur  arbitrariis. 
Aequando  autem  /',,  /o,  ....  f„  Constantibus  arbitrariis  nanciscimur  aequa- 
tionum (3)  integrationem  completam.  lam  inter  functiones  /", ,  f.,,  ....  /'„  po- 
nendo  aequationum  arbitrariarum  nmnerum  aliquem  intermedium  m  inter  1  et 
n  collocatum  investigemus,  quodnam  integretur  aequationum  diff"erentialiuni 
systema. 

Sit  iV^  una  quaecunque  n  —  /  variabillum 

omniumque  praeter  x,.  loco  introducamus  ipsas 

/.>    /.>    •  •  •,    /„-,-, 
ut    variabiles  independentes.      Quod    ubi   fit.    secuiuhun    §.  -i    al)it    (1)    in    haue 

2!)* 
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aequationem : 

Differentialia  t'unctioiiis  /' ipsaniin  /',.  /;.  ....  /"„_,_i  respectii  sumta  in  aequa- 
tione  (4)  noii  obveniunt.  qua  de  re  eadein  aequatio  locum  habet,  si  in  functione  /' 
atqiie  Coefficientibus 

X,    Z,,    .  .  .,     X,     X^,    .  .  ., 

\>er  novmn  svstema  variabiliuni  independentium  expressis,  pi'o  ipsis  f[,  /!,,  . . .,  /'„_,_, 
poniuiiis  Constantes  arbitrarias 

(5)  /;  =  «,,   /;  =  «,,   .  .  .,   /:,_,_,  =  «„_,_i. 

Sunt  aequationis  (4)  solütiones 

/;,-,'  /:,-;+P  •  •  ••  fn' 

cum    ipsas   /', .  f.j f,i-i-\  Constantium    vice   fungentes   inter   solütiones    non 

referamus.  Quarum  solutionnm  unam  aliquam  /'„_,  et  ipsam  Constanti  arbi- 
trariae  «„_,  aequalem  statuamus.  Ipsa  /'„_,  aequationum  (4)  ope  per  x, 
.i\,  ....  X,,  x^  exhibita,  erit  aequatio 

(6)  /:_,  =  «„_, 

inter  quantitates  x,  x^,  ....  x,,  x^,  qua  igitur  aequatione  determinare  licet  a^^  ut 
ipsarum  x,  .r,,  ....  x^  functionem.  Cuius  functionis  diiFerentialia  partialia  ha- 
bentur  per  aequationes 


■Uf'^"- 

-s\ 

dx 

-==0, 

(t;: 

-)-(^ 

^)i. 

-  =  0 

)    y  a,,-, 

) 

mde  ex  aequatione 

0  = 

-C^ 

-)+x. 

(  '^'"- 

.)..... 

i-xC^'-' 

>.. 

(S 

\   ö.r, 

^^'lc.r, 

equitur: 

CO   x^  = 

=  X 

o.r 

^H hX 

Cd-. 

Huic  igitur  aequationi  satisfit,  si  beneficio  ??  —  ?' aequationum  (5)  et  (6)  ipsae 
X,  A, ,  ....  X,,  A'j,  Xf.  per  variabiles  x,  .i', ,  .  .  .,  .r,  atque  Constantes  arbitraria> 
«,,  «.,  .  .  .,  «„_,  exhibentur.  Si  ipsarum  «i,  cc.,,  ....  «„_;  loco  restituuntur 
fuuftiones  /', ,  /!,,  ....  /],_,,  redeunt  A',  Aj,  .  .  .,  A,,  A'^.  in  ipsas  variabiliuni 
X,  .Cj,   .  .  .,  ;(•„  expressiones  propositas.      Unde  designantibus  A',  Xj,   .  .  .,  A',,  A'^. 
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variabilinni   x,  i\,  .  .  .,  x„    expressiones   propositas,   aequatio  (7)  identica  fit,    si 
ope  aequationum  (5)  et  (G)  expriinitur  .r^  per 

ac  (leinde  in  ditiereiitialibiis  eins  nartialibus  -r — ,   — — ,   .  .  .,    -^r —  restitiiiintur 

'  ex  o.i\  '      dx. 

pro  ipsis  «1.  «2,   .  .  .,  «„_,   l'nnctiones   secundiun    easdem  foriniilas  (5)    et  (6)  üs 
aeqnivalentes  /[,  fl,  ...,  f„_i. 

Pro  functionibiis  /",,  f\,  .  .  .,  /'„_,  in  antecedentibiis  sumi  possunt  /«  — «  so- 
lationes  quaecunque  aequationis  (1)  sive  n  — «'  quaecunque  ipsarum  /', ,  f\,  ...,/„ 
{linctiones  a  se  independentes.  Unde  aequationum  (5)  loco  alias  quascunque 
ponere  licet  aequationes  a  se  independentes  inter  ?i  quantitates  /",,  /l,   ....  /^ 

(s)     /7,  =  0.     II..  =  0.     .  .  .,     /?„_,=  0. 
Qua  in  re  censere  possumus  Constantes  arbitrarias  «,  etc.  ipsarum  /j.  f,,  ....  /„ 
involvi  functionibus  arbitrariis  TI^  etc. 

In  tbrmula  antecedentibus  inventa  (7)  designabat  x^  quamcunque  e  quan- 
titatilius  ;?',_(.,,  x,^.^,  ....  .r„  aequationum  (5)  ope  per  ipsas  x,  x-^,  ...,  .t,  ex- 
pressam.  Hinc  si  ipsius  X).  loco  successive  ponuntur  variabiles  ,r,_^i,  Xi^^,  ...  .,  x„, 
sequentem  eruimus  Propositionem : 

I.   ,.Propositis  inter  variabiles  independentes  x,  x-^,  .  .  .,  x^   atque  depen- 
dentes  .r,^.i,:  a.',_^.2,  .  .  .,  x„  aequationibus  differentialibus  partialibus  simultaneis 
dl 


(9) 


dx  '    ö.Cj  '    dx. 

öx. ,  „  dx. ,  -,  dx.^„ 

dx  1    dx,  '    dx. 


dx  dx  dx 

x^^^+x  ^ — I — t-A7^^  =  x„ 

vx  1    ci.i',  '     dx. 


functiones    ,r,_j.j,  ;r,_^2,   ....  x„    dabuntur    n  —  1   aequationibus    quibuscunque 
a  se  independentibus  inter  solutiones  aequationis 

x|^+X,-|^+...4-X-^  =  0.« 

Eandem  Propositionem  sie  quoque  exhibere  licet: 

II.     „Proposito   systemate  aequationum   differentialiuni    partialium  (9), 
complete  integrentur  aequationes  differentiales  vulgares 
dx  :  dx,  :  ...  :  dx    ^  X  :  X,:  . ..  :  X  , 
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atfjLie  iiiter  Constantes  arbitrarias,  quae  aequationes  integrales  completas 
afficiunt,  positis  n — ?  aequationibiis  arbitrarüs .  ex  bis  ??  —  ?' aequationibus 
atque  n  aequationibus  integralibus  omnes  n  eliininentur  Constantes  arbi- 
trariae.  prodeunt  7i  —  t  aequationes,  quibus  finictiones  propositae  .r,^., , 
.r,_j_.,,  .  .  .,  ;i'„  detenninantur." 
Scilicet  aequationes,  quae  integratione  aequationum  differentialiuni  vulgarium 
completa  obtinentur,  semper  in  formam  redigi  possunt  aequationum 

/'i  =  «P    /■.  =  «.'    ■  •  ■:    /■„  =  «„'• 
quarum  ope  si  e  n  —  {aequationibus    arbitrariis   inter  Constantes   arbitrarias  «, . 
«o.  .  .  .,  «„  bae  omnes  elirainantur,  obtinentur  « —  /aequationes  arbitrariae  inter 
ipsas  /i,  /v,  •..,  f„-     Unde  Propositio  IL  in  antecedentem  I.  redit. 

Aequationes.  (^iiibus  secundum  Prop.  II.  functiones  quaesitae  .r,^_, ,  .r,^^.  etc. 
determinantur.  videri  possint  nuUis  affici  Constantibus  arbitrariis,  quia  omnes  ex 
aequationibus  inter  eas  positis  arbitrariis  et  aequationibus  integi-alibus  elimi- 
nandae  sunt.  Sed  aequationes  arbitrariae  ipsae  affici  possunt  Constantibus  arbi- 
trariis compluribus  vel  etiam  innumeris,  unde  aequationes  investigandas  ideoque 
etiam  ipsarum  a-,^.,,  x^^o,  etc.  expressiones  quaesitas  vel  numerus  infinitus  affi- 
cere  potest  Constantium  arbitrariarum. 

21. 

Aequationum   diiferentialium   partialium   simultanearum   (9)  §.  pr.   solutio 

alia  quoque  ratione  invenitur  secjuente.    Propo.sitis  aequationibus  differentialibus 

vulgaribus 

(1)      dj;:dx^:...:cU^^  =  X  :  X^: ... :  X^, 

earum  sumantur  n — i  aequationes  integrales  quaelibet,  e  quibus  differentiatione 
variabilium  aequationumque  (1)  substitutione  aequationes  novae  non  obtineantur. 
Cujusraodi  aequationes  patet  esse  ipsas  (8)  §.  pr.  Resolutis  «— «  aequationibus 
exhibeantur 

•«•,+p     '«-i+o,     •  ■  •,     ■«„       per       x,     x^,     .  .  .,     .r,: 

quibus  expressionibus  diüerentiatis,  in  formulis  provenientibus 

dx  8,v  dx. 

(2)     dx,  = -^ — dx-\-~^dx,-\ \-^^dx. 

'•  öx  ox^        '  ex.       ' 

ipsae  (l)  substituantur,  podeunt  aequationes 

dx,  dx,  ex. 

(3)     X,   =^^X-+-^X,H h-^X.. 

*•  ex  dx,        '  er        ' 
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Quae  secLindum  suppositionem  factam  non  sunt  novae  aequationes,  sed 
conthieri  debeiit  n — i  aequationibus  integraliljus,  (j[un:)us  fuiictiones  x^  deternii- 
iiabantur.     Unde  haec  sequitur  Pi'opositio: 

I.  „Propositis  aequationibus  (3)  vel  (9)  §.  pr.  satisfit  per  aequationes 
ipsarum  (1)  integrales  n — i  quaslibet,  e  quibus  diflferentiatione  aequa- 
tidimuique  (1)  substitutione  aequationes  novae  non  prodeunt.'' 

E  qua  propositione  f'acile  sequitur  Prop.  I.  §.  pr. 

Demonstremus  iam  Propositionem  inversam: 

II.  „Aequationes  n — ^  ipsis  (3)  satisfacientes  sunt  aequationes  ipsarum 
(1)  integrales,  e  quibus  differentiando  ipsasque  (1)  substituendo  novae  non 
pi'odeunt  aequationes." 

Aequationes  enim  propositas  quascunque  dicinms  ipsanun  (1)  esse  aequationes 
integrales,  si  ad  systema  n  aequationum  finitarum  pertinere  possunt,  quarum 
(lifFerentiatione  aequationes  (1)  obtinentur.  lani  aequationum  ??, — /  finitarum 
ope  ipsis  (3)  satisfacientium  exprimantur  X,  X^,  . . .,  X^  per  variabiles  x,  .i', ,  . . .  .f,, 
reliquis  variabilibus  eliminatis,  at(jue  integrentur  aequationes  differentiales  vulgares 

(4)     (h- :  J.i,  ■....■.dx.  =  X:X^:...:X.. 
E  (piibus  aequationibus  sequitur  per  (2)  et  (3): 

dx  :  (/,i'j  :  . . .  :  dx. :  dXf,  =  X:  X^: ...  :  X.:  X^. 
Unde  substituendo  ipsius  x^  loco  a',^.i,  .T;_^o,  .  .  .,  x„,  videraus  ex  n  —  ^  aequatio- 
nibus propositis  atque  i  aequationibus  ipsarum  (4)  integralibus  erui  aequationes 
dilFerentiales  (1),  ideoque  aequationes  n  —  i  propositas  ad  ipsarum  (1)  pertinere 
aequationes  integrales.  Quibus  aequationibus  si  a;,.,.i,  Xf^^,  . . .,  x^  per  .r,  .Ti,  . . .,  .r,- 
exprimuntur  atque  in  expressionibus  illis  differentiatis  (2)  aequationes  (1)  sub- 
stituuiitiu',  proveniunt  aequationes  (3),  quibus  per  ipsas  n  —  ^  aequationes  propo- 
sitas satisfit.  Unde  e  n  —  /'  aequationibus  propositis  dilFerentiatione  aequa- 
tionumque  (1)  sulistitutione  novae  non  prodeunt  aequationes,  ideoque  probata 
est  Propositio  II. 

Docet  Propositio  IL  aequationum  (9)  §.  pr.  solutionem,  quam  Propositio  I. 
suppeditat,  esse  generalem  seu  amplecti  modus  onmes,  quibus  illae  solvi  possint 
aequationes.  Monitu  tarnen  opus  est  eas  eligendas  esse  r<—j  aequationes  inte- 
grales, quae  ipsas  .r,^,,  .c,^.,,  .  .  .,  x„  omnino  involvant  earumque  per  reliquas 
variabiles  suggerant  detenninationem.  Alioquin  enim  in  aequationibus  difFeren- 
tialibus  partialibus  formandis  variabilium  aliae  attjue  antecedentibus  pro  depen- 
dentibus  et  independentibus  sumendae  sunt. 
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Poiianius  u  —  i  aecjuationes  difterentiales  partiales  (3)  sive  (9)  §.  pr.  so- 
lutas  esse  ?i  — «  aequationibas  finitis  implicantibus  «  — z  Constantes  arbitrarias, 
quae  ex  iis  omnes  simul  nequeant  eliminari.  eaedeui  suppeditabunt  n  —  ?  soki- 
tiones  aequatioiiis  differentiaüs  partiulis 


(5)    0 


A' 


Siut  eiiiiu  illae  Constantes  arbitrariae  /y, .  ji.,.   •  •  ••  iii-t  eariimqiie  ex  /;  —  /  aequa- 

tionibus  linitis  petantur  valores  per  varialiÜL^s  .f.  a\.   ....  .r„  exhiblti 

(6)    ß,  =  F^.    ,1,  =  i\,.     ....    ß„_,  =  F:_,. 

His  aequationibus  differentiatis  et  substitntis  aequationibus  (1).   pro  singulis  Fi, 
F.,,  ....  i%,_,  eruimus  aequationes  huiusiuodi: 


(7)     0 


A-4^ 


■X.^L 


--.^ 


Quae  secundum  Propositionem  IL    novae   esse   non  possunt  aequationes.    neque 
iis  per  ipsas  (6)  satisfieri  potest,  quippe  Constantes  arbitrarias  /i,,  /i,.  ....  /?„_, 

non  involvunt.     Unde  aequationes  antecedentes  (7)  identicae  esse  debent  ideoque 
erunt  F^,  F.,.  ....  i%,_,  aequationis  (5)  solutiones.  q.  d.  e. 

Idem  magis  directe  sie  patet.     Sit 

(8)     F=ß 
una  quaelibet  ex  aequationum  (G)  numero:    quae  identica   evadere  debet  varia- 
bilium  .r^,.  .r.+o.  ....  .r„  substituendo  valores   per  .r,  x,.  ....  x,  exhibitos  ipsaruni 

aL'ijuationum  (Ü)  resolutione  provenientes.     Dififerentietur  aequatio  (8)  variabilium 
jndependentium  ,r,  .i\.   ....  ;(■,    respectu.   obtinemus    /+1  aequationes    sequentes: 

tF         dF         ^'^"n-i    °F         o.r_|^„       öF      c.r^^ 

cF        BF        a.r.^,    oF        e.«,_^,       8F     a»-,, 

e.V.  c,v.^,       c<i\  o.i-,^       d.»,  d.r        d.v,   ' 


CJ) 


ÖF 


ÖF 


dF 


ÖF 
~ö7' 


(^uae  aecjuationes  respective  per 

X,     X^.     ....     A' 
niultiplicatae  addantur,  obtinemus.  si  aequationes  (G)  ipsis  satisfaoiunt  aeipiatio- 
nibus  (!))  §.  pr., 


^ 
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Cui  aequationi  iit  satisfiat  nihil  lacere  po.ssuiit  aequatiories  propositae  (6),  cum 
illa  a  Constantibiis  arbitrariis  /y,,  ß.j,  .  .  .,  ß„_i  vacua  sit.  Unde  aequatio  prae- 
cedens  identica  esse  debet  sive  singulae  t'iinctiunes  F  erunt  aeqiuitionis  (5)  so- 
liitiones. 

In  aequationibus  antecedentibiis  (6)  cinn  sint  F^,  F,,,  .  .  .,  jF„_,  aequa- 
tionis  (5)  solutiones  atque  fi^,  ß^,  ...,  /y„_,  Constantes  arbitrariae,  erunt  aequa- 
tiones  (G)  ipsarum  (1)  aequationes  integrales  completae.  Qua  de  re  ex  ante- 
cedentibus  hoc  fluit  CoroUarium: 

III.  „Proponantur  aequationes  finitae  n  —  i  ipsis  (9)  §.  pr.  satisfa- 
cientes  simulque  implicantes  n  — «' Constantes  arbitrarias,  quae  ex  iis  omnes 
simul  eliminari  non  possunt,  eaedem  ad  aequationum  differentialiuni  vul- 
gariuni  (1)  pertinebunt  aequationes  integrales  completas." 

Aequationes  ipsarum  (1)  integrales  aliae  ab  aliis  distingui  possunt  numero  aequa- 
tionum integralium,  quae  ex  una  data  per  iteratas  differentiationes  et  substitu- 
tiones  aequationum  differentialium  deriventur.  Si  ille  numerus  ipsum  n  aequat, 
systema  aequationum  ex  una  proposita  derivatarum  totum  constituit  aequationum 
integralium  systema,  sive  ipsis  satisfacit  aequationibus  differentialibus 

X^  =  X^,     X^^  =  X,„     .  .  .,     XV^  =  X; 

si  iste  numerus  ipso  n  minor  est  ^n  —  i,  systema  aequationum  e  proposita 
fluentium  satisfit  aequationibus  differentialibus  partialibus  (9)  §.  jn-.;  si  nullam 
aliam  e  proposita  deducere  licet  aequationem,  ea  satisfacit  aequationi  differen- 
tiali  partiali 

(10)     X  =  X,-|^+X,4^4-...+x4^. 

Quod  docet  totam  hanc  quaestionem  mancam  et  imperfectam  esse,  nisi  simul 
cum  ae(piationlbus  differentialibus  vulgaribus  (1)  at(jue  aequatione  differentiali 
jiartiali  (10)  in  considerationem  veniant  n  systemata  quodammodo  intermedia 
aequationum  differentialium  partialium  (9)  §.  pr.  ' 

Addam,  quae  facile  ex  antecedentibus  fluit.  hanc  Propositionem: 

IV.  „Proponantur  inter  variabiles  x,  ,r, .  ...,  .r„  aequationes  u  —  i, 
(juiltus  solvitur  systema  aequationum   dillorentiaüuni   [)artialium 

IV.  ;',(i 
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(U) 


Sj: 


+x. 


d.r  '   dd\ 


=  X 


X 


dx 


-^x, 


affRiantiir  illae  it  —  /  aequationes  finitae  totidem  Coustantiluis  arbitrariis, 
(|uae  ex  iis  oymes  neqiieant  eliminari:  inter  quas  si  poniintur  aequationes 
arbiti-ariae  n  —  k  (ubi  Ä'2>0-  '-^''^  omnes  n  — «  Constantes  arbitrarias  ex 
n  —  /  aequationibus  propositis  atque  n  —  Ic  aeqiiatioiiibus  arbitrariis  elimi- 
nando  proveniant  aequationes  n  —  k  inter  variabiles  x,  i\.  ....  x„,  quibas 
continebitur  solutio  systematis  aequationum  differentialium  partialium  se- 
quentis: 


(12) 


X 


xX^ 

dJ 


-hX, 


da- 


Kursus    enim   sint    ji^.  ß., p'„_,   Constantes    arbitrariae.    quibus   aequationes 

propositae   at'ticiuntur.   resolutione   aequationum   prodeunt  aequationes  (G).    unde 
II  — k  aequationes   arbitrariae,    ipsis   />', .  ß..   ....  /y„_,.  aequationum  (6)   ope   eli- 

minatis,  abeunt  in  aequationes  arbitrarias  inter  functiones  F^,  Fo,  .  .  .,  i^„_,. 
T 'nde  ista  eliminatione  proveniunt  ii  —  /.'  aequationes  inter  aequationis  (5)  so- 
hitiones,  quae  secanduni  Prop.  I.  §.  pr.  aei[uationibus  differentialibus  partialibus 
(12)  satisfaciant. 


Aequationes  diflferentiales  partiales  (9)  §.  20  facillime  in  alias  mutantur, 
in  quibus  vai-iabilium  x,  .r,.  ....  x.„  quaecunque  ii  —  i  pro  independentibus, 
reliquae  pro  dependentibus  habentur.  Quippe  tantum  permutatione  variabilium 
opus  est.  ipsis  A'^,  X,,  ....  X^  permutationes  similes  subeuntibus.  Solutio  enim 
_i:'eneralis   tradita   eiusmodi   permutatione  non   mutatur.   quippe   quae    non   afticit 


. 


2. 

,  n,    atque   a    umis   iudiemu   ( 

5i, 

<5-''  , .,                     r'i,       o.r 

fl.v 

öi 

•  ^      '  H h-^T^ =r^ 

0'V._^^ 

'='■';,              '^•''„    '5'^„  J 

^5, 

^■v^ 
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aequationes  differentiales  vuloares  (1)  §.  jir. .  a  quilius  ea  solutio  pendet.  Idem 
jirobare  licet  per  formulas  differentiales.  quae  pro  inutatione  variabilium  inde- 
pendentiain  in  dependentes,  dependentiuni  in  indejjendentes  habentur.  Quod 
qno  melius  perspiciatur,  generaliter  qnaeramus,  quaenam  evadant  aequationes 
<lifferentiales  partiales  (9)  §.  20,  si  ipsaruni  .r.  .r,,  ....  .t„  functiones  i'-t-l 

pro  variabilibus  independentibus.  aliae  n  —  /  functiones 

pro  dependentibus  sumantnr. 

Sit   k    unus   indicum   /+1. 
2,   ....  /,   fit: 

oS,         ^S^         d.v._ 

51,     f5t  ?4  Ar. 

ö|,  I  5?j  cS,  c".«. 

ÖSj      l  ÖA'^  ^''',+  t         '^'•''o 

öSj.   f  oS.  (??.  c}.i',_^,         as,  e.r  _^5  5S.      dar,,  ^ 

In    altera    aequationis  parte    ponitur,    §^  per  .r,   .r,.  ....  ,r„,    i|>sas  vero 

■a-'.+i!  .'C,+o,   ....  x„  per   ,r,  .Tj.   ....  .r,    expressas   dari:    in    altera   })onitin-.    i'^  jjer 

^,  Ij,   ...,  ^,,    singulas   vero    §.   |, ,   .  .  .,  ^,   per  .r,  .r,,   ....  .r„,    denique    rursus 

.T,.^!,    .i',+5»  ■••!  ''''»    psi"  ■^'-    '^'i?  •••!  '^V  expressas    esse.      Tribuendo    in    tbrniula 
praecedente    indici    a    valores    omnes    0.   1.  2,  ....  i,    singulas    formulas    pro- 

venientes  multiplicemus    respective   per  A'.    X,,  A',,  ....  A'  atque  productarum 

additionem  instituamus.  Quo  facto  si  advocantur  formulae  (9)  §.  20  atque  po- 
nitur pro  singulis  indicis  vi  valoribus  0.    1.   2 // 

<5;  8i  '       oi 

obtinetur 

_  -  ^'A-  _    '^'^k  _    ^K 

"'  "  f^?  "'  5ij  ""'  öS. 

Si  in  liac  forniula  ipsi  k  tribuinuis  valores  /+!.  /+2,  ....  n,  omnesque 
S,    ^1 E„    per   i'.    i',,   ....   ,^„    exprinuintui'.    itrodit   svstenia  aequationum 
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(liHV'reiitialhuu    [nirtialium.    quorl    siniile   est   formuhiriim  (9)  §.  20   atque   ex   bis 

oritiir,  ipsas  .r,  .r, ,   ....  x„  cum  |,  |,, c„  simiilque  functiones  X,  X^,  ...,  X„ 

cum  S",  5'i,  ....  i„  commiitando.    Si  j',  c, .  .  .  ..  |„  variabilibus  ipsis  x,  x,,  .  .  .,  .r„, 
sed  alio  quocuiitjue  ordine  suintis  aequautur.  sequitur  e  (1).   quotie.s  sit 

fieri 

■=„  =  ^'^.• 
Ünde  etiam  bae  ratione  patet  in  tbrnmbs  (9)  §.  20  ((uociinque  modo  penmitari 
posse    variabiles    .r,    ,r,,   ....  .r„,    si   functiones   A',    A', ,    ....   A'„    permiitationes 
similes  siibeant. 

Cmn  adbuc  valde  iaceant  qiiaestiones  de  sysfematis  aequationiun  diffe- 
rentiabuui  partiabum  bnearium  priini  onbnis.  eo  maiorem  attentionem  meren- 
tiu-  ea,  (juorum  indolem  at(|ue  naturam  bene  perspicere  Hcet.  sicuti  systematis, 
quod  praecedentibus  tractavi.  Ciii  ea  forma  est.  ut  in  (juaque  eins  aequatione 
unius  tantum  variabilis  dependentis  difFerentiaba  partiaba  inveniantur  atque  in 
diversis  aequationibus  differentialia  partialia  diversarum  variabiHum  dependentium 
eiusdem  respectu  variabilis  independentis  sumta  eodem  Coeffieiente  afficiuntm-, 
variantibus  terminis  a  differentiaübus  partialibus  vacuis.  Extat  aHud  systema 
aequationum  ditt'erentiaUum  partialium  primi  ordinis  bnearium  propositi  quasi 
reciprocum,  in  quo  quamque  aequationem  ingrediantur  diffei-entialia  partialia 
diversarum  variabilium  dependentium  eiusdem  respectu  variabilis  independentis 
sumta,  in  diversis  autem  aequationibus  differentialia  partialia  eiusdem  variabilis 
dependentis  diversarum  respectu  variabilium  sumta  eodem  Coeffieiente  afficiuntur. 
Quod  et  ipsum  ad  aequationes  differentiales  vulgares  reduci  potest,  sed  ea  multo 
difficilior  est  reductio  et  ad  Calculi  Integralis  problemata  maxime  sublimia 
pertinet. 

De   Multiplicatoribus,    qui    aequationibus    differentiaübus    vulgaribus 

simultaneis  applicati  expres.sionem   integrabilem  producunt. 

23. 

Putabatur  olim  multum  nos  proticere  in  solvendis  aecjuationibus  differentia- 

llluis  partialibus  linearibus  primi  ordinis  revocando  eas  ad  integrationem  systematis 

aequationum   differentialium    vulgarium.     Quae   integratio   semper  per  series  in- 

tinitas  perfici  potest,  sed  evolutione  in  series  infinitas  etiam  directe  solvi  possunt 

aecjuationes  illae  differentiales  partiales,  aequationibus  differentiaübus  vulgaribus 
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iion  Intervenientibus.  Inteoratio  systematis  aecjuationum  ditferentlalium  vul- 
gariuin  etiani  fierl  potest  ope  MidtipUcatorum,  hoc  est  factores  investigando 
idoiieos,  quibiis  nuiltiplicatae  aequationes  differentiales  et  additae  differentiale 
producant  completum.  Sed  ea  methodus  nil  est  nisi  rediictio  aequationum 
differentialium  viilgarimn  ad  aequationem  differentialein  partialem.  De  Ulis  Miil- 
tiplicatorlbus  sequentia  afferatn  e  casu  simplicissimo  auspicatiirus. 

Egregiiim    oliin    fuit  Ealeri    inventam,    quacunque   proposita   inter   duas 
variabiles  .f  et  y  aequatione   difft-rentiali  priiiii   oi'dinis 
(1)      0  =  ,l!j-,f{,;ii),h; 

darl  Multiplicatorem,  qui  dextram  eins  parteni  reddat  difterentiale  completum. 
Eteuim  proposita  ae(|uatioiie  differentiali  (1),  si  aeqiiatio  integralis  Constantem 
arbitrariain  ic  iiivolveiis  huius  respectii  Constantis  resoluta  siippeditat  aequationem 

«  =  f, 
uiide   dirterentiando  prodit 

habetur  MultipHcator  M  per  alterutram  aequationem 

dy  ^  dx 

Aequationes  enim  (1)  et  (2)  prorsus  inter  se  eonvenire  debent  ita  ut  altera 
per  factorem  multiplicata  in  alteram  abeat:  nam  cum  ex  aequatione  integrali 
completa  aecjuatio  (1)  sequi  debeat,  ex  eadem  sequi  non  potest  aequatio  diffe- 
rentialis  ab  (1)  diversa  et  a  Constante  arbitraria  vaeua;  alioquin  enim  eliminando 

^~  haberetur  aequatio  inter  duas  solas  quantitates  x  et  y,  de  aequatione  inter 

tres  quantitates  ,r,  y,  cc  deducta,  quod  absurdum  est.  Quam  rem  Eulerus 
priinum  exemplis  animadverterat;  generaliter  eam  locum  habei-e  adhuc  fugit 
summum  Virum.  postquam  ad  adyta  maxime  recondita  Calculi  Integralis  pene- 
traverat.     Ita  ubi  aecjuationem  celeberrimam 

complete  integraverit,  sibi  non  visum  esse  ipse  fatetur  ad  eandem  integratlonem 
etiam  per  Multiplicatorem  pci'vcnire  posse;  iioiKbnn  rjum  se  duimadvertisse, 
quotiescunque  acquationis  dijjcri'iitinlis  integrale  cothpietinn  cvns/aret,  ex  eo  mu/ti- 
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pHcatoran,  quo  Hie  intefjrahifis  rcdi/atiir.  c<mcli(di  posse").  Scilicet  iiivriita 
aequatione  iiitegrali  completa,  alterain  (iLiidiin  variabilem  per  alteram  et  Con- 
stantem  arbitrariam  exliibere  consuevci-ant  Aualytici,  et  hoc  poscebatur:  Con- 
stantein  arbitrariam  pro  incoünita  habere  eiiisque  expressionem  per  atramque 
variabilem  ex  aequatione  integraH  elicere  erat  conceptio  nova  ab  usii  recepto 
i-emotior,  et  quae  non  ita  sponte  se  offerebat.  Ea  tarnen  aequationis  integralis 
forma,  qua  utriusque  variabiUs  functio,  quae  Constanti  arbitrariae  aequalis  fiat, 
exhibetur,  maxime  genuina  videtur;  quippe  qua  foi-ma  si  aequatio  integralis 
proponitur,  nullo  interveniente  eliminationis  negotio  per  solam  difFerentiationem 
ad  datam  aequationem  diflferentialem  pervenitur.  Unde  Eulerum  illo  Multi- 
plicatoris  invento,  sive  quod  primus  aequationem  integralem  sub  forma  illa 
o-enuina  exhibuit.  de  theoria  aequationura  difterentialium  \n'\m\  ordinis  intor  duas 
variabiles  insigniter  meruisse  censemus. 

At  de  extensione  theoriae  Multiplicatoris  ad  systema  duarum  aequa- 
tionum  difterentialium  primi  ordinis  inter  tres  variabiles  Eulero  non  eonsta- 
bat.  Etenim  pro  re  tantum  probabili  habebat  semper  fieri  posse,  ut  additione 
harum  aequationum  per  idoneos  factores  multiplicatarum  aequatio  per  solas 
Quadraturas  integrabiüs  prodeat.  Nam  in  Instit.  Calc.  Integr.**)  Solutionen! 
aequationis 

in  (jua  L,  M,  X  sunt  ipsarum  .r,  y,  '  functiones  quaecunque.  revocat  ad 
investigationem  duoruni  systematum  binoruni  factorum  E,  F  et  (/,  H.  qui  ex- 
jiressiones 

integrabiles  reddant  seu  differentialibus  df,  du  aequales:  quijipe  quilnis  inventis 
docet,   quantitatem   r  aequari  functioni  euicunque  duarum  varialiilium   t  et   x 

r  =  r(^«)- 
lUorum  autem   factorum  E.  F,  G,  H  inventionem   semper  praestari  posse  sihi 
videri  ait,  non  affirmatius  loquens,  quia,  si  rem  probatam  habuisset,  ei  consti- 


*)  V.  Instit.  Calc.  Integr.  T.  III.  Sui.plem.  pagg.  60G.  036.     (§.  9.) 
*')  T.  III.  pag.  434.     (§.  4S-2,  484.) 
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tisset  de  rediictione  solutionis  aequationls  (3)  ad  integrationem  completam  aequa- 
tioiuim  siimiltanearuin 

de  qua  tarnen  reductione  desperabat.  Systeniatis  plurium  aequationum  diife- 
rentialium  vulgarium  inter  plures  variabiles  consideratio  Eulero  minus  familiaris 
fuisse  videtur,  quamvis  passim  in  quaestionibus  Mechanicis  atque  Isoperimetricis 
ad  eiusmodi  systemata  duceretur.  Qua  de  re  etiam  iis  tantum  casibus  nexum 
aequationum  differentialium  partialium  primi  ordinis  cum  aequationibus  diffe- 
rentialibus  vulgaribus  perspexit,  quibus  aequationes  difFerentiales  vulgares  primi 
ordinis  inter  duas  variabiles  considerare  sufficiebat. 

Est  Illustrissimi  Lagrange  meritum,   quod,    proposito  systemate  aequa- 
tionum differentialium  vulgarium 

XX  X 

(4)     d.c^— —-(!.>;  =  0,      <hr.  —  -^-<lv  =  0,     .  .  .,     dx^^-^(lv  =  0, 

aequationes  integrales  completas  primus  exhibuerit  sub  forma  aequationum 

(5)  /,  =  «„  /,  =  «^„  .  .  .,  /„  =  «„, 
quibus  assignantur  variabilium  x,  x^,  etc.  functiones  a  se  independentes  /,,  f^,  . . ., 
quae  Constantibus  arbitrariis  aequandae  sunt.  Haec  forma  sicuti  in  casu  sim- 
plicissimo  unius  aequationis  ab  Eulero  tractato  praeclara  gaudet  proprietate, 
quod  sola  differentiatione  nullo  interveniente  eliminationis  negotio  Constantes 
arbitrariae  abeant.  Unde  fieri  debet,  ut  singulae  aequationes  sola  differentiatione 
e  (5)  provenientes 

.//,  =  0.  '//:.  =  0,  .  . .,  <Jf^,  =  o 

identice  obtineantur  ex  aequationibus  propositis  (4)  per  factores  idoneos  mul- 
tiplicatis  et  additis.  Generaliter  enini  asserere  licet,  si  ex  aequationibus  inte- 
gralibus  completis  q^uaecunque  deducta  sit  aequatio 

(G)     A<lx-\-A^ch-^-\ h^,//.?-,,  =  0, 

in  (pia  /!,  .li,  etc.  sunt  ipsarum  .r,  .i\,  etc.  functiones  a  Constantibus  arbitrariis 
onniino  vaciiae,  eani  iicct-ssario  prodire  ex  ipsis  aequationibus  difFerentialibus 
propositis  (4)  per  factores  idoneos  multiplicatis  et  ■  additis.  Nam  cum  suppo- 
natur  ex  aequationibus  integralibus  completis  sequi  et  aequationes  difFerentiales 
propositas  (4)  et  aequationeni  (6),  ex  üsdem   provenire  dfbet  aequatio.  (|iiae  oli- 
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tinetur  siibstituendo  aequationes  (4)  in  aeqiiatione  (6). 

(7)     ^A'4-.l,XjH hA^X^  =  0: 

quae  cum  sit  a  Constantibus  arbitrariis  vaciia.  identica  esse  debet,  quia  ex  aequa- 
tionibus  integralibus  completis  nulla  aequatio  a  Constantibus  arbitrariis  vaciia 
nisi  identica  deduci  potest.  Ubi  aiiteni  identica  lial)etur  aequatio  (7).  aequa- 
tionem  (ß)  sie  repraesentare  licet 

f  A'(/.'-1  f  X.An  f  X(Ll■^ 

quae  prodit  addendo  propositas  (4)  per  4,,  A., .1,,  nudtiplicatas. 

Proposito  systemate  aequationum  differentialiuni  vulnarium  (4).  interduni 
ipsa  aequationum  inspectione  succedit  eiusmodi  Multiplicatores  detegere.  qui 
aequationem  producant.  e  qua  per  solas  Quadraturas  obtineatur  Integrale  aequa- 
tionum propositarum  /'^  (c   uVn  /'  solutio  erit  aequationis  differentialis  partialis 

(8)  x^+x^S~^ — h a; 4-  =  0. 

Qua  re  videri  possit  hoc  respectu  artem  solvendi  aequationes  diiferentiales  par- 
tiales  (8)  per  Lagrangianam  reductionem  ad  aequationes  differentiales  vulgares 
(4)  })romotani  esse.  Sed  observo  consensum  utriusque  problematis.  solvendi 
aequationem  (8)  et  indagandi  Multiplicatores  il/, .  J/> J/„,   qui  expi-essionem 

integrabilem  reddant,  absque  consideratione  patere  systematis  aequationum  diffc- 
rentialium  vulgarium  simultanearum  (4).  Unde  ante  illam  Lagrangianam  re- 
ductionem detectam  ad  solvendam  aequationem  (8)  istorum  Multiplicatorum  usus 
esse  potuit  atque  fuit,  uti  e  loco  Euleriano  citato  intelligitur  aliisque  ten- 
Omnibus  exemplis,  quibus  Eulerus  solutionem  assecutus  est.  Utrumque  auteiu 
problema  plane  idem  esse  sie  patet.     Proposita  aequatione  (8),  sit 

df  =  M,U-i-M^d.r^-{ \-M,dv^, 

unde  erit 

9f^M,-^  =  M.     ■■■.     i^  =  M 
Qua  de  re  poscitur  functio  /'.   pro  (pia  simul  liabeatiu': 

(,//■=   J/,/.r+J/^,/,rj-t-J/(/,cH ^^,<'J•,., 

^^'^^     1  0  =  MX  -i-MX,  -+-M  X..  H hM  X  . 
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Quarum  aequationum  alteri  substitui  potest  haec: 

(11)     df  =  il/,{<^ ^J  +  3/,|f^ ^1 H hil^„  \da^„ ^j' 

e  qua  patet  inventa  functione  /'  simul  haberi  Multiplicatores  il/j,  M^,  etc.,    qui 

expressionem  (9)  differentiale  coinpletum  seu  integrabilem  reddant.     Vice  versa 

datis  illis  Multiplicatoribus  31^  etc.,  qui  expressionem  (9)  differentiale  completum 

efficiunt  df,  determinetur  quantitas  M  per  formulam 

J[IX.+M.X,^ \-MX 

(12)    M  = '—^ '-^ "-^: 

habetur    functio    proposita   /',    pro    qua   aequationes   (10)   simul   valent   ideoque 
solutio  aequationis  differentialis  partialis  propositae  (8). 

Ipsius  /  loco  si  ponuntur  aequationis  (8)  solutiones  )i  a  se  independentes 
/ij  /s?  •••5  fni  videmus  extare  n  diversa  Multiplicatorum  systemata 

3l[-\   Mf,   .  .  .,    Mi:>, 

ita  comparata  ut  expressiones 


M^\d.-^^+Iie\d.^ 


X„dx 


-ir^Ux 


X^dx- 


differentialia  fiant  completa  earumque  integratione  prodeant  n  functiones  f\  a  se 
invicem  independentes.  Quibus  inventis  functionibus  assumtaque  earum  functione 
arbitraria: 

habetur  expressio  generalis  systematis  Multiplicatorum  per  formulas: 


(13) 


-|^< 
-l^< 

K-^K^^.::^. 

■^^.^■': 

Quippe  quibus  valoribus  su[)stitutis  prodit : 
X.dx  \  (  XJx, 


MAd.r, 


■M\dx 


XJx^ 


Ö/7   ,,  ,    dn   ,. 


Sfn 


''L 


dn. 


Quod  analogum  est  äs,  quae  de  suo  Miiltiplicatore  Euleras  tradidit. 
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24. 
Inventis   Multiplicatorihus  3/,,  3/>.  etc.,   e  quibiis  M  per  formulam  (12) 
§.  pr.   obtinetiir,  restat  iit  functio  /'  ex  aeqiiatione 

(1)       (//   =    Mdx-i- M^dx^^ '^K^-'^n^ 

in   qua   dextra   pars   est  differentiale  completum,  per  Quadratiiras  determinetur. 
Qiiod  modo  maxime  generali  per  hanc  regulam  fit. 

Sit  xf  functio  quaecunque  variabilium  .r,^,,  .r,.^,,  .  .  .,  x„,  ita  ut  x"  sit 
functio  variabilium  .r,,  x.,,  ....  x„,  porro  x^  variabilium  .r,,  x\,  .  .  .,  x„,  etc.. 
qualibet  liarum  functionum,   quas  prorsus  ex  arbitrio  sumere  licet, 

,r",     .rj',     .  .  . ,     .y^' 
involvente   numerum    variabilium   unitate   minorem   quam    proxime    antecedente. 
jiostrema  x'^  designante  Constanteur.     Ubi  simul  ponuntur  aequationes 
(2).    .v  =  y\     .r,=.r;,      ,.   .,     .r,_,=^;L,, 

abeunt    x,    Xi,    ....    .r,_i     in    ipsarum    .i',,   ,i',+, ,    .  .  .,   x„    functiones,    quas    de- 
signemus  per 

(3)     x  =  x^'K     x^=a^p,     .  .  .,     x._^=a^^, 
Substituendo  in  ipsis.il/,  Ji,,  etc.  valores  (3)  formentur  ipsarum  .t,,  a;,.+,,  .  .  .,  x^ 
functiones 

^  ^         '  ö.r_  '   ox.  '-1   öx.  ■' 

erit  functio  quaesita 

(5)     /■— Constans  =  i    M6x^  i    ' N^dx^-\-j    '^N,dx.,-\ hf  "^„Bx^. 

Demonstratio  huius  regulae  haec  est.    Abeat  /'per  (3)  in  ipsarum  .r,,  x,^■^,   ..., 
.  .  .,  .1'^  functionem 

(6)    /  =  /«, 
erit  e  (1),  (4): 

E  notatione  adhibita  patet  ponendo 
abire  /"'''  in  f'''^^\     Unde  erit  e  (7) 


i 
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ideoque  , 

J'^  Mdx+p^  N^ dx^  +p- K dx^+ . . .  +  J'j A; dx„  = 

f-f'+f'-f"+f"-f"'+-+f^"^-f(^^^)  1  f-fc-^^K 
q.  d.  e.     Ipsa  /'("+''  est  Constans  arbitraria  addenda  fmictioni  quaesitae  /'.     Quam 
functionem  per  n  +  1  Quadraturas  determinari  videmus,  qiiarum  quamque  seorsim 
exequi  licet.     Si,  quod  est  simplicissimum,   pro  limitibus  inferioribus  x'^,  xl,  etc. 
Constantes  sumuntur,  fit  e  (4): 

N.  =  M., 
siquidem  in  M,  ipsis  x,  x^,  .  .  .,  a;,_i  valores  constantes 

,,  ~0         ^  ,,0  _  ~0 

t/'  t^   )       X  .Cj  ,        .    .    .,       ic . ^    X. j 

substituuntur. 

Repetam  etiam  regulam,  quam  eadem  de  re  Cele!).  Lacroix  in  maiore 
Opere  de  Calculo  Integrali  tradidit.  Faciamus,  functiones  M,  M^.  etc.  exhiberi 
ut  aggregata  productorum,  quorum  singuli  factores  unicam  variabilem  involvunt, 
sive  haec  sit  ipsarum  M,  if, ,  etc.  genuina  forma  sive  per  evolutionem  in  series 
iis  concilietui'.  Statuamus  porro,  si  de  illa  ipsius  M  expressione  omnes  reiici- 
antur  termini  ipsam  x  involventes,  remanere  expressionem  N^,  si  de  expressione 
ipsius  ilfi  omnes  reiiciantur  termini  ipsas  x,  Xy  involventes,  remanere  expressionem 
N.,,  et  ita  porro:  erit 

Jl  Mdx + M^  dx-^  -f-  ü/,  dx,  -\ h  il/  f^,  1  = 

JMdx+JN^dx^+JK^dx^-i h/iV5.*-„, 

integralibus  ad  dextram  ita  sumtis  ut,  siquidem  simili  exhibentur  forma,  qua 
ipsas  supposuimus  il/,  il/,,  etc.  exhiberi,  ipsum  |  il/c^.r  nulluni  terminum  ab  ipsa 
X  vacuum  ac  generaliter  ipsum  JNfBxi  nullum   terminum  a   variabili  ,i',   vacuum 

implicet.     Demonstrationen!  haud  difficilem  praetermitto. 

Si  ipsas  M,  My,  etc.  secundum  positivas  ipsarum  x  —  x",  x-^  —  x°,  etc.  po- 
testates  evolvere  licet,  designantibus  a;",  a;J',  etc.  Constantes,  convenit  Ula  regula 
cum  nostra,  siquidem  in  hac  limites  inferiores  omnes  statuuutur  constantes. 

Si  formula  (1)  locura  habet,  pro  binis  i  et  k  fit 
dM  SM,. 


^^^      dx,.      -    dx. 


31* 
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Vice  versa  si  aequationes  (8)  valeant,  /ormulam  (1)  haberi  sie  patet.     Ponatur 
(9)    P  =  (Mdx, 


dx  dx  dx^  ' 

unde  expressionem  J/j -. —  variabilis  x  non  aöicit.     Hinc  posito 

m  p,=/(.v,-|^)..„ 

integrale  Pj  et  ipsiim  a  variabili  x  vaciuim  fit,  unde  fit 

V    -  dJ-,        J  V    -    •    ox.,)  dM,         oM 


ex  dx  8x 

porro  habetur  e  (10): 

;,ru       ^(P-^PO\  .fu       d(P+P,) 


0; 


I 


dx^  dx., 

unde  expressionem 

K ^ — 

.        ^  OX.-, 

non  afficiunt  variabiles  x  et  .rj.     Hinc  posito 


<")-==J>.-^^^^) 


dx„ 


integrale  K  et  ipsum  a  varialiililuis  x  et  Xj  vacuuni  fit.     Hac  ratione  pergendo. 
probatur.  posito 


Um6x  =  p,  /(j/,-^)a,  =  p,  ji^i 

(12)  ,/  ..n,    n    , 


,dx.,  =  P.„     .   .   ., 
ox„        J 


functiones  Ff,  a  variabilibus  x,  x^,  .  .  .,  ä\._,  vacuas  esse.  Invenitur  P,,,  func- 
tionem  variabilium  x^.,  x,,^^,  .  .  .,  a'„  ipsius  x,,  respectu  integi*ando,  qua  in  re  ca- 
vere  debemus,  ne  integrali  adiiciatur  quasi  Constans  arbitraria  expressio  ipsas 
X,  a'i,   .  .  .,  Xt_i    implicans.      Ipsarum    autein    x^.^!,   x^^o,   •  • -j  ^n    expressionem 


I 
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quamcunque  integi'ali  adiicere  licet,  sive  pro  limite  inferiore  integi-alis,  cui  ipsum 
Pj  aequatur,  sumere  licet  variabilium  .r^+i,  x^^o,  .  .  .,  x„  functionem  avbitrariam 
ipsas  X,  Xi,  .  .  .,  Xk  non  implicanteni. 
Erutis  P,  Pi,  ...,  I\,  fit 

(13)    f  =  p-^p^-^p^-^ KP. 

Ex  hac  enini  formula   sequitLir,  quia  l'iirictiones  Pt+i,  Pj+o,  etc.  ab   ipsa  Xg,  va- 
cuae  sunt, 

df     _    d(P+P^-\ t-P,_,)         ÖP, 

dxi_  B^^  6.Vf,  ' 

ideoque,  cum  sit  e  (12) 

fit 


Unde  fit 


(15)    ^=^- 


dx  ox         '  dx         " 


q.  d.  e.  Antecedentibus  quoque  continetur  methodus  inveniendi  functionem  f 
e  dato  ditferentiali  eius  eompleto 

(//  =  MJx+M^dx^-\ hil///.»„. 

Quae  tamen  methodus  ita  comparata  est,  ut  n-\-l  functiones  P,  P,,  ...,  P^ 
per  Quadraturas  inveniendae  aliae  i^ost  alias  indagari  debeant,  vel,  nisi  Qua- 
draturas  exequamur,  per  integralia  multifpKcia  exhibendae  sint. 

25. 
Quaeramus  Multiplicatorum  Mi,  M^,  etc.  expressiones  per  series  infinitas. 
(^)uae    obtineri  possunt    e    seriebus    infinitis,    quibus    §.  7    evolvi    Solutionen!  / 
aequationis 

dx  '  d.fj  "  öx^^ 

Expressionen!  enim  i})sius  /'  loco  citato  inventani  difterentiando  ipsarum  x^, 
X.,,  .  .  .,  x„  respectu,  habentiir  Multiplicatores 

'  ox.  -  dx.-,  "  ax 
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Sed  magis  directe  haec  res  absolvitiir  per  aequationes  difFerentiales  partla- 
les,  quibus  Multiplicatoriiin  systema  satisfacere  debet.  Inchoabo  a  Multipli- 
catore  Euleriano. 

Proposita  aequatione 

0  =  dy  —  (f(.t,yyh, 
Multiplicator  ilf,  qui  dextram  partem  differentiale  completum  df  efficiat.   satis- 
facere debet  duabus  aequationibus 


8;/  '      dx  ^      ' 


unde  fieri  debet 


^  ox  dy  ax        ^  oy  öy 

Ut  evolutio  maxima  fiat   generalitate,   eligatur  ex  arbitrio  functio  ii,  secundum 
cuius  potestates  positivas  integras  evolutio  procedat,  ita  ut  sit 

(•2)    M  =  A—A'ii+A"~—A"'^-i-  ac. 

Ad  Coefficientes  A,  A',  etc.  alios  ex  aliis  inveniendos  statuo 


porro 


,,,...,         dA<-')  Ö^W        öy, 

'  Cx         "     öy  oy 


ox  cy 


Substituta  sei-ie  (2)  pro  ^lultiplicatore  M  posita  in  aequatione  differentiali 
partiali  (1),  qua  M  detinitur,  sequitur,  Coefficientes  singularum  potestatum 
ipsius  u  nihilo  aequando: 

(.3)     Ü.A'  ==  [A],     Ü.A"  =  [A'l     Ü.Ä"  =  {Ä'\     etc. 
Quibus  formulis  e  termino  prirao  A,  ex  arbitrio  samto,   seriei  propositae  Coef- 
ficientes .4',  rl",   etc.  reliqui  omnes  determinantur.      Si  u=x  sive   11=  x  —  a, 
designante  a  quantitatem  aliquam  constantem,  fit    U=  1. 
Proposito  systemate  aequationum  ditferentialiuni 

dx^—X^dx  =  0,    dx.,—X,dx  =  0,     .  .  .,    d,-~Xjlx  =  0, 

in  quo  brevitatis  causa  posui  X=  1.  Multiplicatores  M^,  M.,,  ....  J/„  functionis 
alicuius  /'  fieri  debent  difterentialia  ^lartialia  ipsarum  x^,  Xo,  .  .  .,  x„  respectu 
sumta;  porro  posito 

(4)    M  =  —\X^2f^-hX,M.-.-\ hX,J/j, 


I 

I 
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iieri  debet  M  eiusdem  functionis  difFerentiale  respecta   ipsius  x  siimtum.     Unde 
designantibus  .r,,  x,,  binas  quascanqiie  variabiliuin  x,  x^,   .  .  .,  x^,  fieri  debet 
dM.  dK 

(5)  ^  =  a^- 

His  igitur  conditionibus  satisfacere  debent  series  infinitae,  in  quas  Multiplicatores 
evolvere  proposui,  et  vice  versa  illae,  ubi  conditionibus  (5)  satisfaciunt,  sumi 
possunt  pro  Multiplicatoribus  propositis  M^,  M^,  etc.;  vidimus  enim  §.  pr. ,  si 
aequationes  (5)  locum  habeant,  dari  integrale  expressionis  differentialis 

Mclx 4- vi/, djc^ -+- M.-j dx^-\ h il/  dn^ , 

sive  esse  hanc  expressionem  difFerentiale  completuni. 
Statuamus 

(6)     J/.  =  A-A](^-a)-{-A';  ^■'~^"^"  -A'."  ^'^^^  +  etc., 

designante  r?  Constantem.  Indici  /  valores  1,  2,  .  .  .,  n  tribuendo  e  fonnula  (6) 
proveniant  /(Multiplicatores  propositi  il/j,  M^,  ....  M„.  Per  ipsiim  4^'"'  indice 
inferiore  non  afFectum  designemus  expressionem 

(7)     A'-^  =  _{X,^';">4-X,J^"''h hX4"')j, 

erit  e  (4): 

(8)     31  =  A  —  A'(x—a)+A"  ^'''~"^'        A<n  (-^—ay    ,     _^ 
Ut  satisfaciamus  conditionibus 


1.2. .3      ' 
dM         diU  8M         dM.,  dM         dM 


1.2 

dM., 

äx     '     ■ 

d3L 

ö.i'j  dJ;      '       d.c.,  äx     '      '  "   ''       ß^^  Q^ 

sive 

dM 

substituamiis   in   (10)   formulas  (G)    et   (8)   atque   singularuni    ipsius   (x.  —  a)  po- 

testatum   Coefficientes    nihilo   aequenius.      Hac    ratione   nanciscimur    aequationes 

inter  Coefficientes  seriei'uinpropositarum  sequentes: 

dÄ-"'^        BA^"" 

(11)    4"+'>  =  -^_ ,, 

'  dx  ox. 

Haec  formula  docet,   quomodo.  inventis 

.l^"",     A^-\    .  .  .,    A["" 

atque  per  eos  deterniinato  .1^'"'^  ope  formulae  (7),  determinandi  sint  Coefficientes 
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proxime  insequentes 

Unde  omnes  evolutionum  proposltarum  Coefficientes  detenninantur  e  primis 
terminis 

A^.    A.,.    .  .  ..     J,,. 

Quicunque  sint  illi  tennini.  si  ivliqni  Coefficientes  per  Ibrniulas  (11)  ex  iis  de- 
tenninantur, series  pro  ipsis  M^,  M^,  ....  M„  provenientes  conditionibus  (9) 
satisfaciunt. 

Reliquum  est  ut  series  intinitae  propositae  satisfaciant  conditionibus 

BM        oM. 

(12)     ^-^  -  ^^  =  0, 

CJ'f.  ex. 

•in  quibus  i  et  k  binos  quoscunque  indicum  1,  2,  .  .  .,  n  designant:  nara  con- 
ditionibus, pro  quibus  alter  index  est  0  sive  deficit,  iam  satisfactum  est.  In 
formula  (11)  ponamus  k  indicis  i  loco,  habemus  duas  aequationes: 

,     ,,        ÖÄ"'^         dA''"^  ,       .  ^,,         ÖA'f         dA^'"^ 
'  öd-  CA-.       '        *  c.c  dx,. 

E  quibus  sequitui- 

/  eAl"'^      öA'f  \ 
34"+''       ö4"'-^"        ^l^^^       ä^j 


ö.r^.  dx.  dx 

Unde  facile  patet,  posito 

ÖA.           oA. 
(13)     -..-^ .-^  =  N, 

^    '      ox^  ex. 

fieri 

^     -^     ~cx'^  'dx.         ~    dx"' 

Huius  formulae  ])enetieio  e  duabus  ae'quationibus 

J/  =  ^l-^;(.r-«)+^i;'-^^Y^-^:".-^f^^+  etc. 

M^  =  A,-A[(x-a)-hA'^^^^^^-A'^'^j:^-h  etc. 


haec  sequitur: 


0.1/        53/  es  d'N     (x—ay 


DILUCIDÄTIONES  DE  AEQUATIONÜM  DIFFERENTIALIUM  VULGARIUM  SYSTEMATIS.          249 

Series   ad   dextram   secundum  theoreuia  Taylorianum  aequatur  valori  ipsius  xV 
pro  ,r  ^  (/,   uiiile.  si  fonmilae  (10)  locuni  lial)eiit,  expressionem 

dM.         8M^ 

dXf.  du;, 

rariahi/is  X  no)i  (ifficit. 

Docent  fonnulae  (15)  conditionibus  (12)  satisfieri,  si  pro  binis  quibuslibet 
/  et  k  evanescat  N  sive  secundum  (13)  primi  evolutionum  propositarum  termini 

A^,  A.-,,  .  .  .,  A^^ 
functionis  ai-bitrariae  flaut  diöerentialia  partialia  ipsarum  .f,,  x^,  .  .  .,  x„  re- 
spectu  sumta.  Quae  functio  ipsam  quoque  x  si  placet  involvere  potest. 
Quoties  igitur  termini  evolutionum  propositarum  primi  A^,  A^,  .  .  .,  A^  functionis 
arbitrariae  dilferentialia  partialia  sunt  ipsarum  .r,,  .t,,  .  .  .,  x„  respectu  sumta, 
atque  ex  iis  Coefficientes  insequentes 

A'-';'\  j^\  .  .  .,  ^w 

per   formulas  (11)  et  (7)   alii  post  alios  determinantur,   omnibus   conditionibus 
satisfactum  erit,  ut  series  infinitae  (6)  existant  Multiplicatores  propositi. 

Antecedentibus  evolutionum   propositarum   auxilio   probatum   est,   quoties 
locuvi  habeant  aequationes  (9) 

dM  BM^         ÖM  dM,  dM  8M^ 

ö^'i     ~    ö,«      '       dx^     ~     Ö.C      '      ■   ■   ■'       dx,^     ~    dx      ' 
expressiones  omnes  huiusmodi 

831         dM^ 
dx^  dx. 

variahili  x  iHicare.     Idem    sine    ullo    serierum    infinitarum   adiumento   patet  ex 
aequatione  identica 

/  dM        dM^  \  /  dM,        dM  \  (  SM        dM.  \ 

n^-^VJ      ^\-d:r-^)      ^Kd^—d^) 

(IG)      ^r ' \ 5 '- \ 4 -=   0. 

dx  dx.  dx^ 

Ut  conditionibus  (15)  satisßat   non    necesse   est  ut,    quod  antecedentibus 
supposui,    quantitates   N  identice   evanescant:    nam   cum   expressio.    quae   eva- 

nescere  debet, 

dM.         dM^ 

'd^^       dJ~ 

aequatur   valori.    quem   iV  pro  x  =  a   indult.   sui'ficit    terminos   A^.  A.,,  ....   A,^ 


IV 


.•^> 
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ita   fleterminare,  ut   quantitates  N  omnes    pro  x  =  a    evanescant  neque   diffe- 

rentialia   ipsaruin  /V,    variabilis   x  respectu   sumta,    pro  eodem  valore  x  =  a  in 

infiiiitum  aheant.  Qua  de  re  designante  £i  variabilium  .i\,  x.,,  .  .  .,  x„  functio- 

iiein  arltitrariaui.  teruiinl  initialls  .1,   valor  maxiine  generalis  forma  gaudebit 

(16)     .1,  =  |^4-P;(.,-«)4-P;'(,i— a)^+  etc., 

iibi  pro  oninibus  Coefficientibus  P/,  P-',  etc.  functiones  variabilium  .rj,  .To,  ...,x„ 
sumi  possunt  pi'orsus  arbitrariae.  Ulis  enim  ipsorum  A,  valoribus  positis,  ac 
designantibus  i  et  k  binos  quoslibet  indicum  1,  2  .  .  .,  n,  patet  fieri  pro  x  =  a 
dA.         dA, 


ex,.  OJ". 


quod  poscebatui 


26. 
Designantibus  i  et  k  binos   quoslibet   indicum   0,   1,  2,  ....  n,  haberitur 

w(w4-l)  •  1     •  T 

— ^ — -  expressiones  inuusmodi 

ax^  dx.    ' 

quas  brevitatis  causa  ponanius 

Plurimum  interest  omnimodis  perscrutari  varias  expressionum  (ik)  proprietates 
nexumque,  qui  inter  eas  intercedit.  *^>ua  de  re  hie  quamvis  alieno  loco  agam 
paucis  de  numero  aequationum  iinitaruni.  quas  inter  quantitates  (ik)  proponere 
sufficiat.  ut  concludi  possit  omnes  evanescere.  Quem  numerura  inveni  ipsum 
2// — 1   non  egredi. 

Habetur  aequatio  identica 

m      o(kO_       d(U)_       d(ik)_  _ 
^-^      dx.       ^  dx^       ^   dx^         ~ 

E  qua  sequitur  Lemma,   quofies  simid  sit 

{ih)  =  ü,     (^7)  =  0, 
ipsum  (kl)  variahiU  .r,  vacare;  quo  Lemmate  iam  §.  pr.  usus  sum.    Huius  Lemmatis 
ope  facile  sequens  probatur  Propositio: 
,Sint 

A'.     X" A« 


I 


k 
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variabiliura  x,  x-^,  ....  x^  fiinctiones  quaecunque  ea  sola  conditione  cii*- 
cumscriptae,  ut  neque  omnes  a  variabili  X;^i  vacuae  sint  nee  iiisi  Omni- 
bus a,  a',  .  .  .,  ß''^  evanescentibus  inter  eas  exlstat  aequatio  linearis 

a+a'x'.-hct"^'.'-\ !-«''' Af  =  0, 

in  qua  Coefficientes  «,  «',  .  .  .,  r/''  variabili  .r,.^j  vacant:  si  habentur  inter 
quantitates  (ik")  aequationes  2n — 1 

(01)  =  0,    (12)  =  0,    .  .  .,    («  — 1,  ?o  =  o, 

(02)  =  0,     (03)4-/;(13)  =  0,   (04)+;4(14)+/"(24)  =  0,     ... 
.  .  .     (0«)+;.;__,,(l«)+CiX2«)H \-X'Z;\n  —  2,7i)  =  Q. 

cunctae  — ^^ — -  quantitates  (ik)  evanescere  debent." 
Etenim  secundum  Lemma  propositum  sequitur  ex  aequationibus 

(02)  =  (23)  =  0,    (12)  =  (23)  =  0. 
et  (03)  et  (13)  variabili  .r,  vacare;  nullam  autem  supposui  dari  aequationeni 

a-^a'?\  =  0, 
in  qua  a  et  «'  variabili  x.,  vacant,  nisi  et  «et  «'  evanescant.   unde  ex  aequatlone 

(03)+A;(13)  =  0 
sequitur 

(03)  =  (13)  =  0. 
Simili  modo  ex  aequationibus 

(03)  =  (34)  =  0,    (13)  =  (34)  =  0,     (2.3)  =  (34)  =  0 
sequitur  secundum  Lemma  appositum.  e.xpressiones 

(04),    (14),    (24) 
variabili  x^  vacare.     Unde  ex  una  aequatione 

(04)+/:(14)+/;;(24)  =  0 
sequuntur  tres 

(04)  =  (14)  =  (24)  =  0. 
Supposuimus  enim  inter  quantitates  ?.'^  et  Z'  nullam  locum  habere  aequationem 

a-\-a'  ).[,  +  a"  l'.^  =  0. 
in  qua  omnes   et,  et',  a"  variabili   x-^  vacant,    nisi  a,  ce',  cc"    omnes    evanescant. 
Ac  prorsus  simili  via  aliae  post   alias  omnes    demonstrantur  aequationes  propo- 
sitae   (ik)  =  0.      Si    placet    exemplum,    addam    Corollarii    instar   Propositionem, 
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quoties  habeanfitr  2n  —  l  aequationes 
(Ol)  =  0, 

(12)  =  0,    (02)  =  0, 
(23)  =  0,    (03)+«,(13)  =  0, 
(34)  =  0,    (04)H-.r3(14)+^f(24)  =  0, 


(M-1,  n)  =  0,     (0,  «)+.r ,_,(1,  »)+■'■,;_, (-2,  n)-\ h.r^TfC  - -•  '0  =  0' 

cunctas  (ik)  idmitice  cvanegcere. 

De  transformatione  systematis  aeqiiatioiiuin  differentialium  vulgarium 
int  er  plures  variabiles  in  unam  aequationem  differentialem  inter 
diias  variabiles. 
27. 
Sub  finem  systeraa  aequationiim  differentialium    vulgariam  primi  ordinis 
inter   plures  variabiles  propositarum   ad   unam   aequationem   differentialem  inter 
duas    variabiles  revocemus.      Eaedem  formulae    etiam    aequationis   difFerentialis 
partialis  linearis  transformationem  memorabilem  suppeditant,  a  qua  inchoabo. 
Designetur  rursus  ut  supi-a  per  symbolum  [F]  expressio 
r„,         „  oF       „    öF  „    cF 

atque  ex   arbitrio   binae  eligantur   functiones  u  et  '%  pro    quarum   altera  v  non 
sit  identice 

[,]  =  x4^+x,  A"-+-+x  4^  =  0. 

<^)uilius  positis.  aliae  post  alias  deterniinentur  expressiones  u' ,   u" ,  u'",  etc.   etc. 
pei-  formulas 

(1)     [«]  =  H.«',     [«']  =  ['•]•«"•     [«"]  =  M-""',     •  ■  ••     etc. 
In   funct'onibas   u',  u",  etc.    successive   tbrmandis    perganius.    usque    dum    per- 
veniatur  ad  ümctionem  u^"'\  quam  per  antecedentes 
;/,     «',     u",     ....     u'"'~'' 
ipsamque   r  exprimere  licet,  ita  ut  identice  liabeatur 

(2)    (/("O  =  n(c,  u,  m',  . . .,  M("'-iJ); 

inter  quantitates  autem 

V,       11,       II ',       .    .    .,       Ji^""') 

nulla  extet  aequatio  identica. 

Sit  /' quaecunque  ipsarnm   r,   u,   »/',   ...,  m^"'~'>  functio,  erit 


DILUCIDATIONES  DE  AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIÜM  VULGARIUil  SYSTEMATIS.         253 

dx.  ^  \  8v  J  dx.  "*"V  du  )  dx.  ^\du'  )  dx.  ^  ^  \  diiO"-')  )  a». 
DifFerentialia  partialia  functionis  f  ipsarum  v,  u,  n',  .  .  .,  u'-"'~^'>  respectu 
siimta  uncis  inclusi,  quo  distinguantur  a  differentialibus  partialibus  ejusdem  func- 
tionis per  variabiles  x,  .i\,  .  .  .,  .r„  exhibitae.  Multiplicemus  formulam  ante- 
cedentein  per  X,  atque  indici  i  tributis  valoribus  0,  1,  2,  .  .  .,  «,  additionem 
instituamus,   prodit  secunduni  notationem   usurpatam: 

[/]^[.-l(-|9-M(-|^)-[..l(f.)-...-[».-.l(^W)- 


Quae 

formula 

propter  (1)  in  hanc  abit: 

(3) 

-wCO-''(fO-"(f  ■)--'■ 

qua  in  formula  est  uS'"^  secunduni  (2)  data  ipsarum  v,   u,  u',   .  .  .,  iiS"'~^>  functio. 
Pi'o  ipsa  f  si  sumimus  quantitatum  r,  u,  u',  .  .  .,  ?i'"'~'^  fimctionem,  quae 
satisfaciat  aequationi  differentiali  partiali 

eadem   functio   per   variabiles   x,  x^,  .  .  .,  .r„   exhibita   secundum  (3)    erit   solutio 
aequationis 

(5)    0  =  X^  +  X,^+...+X^. 
dx  ^   d.j'j  "   öx^ 

Cum  (',  u,  u',  .  .  .,  vS"'~'^  sint  ?n-t-l  functiones  a  se  independentes  n  +  l 
variabilium  x,  a-'i,  .  .  .,  .t„,  eveniet  tantum  pro  functionibus  m  particularibus,  ut 
inter  ipsam  v  atque  functionum  ?/,,  ?/',  etc.  numerum  minorem  quam  n  extet 
aequatio  ab  omnibus  x,  x^,  .  .  .,  x„  vacua.  In  genere  atque  pro  innumeris  func- 
tionibus n  erit  m  =  ii,  quo  casu  erunt  quantitates  a  se  independentes  v,  u, 
ii\  .  .  .,  ??/"'~'^  eodem  numei'o  atque  variabiles  x,  x^,  .  .  .,  x„  ideoque  quaelibet 
ipsarum  x,  x^,  ....  x„  functio  /'pro  ipsarum  v,  %i,  u',  .  .  .,  u^''~''>  fanctione  ha- 
ben potest.  Eo  igitur  casu  aequatio  (3)  pro  quacunque  functione  /'  valet.  Unde 
etiam  patet  innumeris  modis  aequationem  differentialem  propositam  (5)  trans- 
formari  in  aequationem  (4).  Quae  si  placet  pro  simpliciore  haberi  potest,  quippe 
in  qua  Coefiicientes ,  (piibiis  diiferentialia  partialia  multiplicantiu-,  praeter  unani 
omnes  sunt  unitas  ipsaetpic   variabiles  independentes. 
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Si  m  <C  «,  non  quaelibet  aequationis  (5)  solutio  erit  etiam  solutio  aequa- 
tionis  (4);  neque  enim  omnes  variabilium  x,  Xj,  .  .  .,  x„  functiones  exprimi  po- 
terunt  per  .r,  u,  u',  .  .  .,  m^"'~^'.  Sed  docent  antecedentia  omnes  to  aequationis 
(4)  solutiones  etiam  esse  solutiones  aequationis  (5).  Illis  m  solutionibus  una 
cum  variabilibus  x,  .r,,  .  .  .,  .t„_,„  sumtis  pro  variabilibus  independentibus,  se- 
cundum  §.  4  abit  ("))  in  hanc  aequationem: 

in  qua  illae  m  quantitates  pro  Constantibus  habendae  sunt.  Cuius  aequationis 
solutiones  n  — m  junctae  «i  solutionibus  aequationis  (4)  suppeditant  solutionem 
aequationis  (5)  generalem.  Quoties  igitür  habetur  functio  ?<,  pro  qua  fit  m<in, 
aequatio  diiferentialis  partialis  proposita  ad  alias  similes  revocari  potest  minorem 
variabilium  numerum  implicantes. 

Si  proponitur  systema  aequationum  difFerentialium  vulgarium 
(6)     ch  :  dx^ :  dx, : ...  :  d^^  =  X  :  X^:  X,: ... :  X^, 

fit 

,_^        ,  du  ,,         d'u  ,,,         d^u 

Unde  aequatio  identica  (2)  in  hanc  abit  aequationem  difTferentialem  vulgarem 
?n"  ordmis  inter  duas  variabiles  t(  et  v: 


(«)    4^ 

=  «(... 

u, 

dtl 

dv 

d'u 
dv'-'    ' 

•' 

d"' 
du 

.-1   ^ 

quam 

etiam 

■>ic  exhibere 

licet: 

•    (9) 

dv.du-.du' 

■....•.du<-'" 

-2) 

du^ 

•)  =  1 

u' 

u" 

m("'- 

Aequationum 

(9)  sint  Integi-alia 

(10) 

'h  =  ßv 

V 

i  ^ 

ß. 

,    .  .  ., 

9 

|S„,> 

designantibus  y,  etc.  ipsarum  v,  u,  u',  .  .  .,  uS'"'^^  functiones  a  Constantibus 
arbitrariis  /^i,  i%.  ....  /i,,,  vacuas.  Quae  functiones  ^i,  (f^,  ...,  (f,„  erunt  so- 
lutiones a  se  independentes  aequationis  difi'erentialis  partialis  (4)  ideoque  ex 
antecedentibus  etiam .  aequationis  (5):  unde  aequationes  (10)  ipsarum  quoque 
aequationum  düFerentialium  vulgarium  (6)  IntegTalia  sunt.  Si  m  =  n,  quod  in 
genere  atque  innumeris  modis  fit,  ea  ratione  habentur  cuncta  aequationum  (6) 
Integralia  sive  earum  integi*atio  completa;  unde  innumeris  modis,  pro  variis 
variabilium  .r,  .r,,   ....  .r„  functionibus  14  electis,  revocatur  systema  aequationum 


i 


1 
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differentialium  (G)  ad  uuicam  aequationem  difFerentialem  n"  ordinis  inter  diias 
variabiles  u  et  v.  Si  vero  eiusmodi  functio  ti  inventa  est,  pro  qua  fit  m  ■<;  n, 
aequatio  differentialis  inter  duas  variabiles  m  et  v  tantum  ad  m"""  ordinem  as- 
cendit,  sed  eo  casu  insuper  integrandae  sunt  aeqaationes  difFerentiales 

(11)     dx  :dx^:...:  (fe  _,,^  =  X  :  X,  : . . .  :  X„_,^_, 
ubi  in  dextra  parte,  aequationum  (10)  beneficio,  exprimendae  sunt  X,  X^,  etc.  per 

*•>     •■'^n     •   ■   -     ■\-„P  ßv     ß2^     ■  •'•/  ß„.- 

Aequationes  (11)  cum  et  ipsae  per  methodum  modo  traditam  ad  unam  aequa- 
tionem differentialem  (/i  —  wi)"  ordinis  inter  duas  variabiles  revocari  possint,  vi- 
demus,  si  m  <<  n,  redire  aequationes  propositas  (6)  in  duas  aequationes  diffe- 
rentiales  vulgares  inter  duas  variabiles  resp.  m"  et  ()i  —  r«)"  ordinis,  alteram 
post  alteram  integrandam. 

Remoraonti  d.    12.  Jul.   1841. 


DE  INTEGMTIONE  AEQUATIONIS  DIFFERENTIALIS 

{A+A'x  +  A'ij)(x(hj--ijih)-{B+B'x^B''y)(hj^{C-^C'x^C''y)dx  =  Ü 


C.  G.  J.  JACOBI, 

PROF.  OUD.  MATH.  REGIÜM. 


Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  2-4.  p.  1 — 4. 


DE  INTEGRATIONE  AEQÜATIONIS  DIFFERENTIÄLIS 

(A+A'x-hA  "yXa'chi~ijdj:)-{B^B\v+B"!j),hj+{C+C'x-\-C'y)dx  =  0. 


Si  Euleri  scripta  perfectissimis  inventis  redumlant.  non  minore  in  pretio 
habenda  sunt  quae  ipse  imperfecta  aliorumque  ciiris  expolienda  reliquit.  Quae 
iiobis  largam  suppeditant  materiam,  in  qua  vires  exercere  possimus.  Ita  nuper 
sumsi  mihi  aequationem  differentialem 

ydx(c+nx)  —  dy{y-\-a-\-hx-\-nxa-)  =  0, 
quam   ille    in   Inst.    Calc.   Int.    Vol.  I.   Sect.  IL  Cap.  I.  §.  433    tractavit.      Sane 
etiam  exercitatus  Analyticus  non  ita  facile  huius   aequationis  integrationem  de- 
teget.     Demonstravit  autem  Eulerus,  eam  j^er  hanc  substitutioneni 
j^  ^ y(<-'+7ix) 

y-'t-a-\-bx-^nxx 
ad  Separationen!  variabilium  perduci;  quippe  eam  evadere: 

du  dx 


u[nu-\-cc — bc-\-{b — '2c)u-\-uu\  (c-\-nx'){ci-'t-bx-\-nxx') 

Quae  adhuc  postulantur  quadraturae,  methodis  quae  in  promtu  sunt  absolvuntur, 
ipsaque  inter  x  et  u  ideoque  etiam  inter  x  et  y  aequatio  finita  prodibit. 

Aequatio  difFerentialis  Euleriana  cum  sie  etiam  repraesentari  possit: 
nx[xdy — ydx]-\-(y-^a-\-bx)dy  —  cydx  =  0, 
proposui  mihi  generaliorem,    in  qua  tres  expressiones   xchj—ydx,  dtj.  clv  multi- 
plicantnr  per  ipsarum  x  et  y  functiones  lineares  quascunque, 

{A^A'x  +  A''yXxdy-yd.i^-{D  +  B'x  +  B'\j)dy+{r^C'.v  +  C'y)dx  =  0. 
Cuius  integrationem,  methodo  ab  Euleriana  toto  coelo  diversa  erutara,  sequen- 
tibus  exponam  cum  propter  formam  memorabilem  aequationis  finitae  intei-  x  et 
y  inventae,  quae  maxime  ab  aequationis  cubicae  resolutione  pendet,  tum  jiropter 
usum  methodi,  quem  forte  in  aliis  occasionibus  facere  licet. 
Ponamus 

^    a'-\-ß'x+y'y  ^  a"+|j".g4-}'"y 

tt-^ßx+yy'     ^         tt^ßx+yy 


200 

sitqiie  br.   c. 


DE  IXTEGRATIOXE  AEQUATIOXIS  DIFFEREXTIALIS. 


a  =  ß'Y"—tr'y',      "'  =  ß"Y—i-^y",      a"  =  ßy'—ß'y, 

/)=Y'a" — /'"«',         b'^y"a  —  y«",         b"  =  yu' — y' a, 
c^a'ß" — tt" ß' ,         c'^a"ß — uß",         c"  ^  aß' — «'^. 
His  t^tatntis  inveiiitur  ditferentiando: 

nndp  =  +(e" — a"ij)Jx — (//' — <i"x)(hj, 
nndq  =  — (r'  — «'  i/)d.i--i-(b'  — a'  d-)di/, 
ulii   positiiiii   est 

n  =  a-hß.c-hy}/. 
Aequatioiies  antecedentos  si  hac  tbrma  exhibemus: 

7indp  =  -\-a"(.rd)/ — yd.i^  —  b"dy-\-c"  d.c, 
,nnhj  =  -a'  (,,,/^_  ,/,/,0  +  //  dy-c'  d.r, 

patet  aequatidiiem  aliquam  diiferentialem  iiiter  p  et  q, 

l'dp-hQdq  =  0, 
in  haue  transtbrmari: 

{a"P—a'Q){.rdy  —  iida^-(b''P—b'Q)dy  +  {c"P  —  c'Q)dx  =  0. 

Si  aequationera  antecedentem.   niiiltiplicatam  per  >i,  cum  aeqiiatione  difFerentiali 
pi'Ojiosita  comparamus,  acc-ita  (|Liantitate  /  eruimus 

7)(a"P—a'n)-\-X      =  A-hA'x-i-A"y, 

n(b"P—b'Q)  +  ?..r  =  B-{-B\i-hB"y, 


n(c"P-c'Q)-^?.. 


C'+C".i'-+-C" 


Jam  observo,  posito 

e  =  c'.(ß'y"—ß"y")^ß(y'tt"—y"a')  +  y(a'ß"—a"ß'), 

fieri 

aa'  -h  ß  !>'  +  y  c'  =0, 

««"+  ß  //'+  y  c"  =  0, 

a'a'  +  ß'b'  -H  y'r'  =  e, 

a'a"-r-  ß'b"^y'c"  =  0, 

u"a'  -+-ß"b'  -\-y"c'  =  0, 

«"ö"H-,j"/;"4-)'"c"  =  a. 

T'iide  ex  aeqnationibus  antecedentibiis  tres  aequationes  sequeiites  eruuntur: 
(  /.(a+ßx+yy) 

\  =  Ai'.   +  ßß  4-  Cy  +(  A'c(  +  B'ß  -+-  C'y  )a:-h(A"u   -+-B"ß  +C 
(  ^,nQ-hÄ(a'+ß'.v+y'y) 

[=  Au'  -hBß'  -hty  M^i'u'  -^/r ß'  -^C'y'  ).r+(A"a'  +B"ß'  +C 


(1) 
(•2) 


(3) 


snP+/.((("-\-ß".r-\-y"y) 
Bß"+ry"+(A'u"^B'ß"+C'y").r+(A"a"-{-B"ß"-{-( 


"y  )y, 
"r")y- 
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Qiiae  aequationes  ut  locum  habeant,  statuamiis 

Unde  aeqiiatio  differentialis  inter  p  et  q  eva<lit 

in  aequationniiis  (1).  (2),  (3)  autem  expressiones  ad  laevam  finnt  respective 

A(«+ji.r+)'(/),     l'(u'+ß',v+Y'i/\     l"(u"-i-ß"x-{-y"^). 
HiiK-,    sinoulis   tenninis    inter   se    coniparatis.    sequuntur   ex    aequationibns  (1). 
(2),  (3)  liaec  tria  aeqaationura  systemata: 

fO  =  (A  —  X)a  +  Bß+CY, 

(1)  0  =  A'a-h(B'-^)ß-l-("Y, 
lo  =  A"a-hB"ß-h(C"—l)Y; 
(0  =  (A  —  ?.')a'+Bß'+Cy', 

(2)  0  =  A'u'+(B'—/.')ß'+C'Y', 
[q  =  A"a'+B"ß'+(C"—X')Y'; 
(0  =  (A  —  r')a"-hBß"-tCY", 

(3)  0  =  A'a"+(B'-l")ß"-hC'Y", 
lo  =  A"a"-hB"ß"+(C"—r')Y". 

Ex  bis  aequationibns  patet,  üeri  /!,  /.',  A"  tres  radices  diversas  aeqnationis 
cnbicae 

(A—zXB'—=XC"—~)—B"C'(A—z)—CA"(B'—z)—A'B(C"—z-) 
-i-A'B"C+A"BC'  =  0. 

Hnins  aeqnationis  resolutione  determinatis  tribus  qnantitatibns  /,  Z',  /",  binae 
e  tribus  aequationibus  cuiuslibet  systematis  suppeditant  rationes,  quae  esse 
debent  inter  quantitates  a,  ß,  y,  inter  quantitates  «',  ß',  y',  inter  quantitates 
«"5  ß'\  y"-  E  ternis  autem  quantitatibus  nna  erit  arbitraria,  qnia  earum  tantura 
rationes  determinantur;  unde  ex.  gr.  ci,  cc\  a"  ex  arbitrio  suinere  licet.  Con- 
stantibus  a,  ß,  etc.  dicta  ratione  definitis,  aequatio  differentialis  proposita  in 
lianc  transformata  est: 

quae  integrata  suppeditat 

p'-"-^.(/-^'  =  Coustans, 
sive  etiam 

(a-{-ßx+Yi/y'~''"(>('+ß'-^+y'>j)'''''''(('-"-i-ß"-i--^y"ijy~''  =  Constans. 
Unde  haec  eruta  est 
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Propositio. 
„Proposita  aequatione  differentiali 
{A-^A'x-\-A"y)(a:dy—ydx)—{B^B'x-^B">j),ly^{C-^C'j:-\-C"y)dx  =  0, 
rcsolvatur  aequatio  cubica 

{A-z){B'-z){C"-z)-B''C'{A-z)~CA"{B'-z)-A'B{ry'-z) 
-j-A'B"r-^A"BC'  =  0; 
cuiiis   radices   tres   inter  se   diversae  si   appellaiitur  /,   /.',   /",   atqiie  brevi- 
tatis  causa  ponitur 

B'C"—B"C'  =  D,     C"A"—C"A'  =  D',    A'B"-A"B'  =  D", 
B'-^r"  =  E. 
erit  aequationis  differentialis  propositae  Integrale  completum: 
[D-E?.  4-  //  -^(D'^A'?.   ).r+(Z)"-+-^"/.  )(/]'•'->•' 
y[D—E/.'-h  ?.'/.'  -^(D'-hA'/.'  ).T-h(D"^A"/.'  )?]>■'->■ 
y.[D—£/."+X"?."+(D'-hAT')x+(D"-hA"?.")yy-'' 
=  Const." 
Re-xiom.  d.  26.  Martis   1842. 


DE   MOTU   PüNCTI   8INGULAßI8 


C.  G.  J.  JACOBI, 

PROF.  ORD.  MATH.  REGIOM. 


Grelle  Journal  für  die  reine  und  angewandte  Mathematik,  Bd.  24.  p.  5  —  27. 


DE  MOTU  PÜNCTI  SINGÜLARIS. 


Quo  majores  in  genere  difficultates  parit  integratio  aequationum  difFeren- 
tialium  dynamicarum ,  eo  majore  cura  ea  examinare  debemus  problemata  me- 
chanica,  in  quibus  integrationem  ad  Quadraturas  perducere  contigit.  Oircum- 
spiciendum  enim  est,  an  eadem  via  in  aliis  quoque  aut  amplificatis  problematis 
aequationes  differentiales  ad  Quadraturas  aut,  si  hoc  assequi  non  licet,  ad  infe- 
riorem certe  oi'dinem  revocari  possint.  Qua  de  re  non  ingratum  fore  confido, 
si  plura  ejusmodi  exempla,  quae  Quadraturis  absolvuntur,  hie  in  conspectum 
ponam,  quae  si  nova  non  sunt,  certe  in  tractatibus  mechanicis  aut  omnino  non 
aut  non  ea  qua  fieri  potest  generahtate  exhibentur.  Quae  exempla  omnia  casum 
tantum  simplicissimum,  motum  puneti  singularis,  spectabunt. 

§■  1- 
De  extensione  quadam  principii  viriuin  vivanim. 
Sint  X,  y,  z  Coordinatae  orthogonales  puneti,  quod  in  data  linea  vel 
superficie  curva  moveri  debet;  sint  X,  Y,  Z  vires  punctum  sollicitantes  axibus 
Ooordinatarum  parallelae,  sit  s  ai'cus  curvae,  in  qua  punctum  mov^etur,  ?'  puneti 
velocitas  ejusque  massa  =  1.  Quoties  fit  Xdx  +  Ydy-i-Zd:  difFerentiale  coni- 
pletum,  notum  est  haberi  Integrale 

(1)     ^v  =  j[Xd.v-{-Ydy-hZJz]  +  Cijmt. 

Quod  dicitur  prineipium  conservationis  virium  vivarum,  quia,  data  puneti  posi- 
tione  et  velocitate  initiali,  ad  aliam  quameunque  positionem  determinatam  jtunctum 
eadem  perveniet  velocitate,  quaecunque  sit  linea  vel  superficies  curva,  super  qua 
in  transitu  ab  altera  ad  alteram  positionem  moveri  debet.  Quippe  in  aequa- 
tione  (1)  nulluni  ejus  lineae  aut  superfieiei  vestigium  remanet.  Quae  sane  con- 
servatio  in  maehinarum  theoria  magnas  partes  agit,  sed  in  aequationibus  difFe- 
rentialibus  dynamicis  integrandis  prineipium  illud  hane  ob  rem  in  pretio  habere 
solemus,  quod  suppeditat  unum  aliquod  Integrale.  Quoties  vero  solum  Integrale 
IV.  34 
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inventiim  ciiras.  non  opus  est  ut  expressio  Xdx-\-Ydy-\-Zdz  per  se  sit  diffe- 
rentiale  completiira,  sed  eadeni  valet  aequatio  (1),  si  illa  expressio  fiat  differen- 
tiale  completuiii  advocatis,  quae  intei*  Coordinatas  x,  y,  z  locum  habent,  aequa- 
tionibus.  Qua  de  re  si  punctum  in  data  linea  movetur  ideoque  tres  ejus 
Coordinatae  per  unam  quantitatem  exprimi  possunt,  semper  erit  expressio 
Xdx-\-Ydy  -\-  Zdz  difFerentiale  completum,  dummodo  X,  Y,  Z  solarum  x,  y,  z 
functiones  sunt.  Si  tres  Coordinatas  per  quantitatem  aliquam  q  exprimimus,  fit 
Xdx^Ydy^Zdz  =  Qdq, 
ds  =  cdt  =  yd^d^dydy-hdzdz  =  Vdq, 
designantibus  Q  et  V  solius  q  functiones.  Ünde  e  (1)  relatio  inter  puncti  po- 
sitionem  in  data  linea  ipsumque  tempus  invenitur  formula 

designantibus   a   et   /i  Constantes   arbitrarias.      Ita    prodit   pulchra   licet   elemen- 
taris  propositio.  quae  in  tractatibus  mechanlcis  deficere  videtur. 

Propositio  I. 
> Punctum,  quod  in  data  linea  moveri  debet,  sollicitetur  vii-ibus,  quae 
solarum  puncti  Coordinatarum  sunt  functiones  quaecunque,  definitur  motus 
puncti  solis  Quadraturis." 

Observo,  si  t  designat  vim  tangentialem,  qua  punctum  sollicitatur,  fieri 
Qdq  =  Xdx+Ydy+Zd:  =  rds. 
Vii-es  autem  curvae  normales  cum  omnes  destruantur,  supponere  licet  unicam 
T  agere;  unde  secundum  definitiones  mechanicas  erit  rdt  velocitatis  v  incre- 
mentum  per  tempus  (//,  sive  rdt^dv.  Hinc,  cum  sit  vdt=ds,  sequitur 
rds  =  vdv,  ideoque 

^vv  =  jrds  =  I  Qdq. 

Quae    est  formulae  (1)  demonstratio    geometrica.      Inventa    v    eruitur  temporis 

valor  ope  formulae  i  ^  j  —^  • 

Casu  generaliori,  quem  antecedentibus  tractavi,  velocitas  vel  vis  viva  in 
genere  non  conservatur,  hoc  est  alia  fit  pro  alia  linea,  in  qua  fieri  debet  puncti 
transitus  a  positione  initiali  ad  positionem  finalem.  Sed  ad  integrationis  suc- 
cessum  haec  conservatio  non  facit.     Ut  per  formulam  (1)  velocitas   determinari 


DE  MOTU  PUNCTI  SINGULARIS.  267 

possit  ipsa  puncti  in  data  linea  positione,  non  opus  est,  quod  illa  poscit  con- 
servatio,  ut  vires  sollicitantes  versus  puncta  iixa  dirigantur  vel  directionem  pa- 
rallelam  et  intensitatem  constantem  liabeant. 

Ponamus  jam  non  ipsum  puncti  traniitem  datum  esse,  sed  tantum 
superficiem,  in  qua  moveri  cogatur.  Sit  f(x,  y,  z)  ^  Q  aequatio  super- 
ficiei:    expressioni    Xdx-\-Ydy-{-Z(h   addere    licet    expressionem    evanescentem 

lu.\-~dx-\--~-dy-\--~dz\,    designante    ,«    factorem    arbitrarium.       Ut    autem 

expressio 

diflferentiale  completum  fiat,  habeantur  necesse  est  tres  aequationes  conditionales: 

d^_^Z_  du  Bf  8(1  Sf  ^Q 

dz           dy  dz  dy  dy  öz              ' 

dZ__dX_  dfi  df  d/ii  ^f  _  Q 

da;           dz  dx  dz  dz  dx              ' 

dX___dY^  df.1  df  d/it  _    df  _  Q 

dy           dx  dy  dx  dx  dy 

E  quibus  aequationibus  sequitar  multiplieando  per  -^ ,    -J— ,   -^  et  addendo : 


^^■>      dx\dz  dy    )^  dy  V 

Unde  haec  fluit  Propositio: 


dX\       df  ( dX        dY- 

dz    )~^  dz   \  dy  dx  . 


Propositio  II. 
„Punctum,  quod  moveri  debet  in  superficie,  cujus  aequatio  f(x,  y,  :)  =  0, 
secundum    directiones    axium   Coordinatarum  viribus   sollicitetur    X,   Y,  Z, 
quae   solarum    puncti  Coordinatarum    functiones   sint;    quoties  locum  habet 
aequatio 

öf  (dY öz_\._K(öz yA_\^lL(l^^lL\  -  o 

dx  \  dz  dy  }        dy\  dx  dz    J^  czXdy  dx  ^  —  "' 

obtinebitur  Integrale 

^(■c  =  jlxdx-\-YJy-i-Zd:)-hCm\st., 

ubi  expressio  sub  signo  /  per  solam  superliclei  aequationem  integrabilis  lit." 
Aequationem  conditionalem  (3)  non  tantum  posci,  sed  etiam  sui'ticere.  ut 
Xdx-i-Ydy-hZdz   per  superticiei    aequationem   differeatiale   completum    existat. 
sie  demonstrari  potest. 

34* 
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Adhibeanius  aequationum  dynamicarum  fonnam  ei  siinilem,  quam  111. 
Hamilton  proposuit.  Quem  ad  finem  determinetur  puncti  positio  in  data  supei"- 
ficie  duabus  quantitatibus  ^i  et  q^  sitque,  expressis  x,  y,  z  per  ^i  et  5.,» 

Deinde  expressa  \i-v  =  T  per   quantitates  ^j  et  q»    eai-umque    quotientes   difFe- 

rentiales  q[  et  ql,,  fiat 

_  BT  _   BT 

P^  -    dq[    '     P^-    dq;- 

Denique  expressa  T  per  quatuor  quantitates  ^1,  q^,  Pi,  p.>,  atque  harum  re- 
spectu  facta  ipsius  T  differentiatione  partiali,  erunt  aequationes  differentiales, 
quibus  puncti  motus  determinatur: 


(4) 

dt 

dg. 

= 

ÖT 
dT 

dt 
dp. 

-  =  - 

ÖT 
BT 

dt 

^ 

dp,  ' 

dt 

'^"" 

dq. 

Ex 

aequationibus  (4)  sec 

uitur 

\d.  V  i 

^l'h  + 

dl 

Bq 

-'%+ 

ST 

dl\ 

'/^.+ 

BT 

dp. 

dp,==  Q^dq^+Q,dq.^. 
Cujus  aequationis  pars  dextra  ut  integrabilis  sit,  poscitur  et  sufficit  fieri 

dq,  Bq^ 

Cum  sit 

Q,  =  X-^  +  Y^  +  z4^^     Q.  =  X-^  +  y4L+Z^, 

1  oq^  Bq^  öq^  -  Bq,^  öq,^  Bq.^ 

aequatio  conditionalis  antecedens  post  faciles  reductiones  in  hanc  mutatur: 

B,i     _62 3^     By  \(  3Y  BZ\ 

dq,  '  dq.^         Bq^  '  Bq,  )\  dz  By  ) 

8z       B.V          Bx       8z   \(  BZ  dX\ 
hp.  )  \  da: 


{ 


i 


(5) 


dq,      dq^         Bq^       Bq,,  J  \  Bx  8z   ) 

Bx       By  dy       Bx  \f  8X         3Y\ 

q,)\dy  Bx  ) 


\  Bq^       Bq.^  Bq^       B 

Differentiando  aequationem  /'=  0.  fit 

Bx       Bq^  dy       Bq^         dz        Bq^  ' 

_    df       Bx     ^     Bf       By     ^     Bf       Bz    . 

Bx       dq.-,         By        Bq.,         Bz        Bq.,  ' 


I 
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unde  sequitur 

f  dy       dz  dz        dy  \f  dz       dx  dx       ^-  \.(  ^^        ^U  ^U       ^■^  \ 

Bx  '  dy  '  dz 
Quibus    substitutis    in    (5)     prodit    aequatio     conditionali   (3)    siipra    proposita. 

Quae  igitur  si  locum  habet,  fit  -^— ^=-^-^,   ideoque  Q^dq-^-\-Q.,dq.,   integrabile, 

unde  ex  aequatione  supra  tradita 

obtinetur  integrando  aequatio,  qua  velocitas  puncti  per  quantitates  ^i  et  q^,  ex- 
primitur: 

(6)     T=  ^vv  ^  j(Q^dq^-hQ,dq^)+Comt. 

Quae  cum  Propositione  antecedente  quadrat. 

Ut  principium  conservationis  viriuni  vivarum  locum  habeat  non  advo- 
cata  superficiei  aequatione,  fieri  debet  Xdx -\- Y dy -\- Z dz  integrabile,  quod  re- 
quii'it  aequationes  tres: 

dy^__dZ^_Q      _^__^_0       ^^        ^^  =0 

dz  dy  '       dx  dz  '       dy  dx 

Sed  ad  solum  inveniendum  Integi-ale  (6)  videmus  sufficere  aequationem  unicam  (3). 


Formulae  novae  pro  motu  puucti  super  data  superficie. 
Foi'mulae   difFerentiales  dynamicae  Hamiltoniarum  similes,    quas  ante- 
cedentibus  tradidi,    sie  demonstrari  possunt.      Ope  aequationis  superficiei  Coor- 
dinatas  x,  y,  z  per  duas  variabiles  q^  et  g,  exprimendo  fit 

dx  dx       ,        dx       , 

dt  äq^    ■'i^   dq^  -'2' 

dz  dz       ,         dz       , 

Harum  tbrmularum  ope  expressis  x'.  y',  z'    atque  T  =  \(x'x'-\-y'y' -\-z' z'')   per 
?i)  <72)  ^i',  q'i,  dift'erentialia  illarum   quuntitatum  partialia,  Ipsarum  </,,  g.,»  9i<  ?2 


(1) 
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respectu  sumta,  iincis  inckidam,  ita  ut  liat 

Y^^-'^         ß^         (  dx'  \  _    ex 

V  dq[  J  ~    dq^  '      V  5</.;  /  ~    dq^ 

V  dq[  J 


(^) 


Unde 


Fit  porro  e  (1) 


(3) 


|(^; 
m 


-' 

\dq 

d- 

_    oy 

dz 

V  0(j 

ih 

dz 

a'  - 

dx 

+y' 

-^' 

x' 

dx 
dq. 

+y' 

dy 

-■^• 

'4- 

d 

X 

^^ 

äq^  dq^ 

d'x 


dq. 


linde,  similibüs  formulis  ad  y  ^\.  z  valentibus,  erit 

J^  dy_ 


(4) 


m 


(dT 

\  dq. 


f'?! 


dt 
dx 
dq. 


+y 


dq, 


dq. 


dt 


■+y 


dq. 


sive  e  (3): 


(5) 


dT 

dq,- 

dT 
dq,  . 


dx  dx'  dy       dy'  dz  dz' 

dq^  '    dt  ~   dq^  '  ~dt  ~dq^  rf«~ ' 

dx  dx'  dy       dy'  dz  dz' 

dq,  dt  dq.,       dt  dq.,  dt 


Fit  T  ipsaram   q[  et  q',   respectu  fiinctio  homogenea  secundi  ordinis,    unde  se- 
cundum  propositionem  notam 


dq[. 


dT' 

dq: . 


i\qi+}',q 


:.  =  '2T, 


ideoque   T  =^  p,q[-\-p-,q',  —  T.     Qua  formula  variata  et  rejectis  terminis  se  mutuo 


I 
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destruentibus  obtinetur, 

dT  =  ,[äp^  +  ,'M-[^)äq,-[^)dq,. 

Expressa  igitur  T  per  quatuor  quantitates  q^,  q2,  Pi,  Pa  si  in  denotandis  diffe- 

rentialibus  partialibas,  ipsarum  q.^,  q^,  2h>  P2  respectu  sumtis,  uncos  rejicimus,  fit 

f  ^T  ^        dq^  dT  _        dq^ 


(6) 


öp,         ^'  dt     '        dp,         -'ä         ^n 

dT  (  dT\  dT  (  dT\ 


Ex  bis  forinuHs  advocando  (5)  sequitur: 

[  dq^  dT  dp^  BT         dx       dx'  dy       dy'  dz        dz' 


(7) 


dt  öpj  '         dt  dq^'^~dq^       dT'^'dq^  '    dtr~^~3q^       df 

dq^  BT  dp,  dT         Bx       dx'  dy       dy'  dz        dz' 

dt  dp^  '        dt  8q,         dq,_       dt  dq,       dt  Bq^       dt 


Aequationes  differentiales,  quae  traduntur  pro  motu  piincti  super  data  super- 
ficie,  cujus  aequatio  f=0,  sunt  sequentes: 

(8)    -^  =  X  +  A^,      4^=7+A^,      ^  =  Z+Ä^, 
dt  dx  dt  By  dt  Bz 

designantibus  X,  Y,  Z  vires  punctum  sollicitantes,  axibus  Coordinatarum  x,  y,  z 
parallelas.  Substituendo  ipsarum  x,  1/,  z  expressiones  per  q^  et  q^_  exhibitas, 
cum  identice  evanescere  debeat  /",    erit  differentiando   ipsarum  q^  et  q^  respectu 

df       dx     ^     df       Sy     ^     Bf       dz     ^^ 
Bx       Bq^  dy       dq^  dz       Bq^  ' 

df       dx     ^     df      dy      ^     Bf       dz     ^  Q. 
dx       dq,  dy        dq,  dz        dq,  ' 

unde,  si  brevitatis  causa  ponitur 


dq^               öq^              dq^ 

=   Qn 

X  f   +7?^   +zf 
dq,              dq.^              dq. 

=   Q„ 

ex  aequationibus  (8)  sequitur 

Bx       dx'     ^     dy       dy'     ^     dz 
Bq^       dt           Bq^       dt      '     Bq^ 

dz' 
dt 

dx       dx'          dy       dy'          dz 
Bq,       dt           Bq,       dt           dq.^ 

dz' 
dt      ~ 
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Quibiis   Ibnmilis  in  aeqiiationlbus  (7)  sul)stitutis  provenit 

dt      ~    dp,   '         dt      ~~  dq,   '^^'• 

dq,  dT  dp.,  8T 

Quae  sunt  novae  fonnulae  siipra  traditae. 

§•  3. 

Determinatio  orbitae  puncti  super  data  superficie  moti  si  revocata  est  ad  aequatiouem 

differentialem  priini  ordiuis  inter  duas  variabiles,  ejus  integratio  solis  perficitur  Quadi-aturis. 

Motus  puncti  in  data  superficie,  si  quidem  vii-ium  sollicitantium  expi-es- 
siones  non  ipsam  tenipus  explicite  involvunt,  secundum  antecedentia  pendet  ab 
integTatione  triam  aecjuationum  differentialium  primi  ordinis  inter  quatuor  quan- 
titates  q,.  q.,.  p,.  p.r. 

/.s     ,       ,       ,        7  dT      BT     l      BT       ,,]    [      ÖT       ^1 

Qua  integratione  transacta  una  Quaclratura  dabit  relationem  inter  positionem 
puncti    et  tempus.      Etenim  illa   integratione  facta    exprimi  possunt    q.2,  p,,  p^ 

ideoque  etiam  quantitas  -^ —  per  q,:  qua  substituta  expressione  fit 

t-[-^. 
^-J     dT 

At  quoties  vires  punctum  secundum  Coordiuatarum  directiones  sollicitantes  X, 
¥,  Z  solarum  Coordinatarum  functiones  sunt,  quo  casu  etiam  Q,  et  Q,  solarum 
5i  et  ^2  functiones  erunt,  non  tantum  temporis  expressio  sola  Quadratura  in- 
venitur,  sed  etiam  e  duobus  Integi-alibus  aequationum  (1)  ultimum  secimdum  re- 
gulam  generalem  semper  per  solas  Quadraturas  constabit.  In  alia  enim  Com- 
mentatione  demonstro  Propositionem  generalem  sequentem.  quae  pro  novo  prin- 
cipio  mechanico  haberi  potest: 

„Proponatur  motus  systematis  punctorum  materialium  quibuscunque  con- 
ditionibus  subjecti,  sintque  \-ires,  puncta  secundum  directiones  Coordina- 
tarum sollicitantes,  solarum  Coordinatarum  functiones:  si  determinatio  or- 
bitarum  punctorum  materialium  revocata  est  ad  integrationem  unius  aequa- 
tionis    differentialis    primi    ordinis    inter   duas    variabiles,    ejus    aequationis 
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secuiiduin    regulain    generaleni    inveniri  potest   Multiplikator,    (jui   eam    per 

solas  Quadraturas  reddat  integrabilem." 

Hoc  loco  Propositionem  generalem  uiotui  puiicti  singularis  super  data 
superficie  applicabo  et  regulam  indagandi  Multiplicatorein  pro  casu  illo  simplici 
seorsuin  demonstrabo.  Qua  demonstratione  simul  elueebit  usus  formularum  diffe- 
rentialium  dynamiearum  antecedentibu.s  exhibitarum. 

Propositio. 
^Propositis    aequationibus    tribus     differentialibus    jjrimi     ordinis    inter 
quatuor  quantitates  (/,.   q.j.  j)^.  p.ji 

in  quibus  Q,  et  Qs  sint  solarum  q^  et  q.,  functiones,  inventa  sint  duo  Inte- 
gralia    duabus    Constantibus    arbitrai-iis   c.    et   ß   affecta   eorumque    ope   ex- 

hibeantur  jj,, />2,  ^r — .   -tt —   per  quantitates   ^i,   q.,   atque   Constantes    arbi- 

trarias  «  et  ß:  quo  facto  integranda  restat  aequatio  differentialis  prinii  or- 
dinis inter  duas  quantitates  ^i  et  q./. 

J^j    _lL,i,     =  0 
dp.,     -''        o/)|      '- 

<jua    orbita    puneti    super   data    superficie    deterniinatur:    cujus    aequationis 
parteni   laevani   dico  nuiltiplicatani   per  factorein 

du        c/,i  dß        da 

dirt'erentiale  conipletuui  sive  solis  Quadraturis  integrabilem  evadere." 


Deinonstratio. 
Functionuni.   (piae  duplici   niodcj.   et  per  </,.   q...   «,  /)'  et  per  </,,   q.^,  p^,  p., 
cxhibentur.   dilVeivntialia  [lartialia,   liaruni  res|)ectu   quantitatuui  sumta.   sine  luicis 
<lenotabo.   illarum   respectu   suuita   uncis  includani.      His  positis  si  br.  c.   vocatur 
;/  factor 

öpj      Bp.^         dp.,      c'p, 
da        dß  aa        dß  ' 

IV.  35 
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proi)i)siitiiin  (k-moustnituiu  est.   iilii   iiniliata   erit   aequati 
T  \       /  ,      dr 


(^)-te)-°- 


Fit 

dp,  dp,  ö»,  dp,, 

Unde   ipsaiMiin   />,   et  /).,   expressiones,    per  7,.   </._,   et  Constaiites  arbitrarias   u   et 
ß  exliil>itas,   in  aequationilms  cliliereiitialil)us  })ropositis  sabstituendo  tit: 

(        dT       _  a/),      dT        dp,      8T 


(■2) 


cq,    ^  ^1  c;</,    ■    dp,      '      .9</,        a/),    ' 

är        _  dp,,      dT         dp,      dJ 

'dq^  '-    ~      r;j^    '     dp,  Cq.,    '    dp,,    ' 


Erit  autem  seciindiim  notatioiiis  luodum   usiirpatum: 

r  dT\         dT  dT     dp,  dT  dp., 

\  dq,  J   ~'     dq,  cp,       cq,  dp.,  dq, 

(dT\           dT  dT      dp,  dT  dp., 

\  dq,,  )            cq.,  dp,       dq.^  cp.,  dq.^ 

Hinc  iiivenitur  e  (2): 

V  ciq,  J  '        L  Oq.,  oq,  J  dp., 

[  V  oq.,  J  -       L  cq,^  cq,  J  cp. 


(3) 


Porro  fit 


unde 


dT\  dT     dp,         dT     dp.-, 

o(£   J  dp,       du  dp.,      da 


dp.,tdT\        dp.,rdT\  dp,      dp.,      dT        dp,      dp,      dT        dp., 

dq,  \  du  J         du    \  dq,  J  du       dq,       dp,  du       dq„       dp.,  da       '" 

Prorsus  eadein  uiethodo   vel  etiam  sola  indiouin  1   et  2   perimitatione  obtinetur: 

g/'l    (  ^y\  ^/'l    f  ^^  \  ^i'-^    .     ^^'.    ,     ^^      I       ^l'^        ^i'^        "'^  ^P^    Q  . 

cq.,  \  du   )         du    V  cq.,  )  du        dq.,       dp.,  du       dq,       dp,  du       ■' 

Alterain  tbrniulam  de  altero  detrahendo  obtinemns 
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8p,.  (  ST\        dp.,  r  dT^ 
dq^   \  da   )         da    \  dq^  , 

Eadem  methodo  invenitiir 
öl\(QT\  dp.,  r  dT 
^d^  \~df)  ~~  ~dß~  ^~^' 

Sup[)onimus  vires  soUicitaiites  Ä',  Y,  Z  esse  solariim  ;i',  y,  z  functiones,  iinde 
quantitates  Q,  et  Q,  solis  ^i  et  5,  afficiuntur  ideoque  cum  ab  ipsis  jj,  et  p.,  tum 
a  Constantibus  arbitrariis  tc  et  ß  vacuae  sunt.  Hinc  duarum  aequationum  ante- 
cedentium  diiFerentiando  priorem  ipsius  ß  respectu,  posteriorem  ipsius  a  re- 
spectu  et  detrahendo  prorsus  evanescit  pars  dextra  in  Q^  et  Qo  multiplicata. 
Pars  laeva  autem  evadit  reiectis  terminis  se  rautuo  destruentibus: 


"Ua  j   '     da    \dq.J 

da       - 

dp. 
da^ 

°1\ 

jdT.dp^rdT. 
\  dß    )    '      dß     \  dq^  ) 

dp.    . 
dß   ^-' 

dß  ^ 

d"-iK,     fdTx        dp.^  /  d-^T    X         d%      /ÖTx 

,     ^P.[S^T    . 

dßc'q^  V  da   J         oa    [  dßdq^  )        dßdq.,    \  da  )    '     da    \  dßdq.,  J 

d'%     rdTx        dp.^^  d-^T    X        ^>,      rdTx 

Sl\  (  o-T    \ 

dadq^    \  dß   )    ^     dß    \  dadq^  )         dadq.,    \  dß   J 
—  0 

dß    \  dadq.,  ) 

Quam  aequationem  sie  repraesentare  licet: 

,,^    {    "^l  cß    \  da  )        da    \  dß   )\    ]      {    ^[äß    (  da  ) 

da    \  dß   )}    1 

^^^     V                               %,                              /        V                               cq 

/ 

At  ex  aequutionibus 

1^57'-^          dT      dp^         dT      dp.,         f^Tx^          dT 
\  da  )           ö/i,       da          dp.,       da    '       \  dß  J           cp^ 

dj}^         dT      dp., 
dß      '     dp.,      dß 

sequitur  substituendo  ipsius  n  valorem  supra  positum: 

ö/.    /dTx        dp.^^dTx            dT          dp,/dT\        cp^ 
dß    \  da    )         da    V  dß    )        "    dp^   '         dß     \  da   J         da 

(dTx                dT 

<thiibus  substitutis  aequatio  (2)  hanc  induit  formam : 


/   „       dT  ^       /    „       dT  \ 


quae  est  Ibrmula  demonstratu  proposita. 

Antecedentibus  iustam   quidem  esse  Propositionem   traditam    rite  demon- 
■stratur.   neque   vei'o    aperitur  fons   genninus.    e  (juo    ipsa  Propositio    bausta   est. 
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Qui])[n'  (|ii;n'  eiiiaiiat  e  nova  tlu'oi-'ia  Miiltiiilicatoris  sy-teiuati  at'(jiiatii)iuini  dittV'- 
rentialiuin  \'uliiariiiin  simiiltaiieaniin  a]i|ilicaii(li.  (|nain  in  alia  Coniiiientatictnc 
expono. 

§.4. 

Motus  puncti  iu  superficie  revolutioue  genita,  valente  principio  conservationis  areae,  revocatiir 
ad  aliiuii,  qui  super  curva  meridiana  fieri  debet  ideoque  definitur  sdlis  Quadratiiris. 

Motuni  puncti  in  snperficie  flata,  si  duo  innotescant  Inteü'ralia  aequa- 
tionuni  differentialliim  dynamicai-iini.  vidiniiis  solis  Quadrataris  definiri.  Quoties 
autem  valet  prineipium  mechanicinn.  (juod  principium  conservationis  areae  dicitur. 
usu  venit  iit  jam  per  unum  Inti'iirale  ali  isto  principio  suppeditatiim  problema 
ad  solas  Qiiadi-aturas  revocetiir.  Fit  cniui  iit  motus  jiropositus  rcvocari  possit 
ad  alium  super  ciirvn  ineriiliana.  undL-  cum  motus  super  data  curva  <^»uadraturis 
absolvatur.  sicuti  §.  1  vidimus.  etiam  motus  propositus  Quadraturis  detiniri  poterit. 
Ut  autem  valeat  priiicipiiuu  consiTvationis  areae.  superficies,  super  qua  punctum 
movetur,  esse  debet  revolutioue  üenita.  porro  vis  sollicitans  in  ipso  piano  meri- 
diani  dirigatur  necesse  est  et  a  sola  puncti  pi)sitione  in  meridiano  pendeat  neque 
ullo  modo  ab  angulo,  quem  tbrniat  planum  meridiani  cum  piano  fixo  per  axem 
ducto.  Vim  autem  soUicitantem  necjue  a  tempore  neque  a  velocitate  pendere. 
in  hac  Connnentatione,  nisi  contrarium  diserte  asseritur,  vel  tacite  intelligo.  Si 
igitur  X  est  recta  axi  parallela  e  puncto  moto  demissa  ad  planum  fixum  axi 
perpendiculare,  y  recta  e  puncto  moto  ad  axem  perpendicularitei-  ducta.  dis- 
ponere  licebit  vim  soUicitantem  in  diias  alias  ipsis  .x  et  //  parallelas.  quarum 
simul  intensitates  solarum  x  et  ij  esse  debent  functiones.  Jam  ipsimi  computum 
adstruam. 

Sint  .(■,  V,  ^  Coordinatae  puncti  orthogonales,  sitque  axis  Coordinatarum 
.(•  idem  atque  axis  superficiei  revolutione  genitae.  Discerpatur  vis  sollicitans  in 
duas,  alteram  axi  parallelam  A',  alteram  axi  normalem  J':  sit  porro,  Yw-h^S^yy 
atque 

(1)   /(■'•,  .v)  =  /(-^,l/^'TTc)  =  o 

aequatio  meridiani.  Cum  vim  soUicitantem  supponaraus  in  ipso  piano  meridiani 
directam  esse,  ipsa  Y  disponi  potest   iu  duas  vires  Coordinatis   v  et  lT  parallelas 

,   - —     Quibus  positis.  secundum  praecepta  nota  accito  factore  /  liabentiu* 

aequationes   differentiales   dynamicae,  (piae  integrandae  sunt,  sequentes: 
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(2) 


cfv 
df' 

de- 


X 


df 


y+A- 


Sy 


t)  V  ;  // 


,2v  ,i 

Ex  aequationibus  (2)  sequitur  v  -~ -^"7^^  =  ^j   unde  üt  iiitegrando 


(3) 


(lesigiiante    ci  Constantem    arbitrariain.      Qiiod   est   Integrale    suppeditatiiin  prin- 
cipio  consei'vationis  areae,  ad  planum  Coordinatarnni   r  et  l^  relato. 
Advoceinus  iani  aequationem  identicam 


d-]/t 


d'v 


df" 


(     dZ       .  dv  V 


df' 


E  qua  aequatione  substituendo  (2)  et  (3)  eruitur 

dt-  dxj  if 

Cum  supponamus  vim  sollicitantem  pendere  a  sola  positione  puneti  in  meridiano 
neque  ab  angulo,  quem  format  planum  meridiani  cum  piano  fixo  per  axem 
superficiei  ducto,  erunt  A'  et  Y  solarum  x  et  y  functiones.  Unde  aoquationes  (2) 
redeunt  in  has  iuter  quantitates  x  et  y,  inter  qnas  praeterea  locum  habet  aequatio 
/(.r,2/)  =  0: 


(4) 


y'        öy 


df'  ^  ^  dx  '  df 
Hae  autem  aequationes  ipsae  sunt  aequationes  difFerentiales  dynamicae  pro  motu 
puneti  in  eurva,  cujus  aequatio  est  f(x,y)^0,  si  quidem  vires  sollicitantes, 
Coordinatis  x  et  y  parallelae.  sunt  A'  et  Y-i ^-     Unde  Propositio  haec  habetur: 


Propositio  I. 
„Punctum,  quod  in  data  superficie  revolutione  genita  nioveri  debet,  vi 
sollicitetur  in  piano  meridiani  directa  et  a  sola  positi(Mie  puneti  in  ipso 
meridiano  pendente:  revocari  potest  motus  propositus  ad  motum  puneti  in 
curva  meridiana,  accedente  ad  vim  sollicitantem  alia,  quae  axi  perpendicu- 
laris  et  cubo  distantiae   puneti  ab  axe  inverse  proportionalis  est." 
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Seqiiitiir  o  (4) 

linde  si  aequationis  meridiani  ojie  expriiuiums  .r,  X    J'  per  iinicain  y  atqne  de- 
signamus  per  lo  velocitatem  ptincti  in   nieridiano.   intecrando  habetur: 

unde.  desiii'nante  o  clenientiuu  c-urN'ac  nieridianae: 


1)-]'^ 


PouL-ndo   «'^7/cos(/'.  y  =  2/sin)/',  tit   vd'Z — 'Ich'  =  yydif.   unde  e  (3)  sequitur 
düj  =  -  -  =    '"^^ 


quod  supjK'ditat  anguli   i/'  exiiressiont 


(G)     V" 


UM^^ 


uu 


W(^-:^+'')*-^]' 


dx 

W      '  "      yy  - 

Mutuni  proposituui  coniponi  videnius  e  motu  puncti  in  nieridiano  et  motu 
rotatorio  plani  meridiani  circa  axem  superticiei.  Data  aequatione  meridiani  per 
unam  y  (distantiam  puncti  ab  axe)  determinatur  Coordinata  x  ideoque  positio 
puncti  in  meridiano;  deinde  solis  (^uadraturis  obtinetur  et  angulus  \\)  quem 
planum  meridiani  format  cum  piano  fixo,  per  axeui  superficiei  ducto,  et  tempus  t. 
Si  velocitas  initialis  in  piano  meridiani  dirigitur.  tit  «  =  0.  y/ =  0,  ideoque 
nuUus  plane  datur  plani  meridiani  motus  rotatorius  sive,  quod  idem  est.  punctum 
in  eodem  semper  meridiano  movetur. 

Formulis  antecedentibus  etiam  uti  licet,  si  superficies  jiroprio  motu  uni- 
formi  circa  axem  rotatur.  Quippe  vi  sollicitanti  accedit  eo  casu  vis  centrifuga 
axi  normalis,  unde  ipsi  J'  addenda  est  quantitas  cy,  designante  c  Constantem, 
ideoque  in  ipsorum  ^  ,et  \\)  expressionibus  quantitati  sub  i-adicali  quadratico  ad- 
dendus  est  tei'uiinus  \cyy. 

Si  solidum,  in  cujus  superticie  punctum  movetur,  massa  constat  homogenea, 
vi  attraetiva  seu  Neutoniana  seu  alia  quacunque  praedita,  vis,  qua  punctum 
sollicitatur,  aperte  in   [tlano  meridiani  dirigitur.  ejusque  et  directio  in   piano  illo 
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et  inteiiisitiis  a  sola  piincti  positione  in  curva  nieridiana  peiulet.  Idem  evenit, 
si  solidmn  iion  est  homogeneum,  sed  ejusdem  plani  meridiani  puncta  divei"sa 
gaudent  densitatc  quacunqiie,  omnia  autem  plana  meridiana  eadem  ratione  con- 
stituta  sunt,  ita  u,t,  designante  y  distantiani  elementi  massae  ab  axe,  x  distantiam 
ejus  a  piano  fixe  ad  axem  perpendiculari,  densitas  elementi  solarum  x  et  y  functio 
sit.  <^'iia  de  re  lii  casus  ad  niotuni  antec-edentibus  consideratuni  pertinent  sive 
haee  lialx'tur  Propositio: 

Propositio  IL 
„Si  punctum  moveri  debet  in  superficie  solidi  revolutione  geniti,  cujus 
massa  vi  quadara  attractiva  praedita  et  in  planis  meridianis  omnibus  se- 
cundum  eandem  densitatis  legem  distributa  est,  determinatur  motus  puncti 
solis  (^»uadraturis,  idque  sive  solidum  ipsum  quiescat,  sive  motu  uniformi 
circa  axem  rotetur.-' 

Adstruam   ipsas   formulas   pi-o    casu,    quo   meridianus   est    elHpsis,    massa 
homogenea  at(|ne  lex  attraetionis  Neutoniana. 

Motus  puncti  in  superficie  solidi  sphaeroidici  elliptici  homocenei  vi  attractiva 

Neutoniana  praediti. 
Sit  aequatio  meridiani 

lil)  au 

constat  iieri 

X  =  f.,;       Y=g.y, 
designantibus  /'  et  //  quantitates  constantes  determinatas  per  attractiones  b/\  at/. 
quae  in  pjolo  et  in  aequatore  locum  babent.     Hine  eruitur 

J[X</.i-f-  Yd,/]  =  ^ [/,,..,■ +.9^^] +  Const.  =  ih,j>/-^ß, 

posito  h  =  —     -    —     et  designante  /i  Constantem  arbitrariam.      Porro  ]>onendo 

aa—bb 

=  ee, 

aa 

fit  elementum  ellipsis 


yd.rdv-^dudy  -     1^'" 


VC"— 1/1/ 

Unde  e  formulis  (">)   et  ((!)   obtinenuis.   designantibus    r  et    y   novas  Constantes 
arbitrarias : 
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i- 


y  aa — eeyydy 


M  hyy-\r'2ß—-^Yä~a—yy 


i. 


U>  +  y  =  af Vaa-eeyydy 


yyV^^^T^ ]h,yy-^2ß-  |^ 
sive,  posito  yy  =  u: 

,  /'  Vaa — eeudu 

f-\-T    =    l '  , 

■^     '^(aa—uXhu'-h2ßu  —  aa) 
,     r  Vaa— eeudu 

•^    u'\/(cia-~u){hu'-\-'lßu—aa) 
quae  sunt  integralia  elliptica.     Si  soliflnm  ipsum   motu  gyratorio  unifoinni  circa 
ipsius  axem  gaudet,  formulae  antecedentes  aliam  non  subeunt  mutationem.   nlsi 
quod  data  quantitas  constans  h   aliuin  valorciii   iiiduat. 

Exemplum  aliud  habetur,  si  sola  in  punctum  agit  gravitas  simulque  axis 
superficiei  est  verticalis.      Eo  casu  ex  antecedentibus  haec  fluit  Propositio. 

Propositio  III. 
„Si  punctum  grave  moveri  debet  in  superficie  revolutione  circa  axem 
verticalem  genita,  determinatur  motus  solis  Quadraturis.- 

Pro  eo  motu  fit   Z^  0,    A'^r/,    designante  7   gravitatem,    unde  e  for- 
mulis  (5)  et  ((>)  designantibus  ß,  y,   t  Constantes  arbitrarias.   obtinetur: 
„-     ^  r  da  r  da 

J   }^2g.+ß-^  J   >/u'^2<;.+ß-^ 

^  yy  yy 

quibus  in  formulis  si  ope  aequationis  curvae  meridiani  y  per  .r  expressa  datur, 
substituendum    est  da  =\ \-\-{^~\  dx. 

De  penduli  simplicis  oscillationibus  conicis. 

Ad  motum  antecedentem  pertinet  simplicis  pendidi  oscillatio  in  spliaera 
sive  improprie  conica  dicta. 

Sit  enim  /  longitudo  penduli.  i/'  angulus,  (juem  phuuun  verticale  per  pen- 
dulum  ductum  cum  piano  verticali  tixo  format,  erit: 

11  ^=  \/U — XX,    da  =  — '- —  , 

■^        *  \ll-xx 


I 


DE  MOTU  I>UX('T[  SIXOULARIS.  •  281 

iin<le  evadunt  formiilae  (7): 

.^.     I  -^  l/(2</.?;+/3)(/^-*-^)-aa 


{U—,vx)y{2gx+ß)(ll—xx)—aa 
Quod  cum  ibrmulis  notis  convenit.  Videas  autem,  quanta  gaudeant  generalitate 
tbrmulae  propositae  (5)  et  (6),  e  (|iiibus  antecedentes  (8)  deductae  sunt,  cum 
per  illas  formulas  et  t  et  i/'  solis  Quadraturis  obtineantur.  etiamsi  sphaerae  sub- 
stituis  superficiem  quamcunque  revoliitione  genitam,  gravitati  autem  viiu  in 
piano  meridiani  directam.  quae  (jiiocuDquf  modo  a   Cooi-dinatis  x  et  y  pendet. 

§.  5. 
De  motu  puncti  versus  ceutrum  fixuiu  geueraliori  quadam  i|uam  Neutoniana  lege  attracti. 
Cunstat  uiotuni  puiicti  versus  eeiitinun  tixinii  attracti  revocari  posse  ad 
Quadraturas,  si  attractio  est  t'unctio  quaecunque  distantiae.  Quod  mirum  iion 
est,  quia  eo  casu  adbuc  utrnniqne  valet  principium  conservationis  arearum  et 
virium  vivarum.  Animadverti  nuper  aliam  attractionis  legem  et  ipsam  genera- 
liorem  quam  Neutonianam,  pro  qua  semper  valente  principio  arearum,  quoniam 
attractio  versus  centrum  fixum  dirigitur.  alterum  principium  vii-ium  vivarum 
non  locum  habet,  et  nihilo  tamen  minus  motus  solis  Quadraturis  definitur.  Qua 
de  re  etiam  fieri  debet,  ut  aequationes  difterentiales  pro  motu  planetae  circa 
solem  propositae  integrari  queant  absque  adjumento  prineipü  virium  vivarum. 
Quae  integratio  cum  propter  egregiam  simplicitatem  atque  defectum  omiiis  ra- 
dicis  quadraticae  adnotatu  digna  videatur,  paucis  eam  exponam.  antc(juam  ad 
generaliorem  motum  accedam. 

Aer|uati(iiies  ilitlVri'Utiales   yvi,  nintu   planetae  i-irca  solem   |iro|Misitae  unva   metliodo   iutegraiitur. 

Propoiiantur  aequationes  ditt'erentiales.  (juae  pro  motu  jilanetae  circa  soK-m 
habentur: 

rn    ^'i  —  ''''''   —  —  ^""       ~l-  —  -^  =  —  i-^ 

^^       (/(■-'  ,/f  ;•»    '        elf'  dt  /••*    ' 

in    (piibus    est  /,'-    intensitas   attractionis    pro    unitate    distantiae.   at(pie  Y^-^yy 
distantia   phuu'tae  a   sole.      E  (I)  tit: 

IV.  36 
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linde 

integraiulo  tit: 

,h,             Jx                da 

ul)i  X  =  rcos<f,  y  ^  )'»\n(f,  et  «  Constans  arbitrai'ia.     l)ivi(lendo  aequationes  (1) 
per  (2)  sequitur: 

(l(f  IC  d(f  a 

linde  integrando  obtinetiir,  desigiiantibus  ß  et  y  Constantes  arbitrarias: 

..-,        ,  dx  k'     .  ,  ,  (/(/  k' 

(o)     ■'■   =^  =  -^^in<;+ß,       y    =-^  =  — cosy+y, 

sive  dividendo  rursus  per  (2): 

(4)     dx^=- — >iin<f+ß\d(f,      dy  =: cosy+y   rfy. 

Ex  bis  fonnulis  dediii-itur 

^tdy—ydx  =  rrdq  =  -^  |^--^ +ycos9— ^.siiu/  |  d(f, 

unde 

C5-)     ,.  =  -^  ^ 


uy                  aß    . 
—^  cos  g; ^  sin  tf 


quae  est  seetionis  eonicae  aeijuatiu  relata  ad  Coordinatas  polares,  quarani  initiuui 
in  foeu.  Expressa  /•  per  (f,  e  (2)  iiivenitur  tenipus  per  foriniilam  notis  ine- 
thodis  integrabileiu : 

(fi)     t+r  =  \\rrd<f, 
iibi    T  nova   Constans  arbitraria. 

Mdtus  puiuti  ver.-us  ccntrum  iixum  attracti,  si  iutensitas  attractionis  exprimitur  Coordiiiatarum 
fuiictione  quacunque  homogeuea  ( — 2)'"  ordiuis. 

Si  uiethodiiin  antecedentibus  usurpatam  accurate  exainiiianius,  videnuis 
ejus  successuni  e(j  tantiiin  pendere.  qiiod  vis  attractiva  sit  fiinctio  Coordinatariiin 
honiogenea  ( — 2)"  qrdinis.  Qiiod  locuin  habet,  si  intensitas  vis  attractivae  qua- 
drato  distantiae  inverse  propoitionalis  est,  sicuti  Neutoniana,  insuper  autem  ab 
angulis  pendet.  quos  radius  vector  forinat  cum  rectis  quibuscunque  in  spatio 
tixis.  Et  iiie  inotus  tieri  del)et  in  piano  ]jer  eentniin  tixum  et  directionem  ve- 
loeitatis  initialis  dueto.   unde  rursus  tjouanms  licet,  tertia  Coordinata  evanescente, 
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X  =  rcosif,  y  =  rsm<f;  ipsa  attractio  autem  formiila  exliibetur 


designante  <?  solius  y  functionein,  quae  pro  casu  iiatiiraL-  constaiis  fit.     Aecjiia- 
tiones  differentiales  integrandae  rinnt: 

(^)    ^  =  -'^-^-      4^  =  -*-^- 
Per  princiiiiuin  areae  habetur 

(•2)     n;lcf.  =  ,ulK 
designante  «  Constantem   arliitrariain:    iiude  dividendo  (I)  per  (2)  obtinetur: 

a(Lt'  =  — (I)cos(f(l(f,     Ulli/'  =  — (t)s'mq>d<fj. 
Hinc  integrando  et  designando  per  /i  et  y  uovas  Constantes  arbitrarias  sequitur: 

n.v'  =  —  j(I>coi^(fi/(/-hß,      Uli'  =  —  \<l>Ä\\(f(l(f'-\-y, 
vel  e  (2): 

«■-■,/,,.  =  _  n;hf  [  JO) cus <f  ,hj  +^  . 

a-dy  =  — r/(/<^     yV>^n\<f  <1<j-\-y\. 

Hinc,  cum  sit  xdy — yd.v  =  rrdif,   sequitur  aequatio  orbitae  ad  Coordinatas  po- 
lares relatae: 


>AY\(f\(l)  CO  f,(f(l(p  —  cos9)|(&.siny(/y-|-(3siny  —  ycosyi 
Hac  tbrniula   si  expriniitiu'  r  per  (p,  habetur  tenijius  forinula 

t-^r  =  ~  irr  dg), 
desio-nante    r  Constanteni  arbitrariani. 


De  niütu  pLiiicti  su[ier  tlatii  curva  et  in  inediu  resistente. 
Supra  denionstratuin  est  niotuni  puncti  super  data  curva  seniper  Qua- 
draturis  determinari,  siquideni  vires  punctum  solHcitantes  neque  a  tempore  neijue 
a  velocitate  puncti  directe  pendeant,  sed  sohirum  Cooi-dinatarum  functiones  sint. 
Quae  Propositio  ita  am[)Hficai'i  potest,  ut  inofiis  puncti  sapcr  data  ciirva  deß- 
iiKitiir  QiKtdrdturis,  efiamsi  rin'hxs  so//icif(nitilji(s,   (jiittc  Coordiinifunnii  pimcfi j'niic- 
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tionea  quaecioique  sunt,  addatur  vis  resistentüie  medii,  functioni  lineari  quadrati 
velocitatis  aequalis,  vel  etiam  expressa  formula  exponentiaU  a-hbe'''",  idque  sive 
medium  uniforme  sit  sive  eius  densitns  quacunque  lege  varietur. 

Sit  eniiii  ^a(ru-\-/))  resistentia  medü,  designantibus  <i  et  />  Constantes, 
at(|üe  sit  r  vis  tangeiitialis  a  rcliquis  viribus  sollicitantibus  oriiinda.  Cum  vires 
datju'  cui'vae  normales  omnes  destniantur  nee  nisi  vires  tangentiales  rema- 
neant.   erit 

,1c  =  [—ia(vo  +  b)-hT]dt 
sive 

(1)  -Iri/r-havcds  =  (■2,  —  a/j)ds. 

Unde  multiplicando  per  e"~  et  integrando  obtinetur: 

(2)  >>"\vp  =  ■2J'e"''r.h  —  l)e'"-ha, 

designante  et  Constantem  arbitrariam.  Cum  data  sit  curva,  super  qua  punctum 
movetur.  atque  vis  sollicitans  solarum  puncti  Coordinatarum  functio  sit,  exprimi 
poterit   vis   tanüentialis    r   ])er   arcinn  .v,    quo    facto    formula  antecedens  tantum 

Quadraturam  ]ioseit.  Altera  (^)uadratura  ex  aequatione  dt  =  ^^  obtinetur  re- 
latid   inter  tem[ms  et  arcuni: 

ds 


(3) 


r ds 


designante  t  Constantem  arl)itrariam. 

Reductio  ad  Quadraturas  succedit.  etiamsi  in  formula  legem  resistentiae 
exprimente  quantitates  <i  et  //  nun  sant  Constantes,  sed  quaecunque  Coordina- 
tarum fiuictiones,  quemadmodum  inter  alia  fit,  si  medii  densitas  variabilis  est. 
Aequatio  (1)  enim  per  notas  methodos  integratur,  designantibus  a,  b,  r  quas- 
runqiie  ipsius  .v  functiones. 

Sit  jam  resistentia   medii   data  per  furmulani 
d  +  ljc"'; 
erit 

,/r  =  [-a-t)e"'  +  T].lt, 
ideoque 

cdi-  =  [—a  —  l>e"'  +  T'\ds, 
sive 

e-ccv^cdc-^{u  —  i)ds\  +  b,h  =  0. 
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Ponatur  i 

seqiiitiir  ex  aequatione  antecedente 

(/«•+2'"(r — (i)w(h  =  2rl/ck. 
Unde,  posito 

(4)     2cj(T^a)<h  =  S, 
sequitiir 

e^w  =  2cjö(''^ds, 
ideoqiie 

(5)     w  =  ('-"'  =  2cfi-4he''<(h. 
Hac  l'ormala  si  determinatur  v,  inveiiitur  t  per  formulam 

.'     0 

Cum  data  sit  ciirva.  super  qua  punctum  moveri  debet,  invenitur  S  per  unicam 
Quadraturam.  In  ibnnulis  antecedentibus  ipsa  quidem  c  esse  debet  Constans, 
sed  quantitates  a  et  i  sive  Constantes  esse  possunt  sive  Coordinatarum  puueti 
functiones  quaecunque.  Unde  formulae  praecedentes  etiam  ad  motum  in  medio 
non   uniformi  valent. 

Motus  penduli  in  medio  resistente,  si  quidem  vis  resisteutiae  proportionaiis  est  quadrato 
velocitatis  plus  constanti. 

Ut  habeatur  exemplum,  consideremus  motum  penduli  in  medio  resistente. 
Curva,  super  qua  punctum  moveri  debet,  erit  circulus  verticalis,   vis  sollicitans 
gravitas:  ponamus  porro  medii  resistentiam  ^('(rr-h/)),  designantibus  n  et  h  Con- 
stantes.    Sit  /  longitudo  penduli,  (f  angulus  penduli  cum  verticali,  </  gravitas,  erit 
eis  =  Wy,     r  =  -^sin^  =  yyZ^l^,<f^-^_,-<rV-^l 


Hinc  üt 
unde 


j"- 


h/'y-\l[ 

.0"+/- 

)ir (•("'- 

-^-'h]d(f., 

i9'V^^    - 

c'iy- 

,,-hV-^     - 

.z+y: 

^1 

^l-]/=i  - 

^kri 

MS<f  — 

,U[n(f:]. 
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Qiiil)iis   in  ioniiiila  (3)  siibstitiitis   uhtinetur: 


.i/^Rl_ 


r„^/'Vi   (cos(f~nhiü(f,)-\-ae-""f—b 

ubi  a  et   r  sunt  Constantes  urbitrarlae.      Quae  nota  fst  tbnuula. 

Si  punctum  liberum  nulla  vi  solTu-itatur  praeter  tanaentialeni.  qualis  est 
vis  resistentiae  medü.  motus  seouufluiu  lineam  rectam  tit.  Sit  /'(;•)  vis  re- 
sistentiae.   erit 

,h-  =  —f{v),lf,     ideoque     de  =  —  f{i-)<k, 
unde  sequitur.  designantibus  «  et  // Constantes  arbitrarias: 


«  —Sm^«'  '—Im^^- 


Si  iiunetuni,  nulla  vi  sollicitatum  praeter  resistentiam  medü,  in  data  linea  aut 
superficie  moveri  debet,  eaedem  valebunt  aequationes  (4)  inter  arcum,  veloci- 
tatem  et  tenipus.  Posteriore  casu  fit  motus  in  linea  superficiei  brevissima. 
prorsus  ac  si  punctum  nullis  omnino  viribus  sollicitatur:  quippe  resistentia  non- 
nisi  motus  velocitatem  nuitat. 


§•  7. 
De  curva  bullistica. 

Suunnus  Geometra  Johannes  Bernoulli  in  Actis  Lipsiensibiis  ad  a.  1719 
motuni  pinicti  gravis  in  niedio  uniformi  resistente  ad  Quadraturas  revocavit, 
quoties  resistentia  cuicunqxie  velocitafis  potestati  proportionalis  est.*)  Provocatus 
enini,  ut  motum  pro  resistentia  quadrato  velocitatis  proportional!  construeret. 
statim  generaliorem  quaestioneni  solvit.  111.  Legendre  Ballisticam  docuit  ad 
Quadraturas  revocari,  si  resistentia  pi-oportionalis  est  quadrato  velocitatis  plus 
Constanti.**)  Cum  neque  haec  neque  illa  quaestio  in  tractatibus  niechanicis  in- 
veniatui-.  paucis  examinabo  Ballisticam,  si  resistentia  medü  est  proportionalis 
cuicunqae  velocitatis  potentiae  plus  Constauti.  Quae  suppositio  utranique 
quaestionem  illani  amplectitur. 

Sit  resistentia  a-^-hr",  designantibus  (i  et  />  Constantes.  fiuiit  aequationes 
dynamicae: 


*)  Ipsa,  qua  usus  est,  Analysis  legitur  in  Actis  Lips.  ad  a.  1721. 
*•)  Lesend  re,  Di-ssertatioii  snr  la  i|uestioM  de  Halistique.     Beil.  17S2.  pag.  59. 
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E  quibus  sequitur 

{a-^hi'-Xx'dy'—ij'dx')  =  ffvclv', 
unde,  ponendo  x'  ~  vcost],  y'  =  rsin»/,  lit 

i;{a  +  hü")(hi  =  f/dv'  =  (/[cosr^dv  —  rsin»^(/>;], 

sive 

f/.  cos  J^.ü  "'"+')  c?y — (a-j-ffs\üri)v—"drj  =  hdrj. 

Ponainiis  partem  laevam  aequationis  antecedentis  per  idoiieuiu  t'actoreiii 
iiiultiplicatam  evadere  aequalem  differentiali  d.Mv^",  erit 

dM   n{a-\-gsmri)dyi 

M  gcnsr^  ' 

linde 

(1)     J/ =  cos^"»;.  taug  ■'  (45''+|-?;), 

atque  ipse  Multiplicator  evadit 

nM 

f/COSJJ 

HInc  nanciscimur  Inteorale 

(2)  i/.-^  =  -"rA^. 

^    ^  (J  J      cos  Tj 

Qiiae  valet  tbrmuia.  si  h  est  quaecunque  ipslus  i]  functio:  valeret  etiaiii. 
si  insuper  a  ipsiiis  t]  functio  supponitur,  dummodo  in  expressione  (1)  alteruni 
ipsius  M  factorem  mutas. 

Ponatur 

,■  =  taug(4o''+^»J. 
unde 


cosry  = 

•Ir               .              r,'-l 

dri 

Hinc.  ponendo 

a 

COSIj 

eruitur 

9   ~    ' 

Unde 

(3)     M  =  2-"r''('-)(l  +  , 

ry. 

(4)     -2M/.-"  =  -i^i;-"0-.)(l+oO"^, 
(/    J  r 

(|uae   forniula   tinita    evadit.    (pioties   )i    est   numerus   positivus   integvr.      Prae 
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teris  evadit  siinplex  ipsius  v  expressio  [)t'r  r,  si  supponitiir 
a  «-I-2 


tiini  eniin  e  fonmila  antecedeiite  üt 

(k'siii'naiito  a  Coiistaiiteiu   ai-l)itraiMaiu. 

Deteniiinata   r   \m-   r,    lunuiilae    nenerales   (lalnint    ipsarmn   x,   y,    t   ex- 
pressiones   per  eandfin 


)uautitateni    solaruin    Qiiafiraturaniui    ojie 
enini    ir  i-esistetitiani.  haheiitur  aequationes 

''■'L_  _  _  J^  IT       -^  —  _  ^' 
dt     ^        /•       '        ,lf  >• 

unde 

W(,r '  dy'  —  y '  d,  r ' )  =  f/r  dx 


Designante 


W 


sive 
Ex  his 

forniuli.- 

(5)     V  [Vd,i  = 
SLMjuitur 

vd.v'    _          vdr^ 

X    W                      f/COAl} 

(ß) 

dl,-,, 'dt-        ''•'^'^"g'J'^'' 

(jdx'. 


dr 


•2vvdr 
g(\+rr)  ' 
_        vv(jT — \)dr 
9  ~         .'/'•(l  +  '-'O 

Siibstituendo  in  bis  foruuilis  generalibus  expressionem  velocitatis  v  per  ri  vel  r 
et  integrandü.  ipsanaii  /,  .r,  3/  valores  prodeunt.  Si  in  formulis  (3)  et  (4)  po- 
nitiu-  (I  ^  c  =:  U.  n  =  2,  fbrmulae  vulgo  traditae  obtinentur. 

Kediictio  ad  Quadraturas  succedit  etiam.  si  resistentia  expriinitiir  t'oruuila 
r/-K/>Iog''.      Quam   ulteriiis   non  persequor  hypothesin,  cum   a   natura   abhorreat 

et   formuHs   antecedentibus   subsummatur  scribendo   ipsaruni    a  et   h  loco  c 

b  .  " 

et  —  ac  deinde  jjonendo  /^  =  0. 

Veteres  autores  ut  appi-oximationes  obtinerent.  praeeunte  Neutono  Con- 
stantis  />  loeo  f'unctiones  ipsius  ij  ponebant  non  multum  variantes  et  pro  ipsis 
)•,  X,  y,  t  faeiles  Quadraturas  suppeditantes.  Cujus  i-ei  exempla  varia  in  Com- 
mentatione  111.  Legendre  videas:  sed  ejusniodi  approximationum  methodi  niniis 
vagae  videntur. 

Kes.  d.   27.  Martis   1842. 
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SÜR  UN  NOUVEAU  PRINCIPE  DE  LA  MECANIQUE 
ANALYTIQUE. 

On  peut  faire,  ä  l'egard  des  difFerents  problemes  relatifs  au  mouvement 
d'un  Systeme  de  points  materiels,  traites  jusqu'ici,  une  remarqiie  importante  et 
curieuse:  Toutes  les  fois  que  les  forces  sont  des  fonctions  des  seules  coordonnees 
des  mobiles,  et  que  Von  est  parvenu  ä  reduire  le  probleme  ä  l'integration  cPune 
equation  differentielle  du  premiei'  ordre  ä  deux  variables,  on  reussit  aussi  ä  re- 
duire celle-ci  aux  quadratures.  Or  je  suis  parvenu  ä  etablir  cette  remarque  en 
these  generale,  ce  qui  me  parait  fournir  un  nouveau  principe  de  la  mecanique. 
Ce  principe,  de  meme  que  les  autres  principes  generaux  de  la  mecanique,  fait 
connaitre  une  integrale,  mais  avec  cette  difference,  que  ceux-ci  donnent  seule- 
ment  des  integrales  premieres  des  equations  diiferentielles  dynamiques,  tandis 
que  le  nouveau  principe  conduit  a  la  derniere  integrale.  Celui-ci  jouit  d'une 
generalite  bien  superieui'e  ä  celle  des  autres  principes,  i^uisqu'il  s'applique  au 
cas  oü  les  expressions  analytiques  des  forces,  ainsi  que  les  equations  qui  ex- 
priment  la  nature  du  Systeme,  renferment  les  coordonnees  des  mobiles  d'une 
maniere  quelconque.  De  leur  cöte,  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives,  celui  de  la  conservation  des  aires  et  celui  de  la  conservation  du  centre 
de  gravite  Temportent,  ä  plusieurs  egards,  sur  le  nouveau  principe.  D'abord 
ces  principes  offrent  une  equation  iinie  entre  les  coordonnees  des  mobiles  et  les 
composantes  memes  de  leux-s  vitesses,  pendant  que  l'integrale  fournie  par  le 
nouveau  principe  exige  encore  des  quadratures.  En  second  Heu,  on  suppose, 
dans  l'application  de  ce  meme  principe,  que  l'on  soit  dejä  parvenu  ä  decouvi-ir 
toutes  les  integrales,  hormis  une  seule,  hjqjothese  qui  ne  se  realisera  que  dans 
bien  peu  de  problemes.  Mais  cette  circonstance  ne  saiu'ait  diminuer  l'impor- 
tance  <lu  nouveau  principe,  et  c'est  ce  dont  on  demeurera  convaincu,  j'espere, 
pai'  son  aj)plication  i\  (luelques  exemples. 
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1.  CDUsiderons  Torbite  que  decrit  une  pliinete  daiis  son  mouvciiient 
aiitoui-  du  Soleil.  Les  equations  differentielles  ä  integrer  etant  du  second  ordre, 
on  peut  les  reduire  a  la  forme  d'equations  differentielles  du  premier  ordre,  en 
introduisant  les  difterentielles  pi-emieres  prises  par  rapport  au  temps  pour  nou- 
velles  variables.  De  cette  maniere.  la  determination  de  Forbite  de  la  planete 
dependra  de  rintegration  de  ti-ois  equati(jns  differentielles  du  premier  ordre  entre 
(juatre  variables,  dont  on  trouve  deux  integTales  par  le  principe  des  forces  vives 
et  celui  des  aires;  ce  qui  ranieiie  la  (juestion  ä  Tintegration  d'une  seule  equa- 
tion  diiferentielle  entre  deux  variables  et  du  premier  ordre.  Or,  d'apres  mon 
theoreme  general,  cette  integration  peut  etre  reduite  aux  quadratures.  Donc,  si 
on  veut  le  ranger  parmi  les  autres  principes  generaux  de  la  mecanique,  il  en 
resultera  que  ces  seuls  principes  suffisent  pour  ramener  la  determination  de 
l'orbite  d'une  planete  aux  quadratures.  • 

2.  Considerons  le  mouvement  d'un  point  attire,  d'apres  la  loi  de  Xewton, 
vers  deux  centres  fixes.  La  vitesse  initiale  etant  dirigee  dans  le  plan  qui  passe 
par  le  mobile  et  les  deux  centres  d'attraction,  on  aura  encore  a  integrer  trois 
equations  differentielles  du  premier  ordre  entre  quatre  variables.  Une  integrale 
de  ces  equations  etant  foiu-nie  [lar  le  principe  des  forces  vives.  Euler  en  a 
decouvert  une  seconde,  et,  par  la.  il  est  parvenu  ä  ramener  le  probleme  ä  une 
equation  diflferentielle  du  premier  ordre  entre  deux  variables.  Mais  cette  equation 
fut  tellement  compliquee.  que  tout  autre  que  cet  intrepide  geometre  aurait  re- 
cule  devant  l'idee  d"en  entrejirendre  l'integration  et  de  la  reduire  aux  quadra- 
tures. Or,  d'apres  mon  nouveau  principe,  cette  reduction  aurait  ete  obtenue 
par  une  regle  generale,  sans  tätonnement,  sans  aucun  effort  d'esprit. 

3.  Considerons  encore  le  ftxmeux  probleme  du  mouvement  rotatoire  d'un 
Corps  solide  autour  d'un  point  fixe,  le  corps  n'etant  anime  par  aucune  force 
acceleratrice.  Dans  ce  probleme,  on  aura  ä  integrer  cinq  equations  differen- 
tielles du  premier  ordre  entre  six  variables.  Le  principe  des  forces  vives  en 
donne  une  integrale,  celui  des  aires  en  fournit  trois  autres,  la  cinquieme  se 
deduit  immediatement  de  mon  principe.  Voilä  donc  toutes  les  integrales  de  ce 
probleme  difficüe  obtenue  par  les  seuls  principes  generaux  de  la  mecanique, 
Sans  qu'on  ait  besoin  d'ecrii'e  une  seule  formule,  ou  de  faire  meme  le  choix 
des  variables. 

Ces  exemples  me  paraissent  suffii'e  pour  fairu  admettre  le  nouveau  theo- 
reme au  nombre  des  principes  generaux  de  la  dynamique.     J"essaierai  a  present 
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d'enoncer  la  regle  meme  au  moyen  de  laqiielle  la  derniere  integration  ä  efFec- 
tuer.  dans  les  problemes  de  la  mecanique,  se  troiive  etre  reduite  aux  quadra- 
tures,  les  forces  etant  toujours  des  fonctions  des  seules  coordonnees. 

Sujjposons  d'abord  un  Systeme  quelconque  de  points  materiels  entierement 
libres.  Soit  /'  =  const.  iine  preniiere  integrale  des  equations  du  mouvement. 
les  variables  qui  entrent  dans  la  fonctioii  /"  etant  les  coordonnees  des  mobiles 
et  leurs   differentielles    premieres   prises    par   rapport   au   temps.     Je   profite   de 

requatioii 

f  =  coust. 

ponr  eliininer  Tune  quelconque  des  variables,  et  je  nonune  y/  la  difference  par- 
tielle de  /''  prlse  par  rapport  ä  cette  variable.  Soit  /'"  =  const.  une  seconde 
integrale:  au  moyen  de  cette  equation  j"elimine  une  seconde  variable,  et  je 
nomme  //'  la  difference  jiartielle  de  /'"  prise  par  rapport  h  cette  variable. 
Supposons  que  Ton  coniiaisse  toutes  les  integrales  du  probleme  hormis  une 
seule,  et  que,  par  rajjport  k  chaque  integrale  /'^  const.,  on  cherche  la  quan- 
tite  correspondante  p,  c'est-a-dire  la  difference  partielle  de  f,  prise  par  rapport 
ä  la  variable  que  l'on  elimine  au  moyen  de  cette  integrale.  Le  nombre  des 
vai'iables  surpassant  d'une  unite  celui  des  integrales,  si  Ton  elimine.  au  moyen 
de  chaque  integrale,  une  variable  distincte,  on  parviendra  ä  exprimer  toutes 
les  variables  par  deux  d'entre  elles.  Nommons  ces  deux  variables  x  et  y,  et 
soient  x'  et  y'  leurs  differentielles  premieres  prises  par  rapport  au  temps;  on 
exprimera,  en  x  et  y,  les  quantites  x'  et  y',  ainsi  que  toutes  les  quantites  jj', 
]j",  etc.  Comme  x'  et  y'  sont  les  differentielles  premieres  de  x  et  de  y  prises 
par  i-apport  au  temps,   on  aura  requation 

y'dx-xUIu  =  0, 
oü  x'  et  y'  sont  des  fonctions  connues  des  deux  variables  x  et  y.  Cest  cette 
equation  differentielle,  la  derniere  de  toutes,  qu'il  taut  integrer  pour  avoir  la 
Solution  complete  du  prol;)leme.  Or  je  prouve  qu'en  divisant  cette  equation 
par  le  produit  des  quantites  p',p",  etc.,  son  preraier  membre  devient  une  diffe- 
rentielle exacte,  ce  qui  reduit  generalement  Fintegration  de  cette  equation  aux 
quadratures. 

Lorsque  le  Systeme  des  points  materiels  est  quelconque.  la  simplicite  du 
theoreme  precedent  n'est  alteree  en  aucune  maniere,  pourvu  qu'on  donne  aux 
equations  differentielles  dynamiques  la  forme  remarquable  sous  laquelle  elles  ont 
ete  presentees,  pour  la  premiere  fois,  par  M.  Hamilton,    et  (pii   devra  etre  de- 
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sormais  adoptee  dans  toutes  les  recherches  generales  relatives  ä  la  mecanique 
analyti([iie.  II  est  vrai  que  les  formules  de  M.  Hamilton  se  rapportent  seule- 
ment  au  cas  oii  les  composantes  des  forces  sont  les  differences  partielles  d'une 
meme  fonction  des  coordonnees:  mais  il  n'a  pas  ete  difficile  de  faire  les  chan- 
gements  necessaires  pour  que  ces  formules  devinssent  applicables  au  cas  general 
oü  les  forces  sont  des  fonctions  quelconques  des  coordonnees. 

Lorsque  le  temps  entre  explicitement  dans  les  expressions  analytiques 
des  forces  et  dans  les  equations  de  conditions  du  Systeme,  le  principe  du  dernier 
multiplicateur,  deduit  d'une  regle  generale,  s'applique  aussi  ä  cette  classe  de 
problemes  dynamiques.  II  y  a  meme  quelques  problemes  particuliei"s  qui,  bien 
qu'on  tienne  compte  de  la  resistance  d'un  milieu,  donnent  Heu  ä  de  semblables 
theoremes:  c'est,  par  exemple,  le  cas  d'une  comete  tournant  autour  du  Soleil 
dans  un  milieu  dont  la  resistance  est  proportionnelle  ä  une  puissance  queleonque 
de  la  vitesse  de  cette  comete. 

L'analyse  qui  m"a  conduit  au  nouveau  principe  general  de  la  mecanique 
analytique  que  je  viens  d'avoir  rhonneur  de  communiquer  ä  cette  illustre  as- 
semblee,  peut  eti-e  appliquee  ä  un  grand  nombre  de  questions  du  caicul  integral. 
J'ai  reuni  ces  differentes  applications  dans  un  Memoire  etendu  que  j'espere 
pouvoii-  publier  des  mon  retour  a  Koenigsberg,  et  dont  je  m'empresserai  de 
faii-e  hommage  a  l'Academie  aussitöt  qu'il  aura  ete  imprime. 
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SUR  L'ELIMINATION  ÜES  NOEÜDS  DANS  LE  PROBLEME 
DES  TROIS  CORPS. 

Les  illustres  geometres  du  siecle  passe,  en  traitant  le  probleme  des  trois 
Corps,  ont  cherche  le  moLivement  de  deux  d'entre  eux  autour  du  troisieme  ou 
autour  du  centre  de  gravite  de  tous  les  trois.  Mais,  en  reduisant  de  cette 
maniere  le  probleme  de  trois  corps  qui  s'attirent  mutuellement  ;i.  ini  problerne 
de  deux  corps  qui  se  meuvent  autour  d'un  point  fixe,  on  fait  perdre  aux  equa- 
tions  differentielles  du  probleme  cette  forme  precieuse  dont  elles  jouissent  dans 
leur  etat  primitif,  savoir,  qua  les  secondes  differentielles  des  coordonnees  soient 
egalees  aux  derivees  d'une  meme  fonction.  C'est  par  cette  raison  que  les  prin- 
cipes  de  la  conservation  des  forces  vives  et  des  aires  cessent  d'avoir  lieu  par 
rapport  aux  deux  corps.  On  pourra  cependant  eviter  cet  inconvenient  en  agis- 
sant  de  la  maniere  suivante: 

Supposons,  pour  plus  de  generalite,  que  le  Systeme  se  compose  de  n  corps, 
du  soleil  et  de  ;/  —  1  planetes.  Comme  il  est  permis  de  supposer  que  son  centre 
de  gravite  reste  en  repos,  on  aura  une  equation  lineaire  entre  chacun  des  trois 
systemes  de  coordonnees  du  meme  nom.  Donc  les  u  coordonnees  paralleles  ;i 
un  meme  axe  pburront  etre  exprimees  lineairement  par  /;  — 1  autres  quantites, 
en  etablissant  n  —  1  equations  de  condition  entre  les  uQi  —  1)  constantes  qui 
entrent  dans  ces  n  expressions  lineaires.  Comme  on  peut  disposer  encore  d'un 
nombre  (n  — 1)^  de  constantes,  on  les  determinera  de  maniere  que,  dans  l'ex- 
pression  de  la  force  vive  du  Systeme,  s'^vanouissent  les  \(ii  — 1)(«  —  2)  produits 
des  differentielles  premieres  des  nouvelles  variables.  En  se  servant  de  iurmules 
parfaitement  semblables  pour  chaque  Systeme  de  coordonnees  du  meine  nom, 
et  en  considerant  les  nouvelles  variables  comme  les  coordonnees  de  » —  1  autres 
Corps,  on  aura  reduit  de  cette  maniere  la  force  vive  du  Systeme  des  n  corps  pro- 
poses  a  Celle  d'uii  systente  de  n  —  1  corps,  des  masses  convenables  etant  attri- 
IV.   .  38 
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biiees  k  ces  derniers.  I]  y  aura  meine  dans  les  forraules  de  reduction  tm 
'noinbre  ^ti(i> — 1)  de  constantes  arbitraires  et  dont  oii  pourra  profiter  de  diffe- 
reiites  nianieres. 

D"apres  ce  (ju'on  vient  de  dire.  le  principe  de  la  conservation  des  forces 
vives  donnera  une  equation  dans  laquelle  la  somnie  des  forces  vives  des  n  —  1 
Corps  fictifs  sera  egalee  ä  iine  fonction  de  leurs  coordonnees.  En  se  servant 
des  regles  generales  de  Lagrange,  on  en  dediiira,  par  de  simples  difFeren- 
tiations  partielles,  les  equations  diflerentielles  du  probleme  rediiit,  et  Ton  re- 
connaitra  aisement  (:[iie  la  conservation  des  aires  a  Heu  dans  le  mouvement  des 
n  —  1  Corps  par  lesquels  on  a  remplace  le  Systeme  propose.  Ces  n  —  1  corps 
ne  s'ecartent  d'ailleurs  des  n  —  1  planetes  que  de  petites  quantites  de  Fordi-e 
des  forces  perturbatrices,  de  maniere  que  la  premiere  approximation  peut  etre 
la  nieme  pour  les  uns  et  pour  les  autres.  Le  changement  que,  dans  cette  ana- 
lyse,  doit  subir  Texpression  de  la  force  perturljatrice  n'augmente  pas  la  difü- 
culte  de  son  developpenient. 

En  appliquant  la  methode  que  je  viens  d'exposer  au  probleme  des  trois 
Corps,  on  reduit  celui-ci  a  la  recherclie  d"un  probleme  du  mouvement  de  deux 
Corps  qui  jouit  de  proprietes  remarquables.  En  eftet,  les  trois  equations  fournies 
])ar  la  conservation  des  aires  fönt  voir: 

V.     Que  Tintersection   commune    des  plans  des    orbites  des  deux  corps  reste 

constamment  dans  un  plan  fixe:  c'est  le  plan  invariable  du  Systeme; 
2".     Que  les  inclinaisons  des  plans  des  deux  orbites  a   ce  plan  fixe  sont  de- 

terminees  rigoureusement  par    les  parametres  de    ces    orbites    regardees 

comme  des  ellipses  variables. 
Choisissons  pour  variables  du  probleme  les  inclinaisons  des  deux  orbites 
au  plan  invariable,  les  deux  rayons  vecteurs.  les  angles  qulls  forment  avec 
l'intersection  commune  des  plans  des  deux  orbites,  situee  dans  le  plan  invariable, 
enfin  l'angle  que  forme  cette  intersection  avec  une  droite  fixe  de  ce  plan.  On 
trouvera  que  ce  dernier  angle  disparaU  entierement  du  Systeme  des  equations  diffe- 
rentielles  et  se  determine  apres  leur  Integration  par  une  quadrature.  Donc,  dans 
cette  nouvelle  forme  des  equations  diflerentielles  n'entre  aucune  trace  des  noeuds. 
Les  six  equations  differentielles  du  second  ordre,  qui  expriment  le  mouvement 
relatif  des  trois  corps,  s"y  trouvent  reduites  a  cinq  equations  du  premier  ordre 
et  une  seule  du  second.  Par  suite.  i'on  a  abaisse  l'ordre  du  Systeme  des  equa- 
tions differentielles  du  pi-obleme  des  ti-ois  corps.     Les  integrales  connues  n'etant 
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qu'au  nombre  de  quatre,  on  pourra  donc  dire  que  Ton  a  efFectue  un  nouvel 
abaissenient  de  l'ordre  des  equations  dUFerentielles  da  probleme  des  trois  corps. 
Une  reduction  semblable  s'appliqiie  k  un  nombre  quelconque  de  corps. 

Analyse. 
1.    Soient    m    la   masse   du   soleil.    ?h,    et   m.,   Celles    des    deux   planetes; 
soient  |,  v,  .l;  i", ,   i'i,  tj;    ^.,.   v.,,  ^.-,  les  coordonnees  reotangulaires  des  trois  corps 
m,  JH,,  m.,  rapportees  ä  leur  centre  de  gravite.     Couime  on  a  les  trois  equations 

I  m  j- + 7«  j  Ij  +  ?«,.,  l,  =  0, 
(1)     I  mv  +  m^v^-hm.,v.,  =  0. 

il  sera  ])ermis  de  faire 

rS   =a  .r  +  ß  .(•,,        V    =  «  i/-\-ß  j/,,        b    =  «  s-hß  :^, 
(2)       i",  =  «,*+H^,.c,,       i'j  =  nj/  +  ß,!/,.       C,  =  a,'+fi,:, , 

(lo  =  «.,^+ii,.?-i,       i'.,  =  a.,y-hß.2>/i,       fc.2  =  «,-"+/^,,-i^ 
les   six   constantes    a,  ß,  etc.    etant   choisies    de   maniere  a  satisfaire   aux   deux 
conditions 

^J     ymß^m^ß^^7n.,ß.,  =  0. 
Supposons  de  plus  que,  par  les  substitutions  (2),  la  sonnne  des  tbrces  vires  du 
Systeme  2T  se  change  en  cette  expression 

on  aui-a  les  trois  equations 

(5)       /',  =  mßß+vi^ß^ß^+mJJ.,, 
\  0  =  maß-\-m^a^ß^-\-m.-,(t.J.^. 

J'observe  qu"en  vertu  des  ibrmules  (3)  on  jjeut  faire 

(6)    a^^ß^—a^_ß^=i.m,     u.,ß—aß,,  =  e.m^,     ccß^  —  a^ß  —  e.vi.-,, 
s  etant   un   facteur  indetermine.     Des  forniules  (5)  et  (G)  on  tire  aussi  celle-ci: 

CO     l>!'i  =  '»w,»»o('«+w,-f-M.Je£. 
Si  Ton  fait 

(8)     aw-i-i/y-i-z:  =  n;     .c^a'^-^-ij^y^-^z^z^  =  r^r^,     a-d^^  +  i/y^-hzz^  =  ri\cos  V, 

38* 


(4)     ■  -     ."     '-W. 


(9) 
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on  aura 

=  y'-i-r-\--2Y  ä  rr^cos  V+d-  i\r^, 

o,i>,  =  cs-^rMv-vy-ha-cy 

=  Y'i  /•  /•+ 2  Y,  «^1  r>\ cos  V-hS'- )\  r, , 

o,Q,  =  (i-iy+(v-v^y+a-tj^ 

=  Ylrr-\-2YJ^n\cos  F-|-(J|r,»-j, 
oü  l'ori  a  mis.  pour  plus  de  simplicite, 

(10)  L=ct,-a,       6^=ß.^-ß, 

I /,  =  «—«!,     d.,  =  ß—ß^, 
ce  qui  doniie 

(11)  )'H-yj+y,  =  0.    Jh-,J^+<J._,  =  0. 

Si  ron  met 

1)17)1          mm„  '      m,m,,  m,m,, 

ü= L  + Lh L_^  =  ^^^, 

le  principe  des  Ibrces  vires  fournit  reqnation 
(12)     r=  ü—h 


7)1,  m.. 


h  etant  une  constante  arbitraii-e.  Or,  si  dans  cette  equation  Ton  substitue  les 
valeurs  des  quantites  T,  p,  (),,  p,  tirees  des  formales  (4)  et  (9),  on  aura  tout 
de  suite,  par  les  regles  generales  donnees  par  Lagrange  dans  sa  Mecanique 
analytique: 


(13) 


''-^ 

•"     df- 
d'z 

'^~dF' 

,]-.?■ 

d\ 

rf-'r. 


-^ 


m 

m,Y{Y^^+^-^C> 

= 

du 

0-' 

äx 

7)1 

m.j(Y!J->rSy^) 

- 

dU 

o' 

öy 

7)1 

»«../(ys+^s,) 

= 

du 

?■' 

dz 

7)1 

w.,<J(y.r+(J.r,) 

= 

öü 

q' 

dx^ 

7)1 

mJ{ry+^y  ) 

= 

dU 

o' 

^y, 

7)1 

7)iJ{Y=+SzJ 

dU 

i 
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On  tire  de  ces  forinules  les  suivantes: 


(14) 


{i/^-=^)  =  -r'.{y 


dt'' 

7)1  m,,YS 


df' 


f    d'j;  d'z  \  /      f/'\r,  d'z^  \ 


■^JZ- 


d^x. 


-(■ry-i/.i-)^ 


<i  y,  __    _^j^\ 
"■■'  'dw   ■^l  "df^) 

m.rn.jö 


Ces  eqnations  donnent  les  integrales 

dz  dy 


(15) 


V'^-'^)-^'A^^-df — -''-^J 
dTJ^f'A'^^t — "wrj 


'+M, 


dy^       d., 
-yi 


'  dt 

dy_ 

'       dt  "      dt     1     ■     '■■!   V"l      dt  ■^l      dt 

c,  c'i,  c,    etant  des    constantes    arbitraires.      Je   remarque  a   cette    occasion    le 
formules 


(16) 
d'oü  Ton  tire 


(IT) 


'M^. 


d^y 

-) 

dt- 

d'y^ 

) 

dt 

dz 

%, 

dt 

~ 

dt 

My=-=y,)Z' 


m  m^SS 


<yz-zy;)Z' 

dz^  dy  \ 

^y^t — ^i^j 


=  iy=-^yO^ 


dt 


On  dediiit  de  cette  forniule  et  des  formules  (14)  les  deiix  suivantes: 


d[{y+y,) 


djz+zQ 

dt 


-(^+^,) 


d{y+yO 


(yz-zy^)^- 


dt 

,»«,()'  — ^)(;",y  +  i<t'J) 
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(i/---=z/,)^- 


dt 


[  /      d'x  d-i 


On  a  deiix  autres  systemes  de  formules  semblables  par  rapport  aux  coordonnees 
z  et  X  et  aux  coordonnees  x  et  y. 

D'apres  inie  propi'iete  conniie  des  fonctions  homogenes,  il  suit  des  for- 
mules (13) 

:^'     ^~     dt^-     )\ 
(       f/'j;,  (/"^,  d'^z^  \  I 

Donc.   en  f'aisant  usage  des  formules  (4)  et  (12),  ou  obtient  la  suivante: 

(/'(/<;■>•+«,>■,•/■,) 
(19)  ^j^r  =  ■2(U-2h).     ■ 

Les  six  equations  (13)  pourront  serw  ä  detenniner  les  six  quantites  x,  y,  etc. 
en  fonction  du  temps.  Mais  on  pourra  aussi  choisir  pour  cet  efi'et  six  autres 
equations  independantes  entre  elles  et  qui  se  deduisent  des  equations  (13)  par 
des  combinaisons  difFerentes,  par  exemple,  les  quatre  equations  (12)  et  (15). 
une  des  equations  (14)  et  l'equation  (19).  En  effet,  on  reviendra  sans  peine 
de  ces  dernieres  aux  equations  (13). 

On  determinera  a,  ß,  etc.  par  les  quantites  /.  d\  etc.  au  moyen  des 
formules 

il/ßj  =  m.,y  — m  y.,,     Mß^  =  'm.,S  — m  S.,, 
Ma.,  =  m  y^ — mj,      Mß.,  =  m  d^  —  m^ä, 

Oll  J/=  ?n  +  m,-|- );;..,•      Ces  formules  etant  substituees  dans  (.j),  on  aura 

iil/((    =  m^m^yy-^vi,,myj^  +  mmj^y^, 

I       0  =  in^m,,yd+m.,my^d^-{-7n  m  ^  y,,  §.-, , 

formules  analogues  aux  equations  (5). 

2.  Je  veux  discuter  a  present  la  grandeur  des  differentes  constantes  qui 
entrent  dans  les  formules  precedentes.  Ces  constantes  n'etant  pas  entierement 
determinees,   il  s'agira  de  faire   telles  suppositions  sur  leur  grandeur  respective 
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qui  pourront  subsister  avec  les  eqiiations  de  condition  etablies  entre  ces  con- 
stantes  et  qui  permettront  en  meine  temps  de  faire  usage  des  inethodes  d"ap- 
proximation  connues. 

Les   equations   de    condition    que  Ton   a  etablies   entre  les    constantes   u, 
ß,  etc.,  sont  les  suivantes: 

(  ma -\-  ?«, ffj   -|-   'm.,a.,    =0, 

(1)     j    m\^+  »\ß,   -+-  m^ß^    =0, 

I  m « (3 +mj«jj3j-|-TO, «.,/:?.,  =  0; 

Celles  que  Ton  a  entre  les  six  constantes  /.  d/,  etc.,  seront 

I  y+yi-H/o  =  0, 
(2)     rf4-(J,  +  4  =  0, 

Les  masses  des  planetes  etant  tres-petites  par  rapport  au  soleil,  les  fractions 
— -,   — -  seront  des   quantites    tres-petites  du   premier  ordre.      Cela  pose,   les 

equations  (1)  Ibnt  voir  qu'il  est  permis  de  supposer  «i  et  ßo  tres-proches  de 
l'unite,  pendant  que  les  constantes  «,  ce^,  ß,  ßi  seront  des  quantites  du  premier 
ordre.     En  effet,  si  Ton  fait 

m,ri'  'm„ri 

(3)     «,=  -^i-,      ß^  =  -^, 
^  '       -  m  '^^  m 

on  tirera  des  equations  (1)  les  formules  approchees 

«  = -,     ö,  =  1,     l+?/+»/=0; 

m  '■  117 

J  ■»*., 

\ß  = --,     /?,,=  !, 

C^  m  - 

d'ou  Ton  tire  les  valeurs  approchees  correspondantes  des  quantites  /,  ()',  etc. 

f  m 

\y=     1,   h  =  -^v,   y.^-i, 

(  '       1  '  -         m    ' 

Enfin  les  quantites  f.i   et  ,Mi   s'ecarteront  peu  des  masses  m^  et  ?n.,.  Tous   les 

ecarts  de  ces  valeurs  approchees  avec  les  veritables  valeurs  pourront  etre  sup- 
poses  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices. 

II  suit  des  considerations  precedentes,  que  les  quantites  x,  y,  z  ne  s'ecar- 
teront de  li,  f, ,  ,C, ,  et  que  les  quantites  x^,  yi,  c,  ne  s'ecarteront  de  §.,,  v.^,   'i-. 


(4) 
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que  de  qHantites  de  l"ordre  des  forces  perturbatrices.  Doiie.  si  Ton  imagine 
deux  Corps  doiit  les  coordonnees  respectives  sont  x,  y,  z,  et  i\.  y^.  Zi.  leur 
mouvement  autour  du  centre  de  gi-avite  du  Systeme  des  trois  corps  pourra,  eii 
premiere  approximation,  etre  regarde  comme  elliptique.  La  menie  cliose  aura 
lieu  si  le  mouvement  est  rapporte  ä  tout  autre  point  qui  ne  s"ecarte  de  ce 
centre  que  de  quantites  de  l'ordre  des  forces  perturbatrices.  En  negligeant  ces 
quantites,  on  deduit  des  formules  (3)  et  (13)  du  n"  1  les  equations  difFerentielles 
qui  servent  ä  la  premiere  uitproximation.  et  que  l"on  integrera  par  les  formules 
elliptiques  connues: 


d\r          mm^       x 

rf'.r,                 m7n^ 

dr   ~    Y.ß      r'   ' 

df^     ~         <J,,«, 

(«) 

df'    ~    Y,H        >•■'  ' 

d'y^                mvi^ 
df'     r         '^P"i 

d'z           ;«w,       z 

d-z^                 mm. 

dp    "    y.ji       r^  ' 

'/'■      ^         (5,,", 

oü  les   facteurs 

— .     .  "      ne    s ec 

artent    de    Tunite 

preniier  ordre   }iar   i 

apport   aux   forces 

perturbatrices.      ^ 

nite    que    de    quantites    du 

Si  l'une  des  deux  pla- 
netes,  par  exemple  la  seconde,  est  beaueoup  plus  eloignee  du  soleil  que  Tautre. 
il  conviendra  de  substituer  aux  trois  dernieres  de  ces  equations  celles-ci: 

d'd-^  m,   f  m         m^  \    .r^ 

d'y^  _         m.,   /  >»         m^  x    >/, 
df'      "  /.,    V^\  6   )    ;■;'    ■ 


CO 


df' 


Dans  le^ 

api 

>i'oxii 

tites 

M, 

,«1. 

/,   '), 

e 

tite 

ö 
7 

Si 

Ton 

(8) 

ind( 


terminees  les 
valeur   de  la 


quan- 
quan- 


ait  exactement  / 


«1 


li. 


1.  on  aiu-a 


itions  successives  Ton  pourra  laisser 
etc.:    seulement    il   sera   bon    de   fixer   1 
f.,  =  1.  d  =  ii\ 

Dans  ce  cas,  on  peut  envisager  les  quantites  x,  y,  z  et  .r,,  y^,  z^  comme  les 
coordonnees  des  deux  planetes  elles-memes,  mais  rapportees  a  un  autre  point 
que  le  centre  de  gravite  du  Systeme.     En  effet,  on  pouri-a  faii-e,  en  meme  temps 
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«,   6,   c-  ctatit  (letenniiiees  jiar  les  i^qiiatioiis 

(10)     o  =  a.,u-^ß^.v^.     h  =  a.^,,^ß^,,^.     ,.  =  «^.-+^^-_. 
Ol"  des  equatioiis 

011  tirc 

et  comme  on  a  (iy-\-li^  =  u..^  ji,.  on  aura  aiissi 
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«,+,:(, 


Oll  truuve  de  la   uieiue   maiiiere 


Si  Ton  relranche  des  coordonnees  n.  i',   et  £.,  la   meine  quantite 

^W  ' 

M  etant  la  somme  des  masses.  on  tronvera.  apres  quelques  reductions.  la  valeur 
suivante  de  (i,  et  de  la   meine  maniere  les   valeurs  ei-joiiites  de   h  et  de  c: 

S-|-/,|,  — J.,£, 

1 +)^— ^r " 

Les  constantes  Yi  ^"^  '^^  M'"  entrent  daiis  ees  fbrmules   |)OiUToiit   etre  des  (juan- 
tites  quelconques  remplissant   r(''((uati()n  <le  condition 


(11) 


il  sera  doiie.   eiitre  autres.  penuis  de  mettre 

.     „u     y   =  Vi.     6.,  =  — 


(IH)      (5;,  =  U.     )', 
Em  sup[)osaut  toujoiirs 


(5  =  1. 


39 
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(14) 


-  [("' ,  + '". ))',  +  "',]•     ■>/^?   =('",  +  »kH, -  "' , , 
/«y, +''«+»»,,  Mß^  =  —[»xl-h-m.J. 

_(l  +  y_),  ,)^  =  l_cJ.,. 

'   -    niy  — m  My  ' 


{\+y-ä^, 


Les  formules  (1 1)  soiit  iii(li''|t('iHlantes  de  rorigine  des  coordonnees:  elles  fbiit 
voir  que  le  poiiit  antour  ilii(|Ufl  oii  siippose  les  deiix  planetes  decrire  des  or- 
bites  elliptiques  varial)les.  est  le  centre  de  gravite  des  trois  corps.  si  Ton  donne 
respectivement  au  soleil,  ;i  la  premiere  et  a  la  deuxieme  planete  les  masses 
I.  /, .  —<)',..  Si  Ton  fait  ()'.,  =  U.  ee  point  deviendra  le  centre  de  gravite  du 
soleil  et  de  la  jjremiere  planete.  en  leur  attribuant  leurs  inasses  ettectives  m  et 
//(,.      ( )n   aura   dans  ce   cas 


(15) 


<)  =  —  1. 


ä..= 


=  '",11- 
<)n  voit  done  cju'il  l'audra  atti 
dont    la   raison   n\-st   |)lus 


IX   [danetes  des  masses   un  peu  difl[erente> 
m,       M 


8.  Avant  etalili  entre  les  quantites  x,  y.  etc.  les  equations  (6)  du  n"  2, 
les  Corps  dont  les  co(jrdonnees  sont  x,  y.  z  et  .r, ,  y^,  -, .  decriront  autour  de 
l'origine  des  coordonnees  conune  foyei'  des  orbites  elliptiques.  Noinmons.  ]>nv 
rapport  au  ])remier  de  ces  corps. 

■2<i   le  grand   axe   de  son   orbite. 

2/»   le   paranietre. 

/       rinclinaison   <lu   plan   de   Torbite  ;i    uu   plan   tixe. 

Si     la   longitude   du   noend   ascendant   du   plan   de   Forinte  sur   le   plan   tixe. 
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et  notons  d'im  trait  les  memes  quantitrs  i-apportees  au  deiixieine  c()r})s:  cela 
pose.  Oll  aiira  par  les  t'ormules  eoiiinies  poiir  le  moiivement  ellipticjue  iriiiie 
planete  aiitour  du   soleil: 


(1) 


dt 

d.f 

dz 

~     dt 

d.r 
"     dt 

dz 

'''   dt 

'''    <lt 

-i''  dt 

■'^     dt 

^'    dt 

</,(•, 

ffe, 

-'  "rf7" 

— '■'  -^ 

(-2)     H-  = 


/■,/, 


/'■Vp- 

cos  /, 

kyp. 

sin/ft 

nli, 

/■l/p. 

■iin/cosß. 

/•.V?', 

.  cos 

.• 

^■,Vp, 

sin/ 

sinß, 

^•,1//', 

.sin/ 

cosß, 

/,•  = 

1 

et  ou   ])uui'   le   plan   des    ,r  et  y   est    jiris    le    jilaii    fixe,    et    |iour    Taxe    des   ,f    la 
droite  ßxe  de  laquelle  les  iiueuds  ascendaiits  sunt  coinptes. 

Pour  le  veritable  mouveinent  doniie  par  les  equations  (13)  du  n"  1  (jii 
laisse  subsister  la  forme  des  expressions  elliptiques.  en  en  faisant  varier  les  ele- 
ments.  Dans  cette  supposition.  /'<iii  a  ciifiy  /e.v  si.r  elements  trouhli's  p.  i,  i2. 
1)^.  ?', .  i2|  troifi  ('(jiKttiotis  <ni  moi/m  (lcsqu(dlcs  oii  c.v/u'itne  immedia fernen t  /es  troi-s- 
quautitcs  \Jl^.coai^.  y;;,.sin/|Siiii2,.  V/^i  .sin/,cosi2|  jxir  les  twis  aiif/rs  Vp.cosi, 
Vp.sin/sini2.  l//Ksin/cosi2.  En  effet.  en  substituant  les  ibrmules  (1)  dans  les  tbr- 
mules  (15)  du   n"  I.   Ton  trouve  entre  ces  quantites  les  simples  relations  suivantes: 

f/(/i  j//.*.C08J4-|((jX','l/p,  .cos/|    =   (•._,, 
v'v     ,  ,"XY/).sin«sini3-|-|i(,/',|/pj.sin»',.sini2,  =  c, 

|///-y;*.sin/cosi24-,,|/'^]/;)j.sin/,cosi2,  =  — r,, 

c,   C|,   c.j  etaiit  des  coiistantes  arbitraii-es. 

On  sait  que  Ton  peiit  disjioser  de  la  direetion  des  axes  des  coordoiinees 
de  nianiere  ä  faire  evaiitiuii-  deux  des  trois  coiistantes  c,   c, .  c.,.     Sup])osons  donc 


le    p 


et  ;;/    sera 


■I    L: 


,/aii    In- 


pi, 


;i',)' 
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variahlc.     En  tai^uit  r,  =  r,  =  0.   les  t'(|iuitioiis  (3)  se  changent  dans  les  suivantes, 
I  /( /■  yp .  cos  / + // ,  /L-j ]//_) I .  cos  / 1  =  c„ , 
(4)       |(,/'|/p .  sin/  +  /.(/■,  Vp,  .sin  /,  =  0, 
I  -'^  =  -ß,- 

Les  (K'iix  pivnruM-cs  de  ccs  foriiiiilcs  tont  voir  qf«'  les  liicIaKiisoHS  (ks 
j)l<iits  des  (/,')/.}■  urhiti's  an  plan  iiirnriithlr  sunt  jiitrfditrniciil  (/('(eninna-s  par  /es 
(Iciix  iKinimi'Ircs,  et  ricc  rc/sii.  Xoiiiniaiit  J  =  /\  -  i  l"incliiiaison  iinitiK-lle  des 
deii.x    |)hins.    oii    (K'teriiiiiU'ra    /   [»ar   la    luriimlc 

(f.)      4, M,, /■/,>/>;>,. sin^  ^  =  j^,/.|/;^;+,,^/._|/;,j._,|, 

et  eiisiiite  oii  aiira   /  et   /,   eiix-nieines  par  les  tüniiiiles 

(  r.sin/,  =  /(/•V/j.sin/, 
(ß)         -        '         '      '^ 

\r^s\ui     =_,,,/-Vp,.sin/. 

Jl  snit  de  res  i'oriiiules  (jiir  /<■  plan  iiirnndhlc  jHtsserii  coiisfdiiniD'nt  entre 
1,'s  pliins  des  deiix  nrhites.  .Si  Ton  (■(Mistrult  iiii  triaii-ie  rectüio-ne  doiit  les  trois 
cntes"  soieiit 

les  anoles  du   iiieiue  trianale.   opposes  k  ces  cötes.  seront 

/,.  — /.  180—/. 
On  voit  par  la  troisieme  des  forniides  (4).  que  f  intersection  commune  des  platis 
des  den.v  nrhites  sr  iiieuf  doiis  h'  plan  i}tr(iri(d)lc.  Je  rein'arque  que  la  position 
du  plan  (ruiie  orbite  est  iiidepeinlaiite  ile  la  tonne  (jiie  Ton  suppose  ;i  eette 
orbite.  et  (|u"elle  est  entierenient  deteruiinee  des  que  le  centre  du  mouvement 
ou  l'ongine  des  coordonnees  est  tixe.  En  etfet.  ee  plan  est  cekii  qui  passe. 
dans  chaque  monient.  du  tenips.  par  rurigine  des  coordonnees  et  par  deux  |)o- 
sitions  conseeutives  de  la   planete. 

4.  L'interseetion  connuuue  des  plans  des  deux  orbites  tournant  autour 
du  centre  des  coordonnees  dans  un  i)lan  lixe  dans  Tespace.  et  (jue  Ton  choisira 
])our  celui   des  x  et  y.   il   parait  naturel  de   prendre   pour   variables 

Les  deux  rayons  vecteurs /•    et    r, . 

Leurs    distanees    au     uoeud    ascendant    conninni    des    [)lans    des 

deux  orbites /■   et    r, . 

Les  inclinaisons  de  ces   plans   au    plan   iuvai-iable /    et     /, , 
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La  longitude  du  noeud  asceiidaiit   coninmn    des  (]e\[x  plans  ou 

sa  distance  a  Faxe  des  ,r i2. 

Par  les  formales  connues  de  la  trigonoinetrie  spheriqiie.   on  aura 

=  /'(cos  ß  cos  i'  —  .sini2cosisini'), 
y    =  r  (ti'm  Si  coa  i'-\- cos  Si  cos  is'mv). 

^  /',  (cos fl  cos  i'i  —  sin  i2cos  /|  sin  v^ ), 
^1  ^^  '',(sinßcosi'|  +  cos/2cos/|Sini'j), 
=  /-iSin/iSinr^ . 

Nommons  d'v  l'angle  de  deiix  rayons  vecteurs  conseciitifs  de  la  preiniere  pknete 
fictive;  comme  dans  le  plan  de  Torbite  d'une  planete  se  trouve  aussi  sa  ]josition 
consecutive.   on  tirera  des  fornuiles  (1)  les  deux  systenies  de  fbrnudes: 


(1) 


(^) 


G^) 


(7  '  -  =  — (cosßsini'-l-sin  J2cos/cos(')()'(i  =  Adr, 
d-''^  =  — (sinßsinn  — cosßcos/cosiOf)/'  =  IU)v, 
=  CSv: 


d^ 

= 

s 

nicos 

vÜ,' 

rf^- 

= 

.](/ 

'+.^1 

di— 

!J 

dii 

d'L 

= 

Bd 

-^/i 

di+ 

X 

dii. 

d  ~- 

= 

Cd, 

+  '" 

d>\ 

en  faisant 


sinflsin/smi', 


(4)       B'  =  —  cosßsin*'sini>, 
Ic"  =       cos /.in,'. 

II  SLiit  fies  t'orraiiles  (2)  et  (o): 

|o  =  jo/r-,),o-f--r<//— 

(0  =  C'O/r  — »?r)4-r',//. 

On  tlre  .les   lonuules  i  1).  (2)  et  (4): 

I      cosß.^1  -hsinß.ii    =  —sin 
(<;)     !      cos.Q..4'-|-.sini2./i'  =  0, 


dii, 
dii. 


I-... 


■Sl.  .:/ 
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Oll   aura   .Iciic.   (Tapivs   les   fonuulcs  (.■)): 

l  sin? 

La    foniiulL' 

är  —  (/('  =  cosi.  fISi 

peilt  etre   deduite    ai.-<eiiieiit    de    la   corisideratiou   d"ui:    triaiigle   spheriqiie   forme 
par  les  cotes 

,lii.      r  +  dr.  ('  +  </(•. 
Soieiit 

,„.      f        cosß  =  jicosp,  sini2  =  71 'cos//, 

(  cos/sini3  ^  ?isin;'.  cos/cos.Q  =  n'sin/'', 
on  aura 

t       .X  =  V.«  cos  Cr -}-/').  //  =  /'.»'cosCi — //). 

(^^     I  rf^  =  _„,in(,.+,0(Jr,      </|^  =  -»i'sin(r-;-')Jr. 
II  s"eiisuit  de  ces  formules: 

.rfi  ■ yif  '[    =  r7in'am(p-^p').dr. 

yd— zd^  =  7-sin/.7i'cos/>'.()V, 

:d  '- ivd^  =  —rsini.cosp.dv, 

Oll.   en   snl)stitiiant   les  Ibriiiules  (8): 

(.vdy — ydx  =        rrcosi.dv, 
(10)     {j/f/r— -%  =        /•/•smi2sin?.(Jr. 
(;f/.r — .rdz  =  — /■/■(;osßsin/.(5r. 

Oll    parviendra   aussi    ;i    res   tbrnmles   en  reinarquaiit    que  les  premieres   parties 

sollt  les  projections  de  Taire  eleineiitaire   rrd'r,  deerite  daiis  le  plan  de  Torbite. 

Ajüutant  les  carres  des  eqiiations  (10).  on  a.   d"apres  des  foruiiiles  eonnues. 

rr(d.r^^dt,-'-hd:-—dr-)  =  r'Jr-, 
Oll 

(11)     dj'd.L-hd>jdy^,hdz  =  drdr-+-rrAr6r. 
Poiir   avoir    des   fonnules  semblables    par   rappoi't    ;i    la   deuxieme   des   planetes 
fictives.   on  n"a  t[nh  ajouter  im  trait  ;i  eliaque  lettre  dans  les  formules  (2).  (10) 
et  (11).  pourvu   qu'on  iioinine  ()i\  Tanüle  que  forment  ses  deux  rayons  vecteurs 
consecutiis.      Doiic.    puisqifon   a    i2^  =  Si.    il    viendra.   d' apres   la   seconde   des 
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tbnmiles  (7): 

di  dl, 

^     ^       "      sin«  ^   '     sin?, 

Mettaiit  c  =  (?,  =  0  dans  les  formules  (15),  n"  1,  et  substituant  les  foi-mules  (10). 
ainsi  qne  leurs  semblubles  relatives  a  la  deiixieme  planete,  on  a 

(,(( /■/■CO.s/.()'l'  +  ,((, /■,/•,  cos/,  .(Jl'     =   r.xlt, 
(13)      '  '11111  J     ' 

( /(/•;■. sin/. rfiiH-,«,;-, r,siu /,.(?(',  =0. 
De  ces  foniuiles  on  tire  les  valeiirs  suivantes  de  dv  et  de  ()'f, : 

(14) 


di                    e„sin/, 
dv    =dv  -f-tgi'  — ^=       --^^-y-dt, 

//,  c.sin/ 


dt>  =  dv  +tgi>  --—  = : r-y  dt, 

oü,  comme  ci-dessus,  on  a  fait  I  =  /,  —  i.     Substituant  la  jireniiere  de  ces  for- 
mules dans  la  premiere  des  formules  (10),   il   vient 

dy  d.c  CjSin/jCOs/ 

jusin/ 
La  difterentielle  de  cette  quantite  sera  egale  a 

r,       sin-/,cos^/  sin/  c.,      sin'-/ cos-/ 

Att —  d^~-- ■-  = -^ — </(tcr/.cot.ov:  ): 

fi  sin-y  sin/,cos«  fi  sin-I  ' 

on  aura  donc 

d'y  d  X  (■„       (  .    .         .     'f'^'         .    .  dt\  \ 


(16)  '^^  ^-y-^ 


snii.cos/,    -,- sin.' cos 


dt-        ^   df'  iiam-I  \        ^      ^    dt  '      dt 

On  tire  encore  des  formules  (14)  la  suivante: 


sni«cosy 


( 1 7)    cos /, . (J(.  —  cos  / .  (Jj'    =     ~-r   '-  -  -  4-  -      dt. 

^     ■'  '  '  sin/   \       ßrr  l\'\'\     ' 

L"expression  de  la  foire  -vive    du  systenie  est    fournie  [tar  la  tbrinule  (4).   ii"  1, 

et  par  les  formales  (11)  et  (14)  donnees  oi-dessus: 


(18) 


."[■•■•(-:f)'-(-^)>".i'.^(»-(^)i 

6".^      /  sin-^  sin-«    \  /  dr  \-  i   dr    \- 


Les   formules  (12)  et  (19).   n"l.   donnent 
(•2  r  ==  2  U—'lh, 

(ly)  '/■-'/■  '/-/■,  /   dr  y  I   dl-    \- 
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.r.Hi    vi.-nt 

IC;      r  sin-«,           •■^in''*    1 
— -4?   — ^H -t-'^/'  =  0- 
sin''/   L   /(/•/■          ^'l'\'''l  J 

Reniarquons  cncore  la  fonuuk'   qin  (k-rive  des  fornndes  (1): 

(21)     d-ij^  —  y.r^   =  /■/■j(cos/|.sini', cos /• — cos /sinrcosi'i). 

Dl'S  toriiiule?  (12)  et  (IG)  on  tiiv 

(d'y            d'.v                   c,sin«',  .  di 

•x—jT^ y—jTir  =  '—• r-^»  (cos /, sin j', cos i'  —  cos/sinrcosr, )— r— 
dt-        "    dt'            /tcosi'sini'jSin-/  ^        i         i  ^'   dt 

I  ^      c,.sinr,(.2:j/,  — i/j-,)         dl 

\  |<cosi'.sin?',sin-'7.n',       dt 

Siibstitiiant   cette  torimile  daiis  la  deniiere  des  fonnules  (14).   n"  1.  il   vient 

(  (•sin 2,  (//  /"*"*,>'., <3.         nivi,y,ä,         nini,y6  \ 

(23)       '- ^ =  —  I  +  +       '    -        1 . 

\  cosi,'siniijSin='/.;v,      dt  \        q^  q'^  o-'       / 

Coiinne  oii  a.  d'apres  les  fonnules  (11)  et  (14). 

sin-/', 
(24)     .rd-.i-+yd-y  +  zd-z  =  y  {,;•)  — {drdr  +  rröir)  =  rd'r-cl  --^^-^^dt^, 

il  suit  des  formales  (13).  n"  1: 

d'r  c^c,         sin-/,  »«wi,)'j()'„r+(J,r,  cos  F) 

I '"  — 

(25) 


'"    df'  ,»        sin^/.,-'  Ql 


mm. 


;)'i(/i''+'^i''iCOS  F)  ?/lj/»,^)'()';--}-(J;-jCOS  F) 


Des  fonnules  (18)  et  (2."))  on  peiit  deduire  la  suivante: 
(  c;         sin^/,  c-.;  sin- 


(•2n)     I 


(m m  y,, ä.,         m  m,,  y  8          vi  in, y 6 
Lj^^  _| ^-  ^ 
?■.'                      t^i'                      ?■' 


On  obtient  aiissi  la  valeur  rle  dV  en  observant   que  dans  l'equation 

cos  F  =  COS I' COS ii,-+-cüs /sin (1  sine, 
on  peut   mettre  en  meine  temps    V-\-dV.    v-\-dv.   i\-\-d'i\    an  lieu   de    V,   v,   i\. 
ce  qni  donne 

(27)     sin  Vi/J'  =  (sinrcosi', — cos/cosi'sini'J(}('4-(cosj'sin  r  — cos /sinccosr  )<5!'  . 
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Si.  dans  le  triangle  spherique  forme  ])as  les  eötes  T,  r,  r,,  on  nomine  (p  et  y?, 
les  angles  opposes  aiix  cotes  v  et   i\.  on  a 

(28)     </  V  =  cos  f/.j .  ,5V 4- cos */ .  (fr, . 
tbrmnle  (jni  fonrnit  Tintej-pretation  geometriipie  de  la  fomiule  (27). 

Les  formules  (14),  (23)  et  (27)  ]>ourront  sei-vir  ;t  verifier  la  formule  (26). 
5.     Entre  les  six  quantites 

r,     r,:     ,-,     r,;     ;,     7, 

et  le  temps  t.  on  a.  (Fapres  les  formules  (12),  (14),  (18).  (19),  (23)  du  pre- 
cedent  article.  les  e(jii;itions  suivantes  (jui  pomTont  servir  a  developper  ces 
quantites  en  fonctions  du  temps. 


lv|iia1ioiis  (lii 

'('■rentielles  du   [iroblenu 

des  t 

I. 

^«"•-si^ 

""  ^'^ ''•  ■  ^air/7  ' 

IJ. 

tg,..-^.--!-,^. 

r.,       sin?',       </f 
fi       sin/       /•/•  ' 

III. 

(•.,       .sin«        dt 
/i,       sin/      r,/',  ' 

IV. 

CjjSin», 

(mviy.^6.,         t 

»»,yA 

cos  r  .sin  Wj  sin  2/; 

'\  ~"              ^        ?' 

Q\ 

■»i„y6 


(.■.;      /  sin^«',  .sin-'<    \  /  dr  vj  f  dr,  \s 

^-    i;ük('j77-^i.;~rx)^''\^)-^''A'dr)  -^u-2k 


Vi 


■2U-U. 


dt- 


On  a  fait  dans  ces  formules 

III  in ^  mm.,  ii\m., 

Q-,  e,  (,' 

^,^    =    YY  i-r  -+-2y  J  rr^coa  V^S  6  r,  ;■, , 

?i(^i  =  yj^i'r-\-2Y^S^rr^co^V-\-d^d^i\)\, 

(.'.,{?.,  ^=  y.,y.,'''"-f--)'.^^2'''',cos  F-t-rf.^*,/-,»-,, 

cos  r  =  cos  V cos  r,  +cos /sin  rsin r, . 

Entre  les  six   constantes  ;',   (V,   etc.    on  a  les  equations  de  condition 


(1) 


(2)  (?+(?,+(),  =  0. 

\)>\iii.,)'S-\-iii.,7ny^r>^-\-mmj.,r>.,  =  0,. 
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Oll  )»,  /»,.  m.,  sont  les  masses  du  soleil  et  des  deux  plaiietes.  Douc  trois  des 
constantes  /,  d,  etc.  pourront  etre  prises  ä  l'arliitrairc  Les  quautites  //  et  ,«, 
sont  determinees  pur  les  tbrmules 

^  Ml,    =  m.^7ii,,yy-j-vi.,viYj^-\->'i>iij,^Y.2, 

M  etant  la  soinme  de  trois  masses. 

Apres  avoir  integre  oompletemeiit  le  Systeme  des  six  equations  (I.  k  VI.), 
on  a  encore  a  detei-miner  rangle  £i  au  moyen  de  la  formule 

VII.     ,/ß  =  tgc-    '!'  .  . 
sui ; 

ce  qui   se  tait   par    une   simple  ([uadrature.      On  formera   ensuite  les   six  quan- 

tites  variables 

1    ,1' =  /■(cos.Qcosr — siui2cos/.sinr).     .p,  =  /•^(cosßcosi'i  —  sinfico-s/^sin  j'^), 

^4-)     I    y  ^  ;'(sinßco.sr4-cosßco.s/siui').     y^  =  r^^alnSicosv^  +  cosSicosi^sinv^), 


I    r  =  rsin/sinc, 
et  les  six  constantes 


(5) 


»'ly.,— '".,/, 

"1 

ß   = 

ß^  = 
■>   ■ — 

•|Sm/jSint»j. 

m,Y  —  mY, 

M 

M 

my^  —  mj 

M 

apres  quoi  on  aura  les  coordonnees  rectangulaires  du  soleil  et  des  deux  planetes. 
rapportees  a  leur  centre  de  gravite.  le  plan  invariable  etant  pris  pour  celui  des 
X  et  y,  i)ar  les  formules: 

(6)    j  V  =  ((»/-hß'j, .     i\  =  tt^y-hß,.i/, ,     V,  =  a,i/-hß,!/^ , 

Voila  donc  le  probleme  des  trois  Corps  reduit  a  Tintegration  des  six  equations 
(I.  a  VI.)  et  k  une  quadrature.  Les  six  equations  differentieUes  (I.  k  VI.)  sont 
toutes  du  pirriiier  ordre,  hors  u»e  seule  qui  est  du  secoud,  et  il  ny  entre  aucuiu 
trace  des  noeuds. 


ZUSATZ  ZU  DER  VORHERGEHENDEN  ABHANDLUNG. 

In  den  Compt.  lenil.  (t.  XV.),  wo  die  vorstehende  Abhandlung  zuerst  erschienen  ist,  sowie  auch  im 
Crelle'schen  Journale  (Bd.  26),  lautete  der  Schlusspassus  der  Einleitung  (p.  298  d.  Ausg.)  folgendermassen: 

,Par  Suite,  Ton  a  fait  cinq  integrations.  Les  integrales  connues  n'etant  q"au  nombre  de  quatre,  on 
pourra  donc  dire  que  Ton  a  fait  une  integration  de  plus  dans  le  Systeme  du  monde.  Je  dis  dans  le  Systeme 
du  monde,  puisque  la  meme  methode  s'applique  au  un  nombre  de  Corps." 

In  Beziehung  auf  diese  Stelle  hatte  Th.  Clausen  —  ohne  die  ihr  von  Jacobi  beim  Abdruck  in 
den  Astronomischen  Nachrichten  gegebene,  hier  beibehaltene  Fassung  zu  kennen  —  am  Schlüsse  eines 
in  Nr.  462  der  Astr.  Nachr.  erschienenen  Aufsatzes  die  nachstehende  Bemerkung  gemacht: 

,Von  einer  fünften  neuen  Integration,  deren  Jacobi  in  der  Einleitung  erwähnt,  tinde  ich  in 
diesem  Aufsatz  keine  Spur;  die  von  den  zwölf  Integrationen  übriggebliebenen  acht  sind  alle  als  noch  zu 
integriren  aufgezählt;  nämlich  die  Quadratur  der  Länge  des  gemeinschaftlichen  Knotens  auf  der  inva- 
riablen Ebene,  und  sechs  Integrationen,  von  denen  eine  doppelt  ist." 

Dadurch  wurde  Jacobi  zu  der  hier  folgenden,  ebenfalls  in  St.  462  der  gen.  Zeitschrift  abgedruckten 
Entgegnung  veranlasst: 

Bei  Integrationen  von  Difterentialgleichungen  sehen  viele  Analytiker  die 
Quadraturen  als  zugestandene  Operationen  an,  welche  nicht  mitgezählt  werden. 
So  z.  B.  wenn  man  in  dem  Problem  der  drei  Körper  die  ersten  DifFerential- 
quotienten  der  Coordinaten  als  endliche  Functionen  der  Zeit  gefunden  hätte, 
würde  man  sieh  rühmen  das  Problem  vollständig  integrirt  zu  haben,  obgleich 
in  dem  Sinne  des  Herrn  Clausen  auch  dann  fast  noch  eben  so  viel  Integra- 
tionen zu  machen  sind,  als  in  dem  jetzigen  Zustande  des  Problems.  In  jenem 
andern  Sinne  ist  aber  wirklich  die  Ordnung  des  Systems  um  eine  Einheit  ver- 
ringert worden.  Wollte  man  z.  B.  alle  Grössen  ausser  r  und  v  eliminiren,  so 
würde  die  Differentialgleichung  zwischen  diesen  beiden  Grössen  in  den  gewöhn- 
lichen Formeln  auf  die  siebente,  in  den  hier  gegebenen  auf  die  sechste  Ordnung 
steigen.  Uebrigens  ist  das  hier  gefundene  Resultat  nur  ein  besonderer  Fall  eines 
allgemeinen  Satzes.  Wenn  nämlich  in  irgend  einem  mechanischen  Problem  der 
Satz  von  der  lebendigen  Kraft  V  =  k  und  die  drei  Flächensätze  gelten  »  =  «. 
V  =  ß,  w  =  ;'.  wo  h,  «,  ß,  '/,  ß'-\-y'  =  s  die  willkürlichen  Constanten  be- 
deuten:   so  reichen    die    c//r/  (üciclumgen    V=h,    u^a,    c'-'-t- lO' =  4  hin.    mn 
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die  Ordnung  des  Systems  um  fihif  Einheiten,  oder,  wenn  man  die  Zeit  eliminirt, 
um  sechs  Einheiten  zu  verringern.  Dafüi-,  dass  man  durch  drei  Gleichungen  die 
Ordnung  um  sechs  Einheiten  verringert,  hat  man  drei  Quadraturen  zu  leisten, 
wovon  aber  die  eine  von  dem  einen  der  drei  Flächensätze  übernommen  wird, 
auf  welchen  man  noch  keine  Rücksicht  genommen  hat.  Die  Zurückführung  der 
elliptischen  Bewegung  eines  Planeten,  so  wie  des  Rotationsproblems  auf  Qua- 
di'aturen  ist  unter  diesem  allgemeinen  Satz  enthalten. 
Königsberg,  den  31.  October   1842. 
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THEORIA   NOVI  MULTIPLICATORIS   SYSTEMATI  AEQÜA- 
TIONUM  DIFFERENTIALIÜM  VULGARIUM  APPLICANDI. 


§•1. 

Argument  um. 
Propositurus  sum  sequentibus  Euleriani  Multiplieatoris  extensionem,  per 
t(itimi  calculum  integralem  uberrimi  usus  et  frequentissimae  applicationis,  eamque 
ab  amplificatlonibus  ab  ipso  Eulero  et  Lagrange  factis  diVersissimam.  Quae 
amplificatio  maxime  nititur  analogia,  quam  in  alia  Commentatione  pluribus  pro- 
secutus  sum,  inter  quotientes  differentiales  et  Determinantia  functionalia.  Efficit 
Eulerianus  Multiplicator,  ut  duae  duarum  variabilium  functiones  datae  pro- 
ducant  eiusdem  functionis  difFerentialia  partialia.  Respondent  autem  difFerentia- 
liliiis  })artialibus  Determinantia  functionalia  partialia,  quae  formari  possunt,  quoties 
variabilium  numerus  numerum  functionum  superat,  variis  eligendo  modis  varia- 
biles,  quarum  i-espectu  Determinans  formetur.  Ita,  datis  n  functionibus  v  +  I 
variabilium,  earum  functionum  dabuntur  » -f- 1  Determinantia  partialia;  veluti 
si  /'  et  (f  trium  variabilium  .r,  y,  :  functiones  simt,  tria  earum  functionum  De- 
terminantia partialia  erunt 

df        d(f'  df        d(/i  df        dtp  df        öq>  8f        d(p  df        dip 

61/        dz  dz         dij    '       dz        d.v  da:        dz    '       d.v        dy  dy        d.t 

(^>uibus  considerationil)us  motus.  ut  Eulerianam  theoriain  ampliücarem. 
generaliter  Multiplicatorem  examinavi,  in  quem  ducendae  essent  /<  +  !  functiones 
n-\-\  variabilium,  ut  producta  haberi  i)ossent  pro  earundem  )i  functionum  De- 
terminantibus  functionalibus  partialibus.  Quemadmodum  autem,  proposita  func- 
tione  duarum  variabilium,  inter  bina  eins  difterentialia  [)artialia  intereedit  aliqua 
conditio  ex  elementis  nota,  scilicet  ut  alterius  differentiale  secundum  alteram 
variabilem  sumtum  alterius  differentiali  secundum  alteram  vai'iabilem  sumto 
aequale  sit:  ita  inter  illa  n-\-\  Determinantia  functionalia  partialia  inveni  locum 
habere  conditionem  analogam.  Singulis  enim  Determinantibus  functionalibus 
]jartialibus    respective    sccundiun    singulas    variabiles    difterentiatis,    aggregatum 
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»  +  1  quantitiituiu  provcMiientiiim  vldeliiinus  iiK'iitice  evauescere.  Qiioil  siiiipt-- 
ditat  aequationera  differentialeiu  partialeiii.  cui  Miiltiplicator  ille  satisfacere  de- 
beat,  ei  analogam,  qua  Eiileriamis  Miiltiplicator  definitur.  Et  vice  versa, 
sicuti  in  theoria  Euleriana,  qiiaiucnnque  quaiititatem,  aequationi  illi  differentiaü 
partiali  satisfacientem .  videbiniiis  pro  Multiplicatore  habei'i  posse.  Unde  a<l 
Multiplicatorem  aliqiiein  obtineiidiiiii  iion  neoessai-imn  erit.  iit  ilhu-  n  fmictioiics 
ipsae  innotescant. 

Investigatio  ipsius  functionis  duanim  vai'ialnliuin.  cuiiis  differentialia  pai-- 
tialia  datis  functionibus  proportionalia  sint.  ])eiidet  ab  integratione  conipleta 
aequationis  differentialis  vulgaris  primi  ordinis  inter  duas  variabiles:  quippe  quat- 
ea  erit  functio,  quae  Constanti  arbitrariae  aequalis  evadit.  Multiplicator  autem. 
qui  functiones  datas  aequales  efficit  binis  ditierentialibus  eius  functionis  partia- 
libus,  ipsius  aequationis  diffej'entialis  Midtipiicator  appellatur.  Qui  aequationis 
differentialis  integratione  completa  sponte  suppeditatur,  et  vice  versa  eius  cogni- 
tione  ijjsa  integratio  maxime  expeditur,  videlicet  ad  solas  revocatur  Quadra- 
turas.  Similiter  datis  n  +  1  variabiliuni  ii-^\  functionibus.  ut  obtineantur  n  func- 
tiones, (|uarum  Determinantia  pai-tialia  rationes  easdem  atque  illae  inter  sc 
habeant:  facile  patebit.  integranduni  esse  systema  n  aequationuni  dififeren- 
tialium  vulgariuin  primi  ordinis.  quo  scilicet  statuitur  illarum  //-f-1  varia- 
biliuni differentialia  esse  in  ratione  i|)saruni  n-{-\  quantitatum  propositarum. 
Quo  complete  integrato.  functiones.  quae  Constantibus  arbitrariis  a  se  inde- 
pendentibus  aequales  evadunt,  ipsae  erunt  n  functiones  quaesitae.  Atqui- 
Multiplicatorem,  qui  n-\-\  quantitates  datas  Determinantibus  earum  f'unc- 
tionum  partialibus  aequales  efficit,  per  analogiam  illius  systematvi  aequationnm 
differentialium  viilg-arium  Multiplicatorem  appello.  lam  quidem  complete  inte- 
grato systemate  aequationum  differentialium  vulgarium,  eius  facile  innotescit 
Multiplicator:  quippe  ad  quem  inveniendum  tantum  opus  est,  ut  functionuni 
Constantibus  arbitrariis  aequalium,  quae  per  integrationem  completam  constant, 
unum  aliquod  formetur  Determinans  partiale.  At  vice  versa,  cognito  aliquo 
systematis  aequatjonum  differentialium  Multiplicatore,  sive.  quod  idem  est,  cog- 
nita  aliqua  solutione  aequationis  differentialis  partialis,  qua  Multiplicator  defi- 
nitur. non  Ita  patebat,  utriun  et  quodnam  inde  commodum  vel  auxiliinu  ad 
integranduni  systema  peti  posset.  ita  ut  nostri  Multiplicatoris  analogia  cum 
Euleriano  videretur  in  ea  i}»sa  re  deficere.  qua  propter  olim  Eulerus  sui 
Multiplicatoris  tlieoriam   condidit.     Contigit  tandem  usum  introspicere  plane  sin- 
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^■||lal■ell^  qiK'iii  in  integ-i-ando  at-fjuatiuiiuiu  diffciviitialimii  systeiiiate  t-  Miilti- 
plicattiris  i'o;initioin'  pcrciitcre  lici-at.  (|ii()(l  scilicet  i.'ius  ope  noii  pr'mia  aliqiia. 
sc'd  ouinimn  ultiiua  iiitenratio  ad  (^»iiadi-atnras  ivvocetiir.  Hiiir  in  tlu'oria  inte- 
grationis  aeijnationnm  differentialium  vulgarium  novns  dis([uisitionuni  ajteritnr 
canipus.  videlicet  iiltinias  investigandi  integrationrs.  dum  primae  non  innotescanit. 
(t)uipi)C'  in  vastis  et  luculentissimis  probleniatis  per  theoriam  hie  propositam  i\t. 
ut  ultima  generaliter  absolvatur  integratio,  dum  in  easibus  tantum  particularibiis 
Integral ia  prima  invenire  licet. 

Capite  primo  examinabo  Multiplicatoris  nostri  varias  tbrmas  insigniores(jne 
proprietates.  In  altero  Capite  eius  raonstrabo  usum  in  integrando  aequationum 
differentialium  vulgarium  systemate.  In  Capite  tertio  theoi-iam  Multiplicatoris 
extendam  ad  systemata  aequationum  differentialium  vulgarium  cuiuslibet  ordinis. 
In  Commentationibus  deinde  subsequentibus  mihi  propositum  est  praecepta  hie 
tradita  variis  illustrare  applicationibus:  e  quibus  est  princij)ium  novum  mecha- 
nicum  latisshne  patens.  nuper  a  me  sine  demonstratione  divnlgatum. 


Caput    primum. 

Novi  Multiplicatoris  detiiiitio  et  Viiriae  i)i'()i>iirtates. 

§•  '■^- 

Lemma  fundamentale  eiusque  varii  usus;  de  Delerminantibus  l'unctionalibiis  |KirtiaIil>us. 
Aequatione  inter  variabiles  x  et  y  proposita 

/'(■''>  y)  =  coiist.. 

obtinetur  differentialium   </.r  et   (/y   ratio 

Si  de  hac  ratione   differentialium   dx  et  dy   sola  agitur,    in  dextra  j;arte  aeipia- 

tionis  antecedentis  omittere   lieet   dilFerentialium   ijartialium   —4—,   ~J—  tactorein 

'  Od;         dy 

vel  denominatorem.  si   (|uo  atticiuntur.   eommunem.     Ubi  vero  pro  quantitatibus, 
quae  differentialibus  dx  et   dy  proportionales    evadunt.    ipsa   sumere    placet    -„ 
et j_\     vel v'      et    -^'    ,   qualia  differentiatione   partiaü    prodeunt,    nullo 


dy 


li;i   clKiraftero  c)  tleuold. 
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tactoiv  auf  (leuoiiiiiKitore  coinimini  rejecto.  eain  conditionem  formula  analytica 
cxiirimi   [x^sse  constat. 

\'idelicet  si  quantitas  ipsi  di  |irc)iiui-tiuiialis  ililFerentiatur  ipsius  x  re- 
spectu.  quantitas  ipsi  dy  proportloiialis  dift'erentiatur  ipsius  y  respectu.  quaiiti- 
tatum  differentiatione  provenientium  summa  identice  evanescere  debet.  Theu- 
reiiia  siinilc  ad   plures  variabiles   valet. 

Ae(|uati()nilnis  enim  inter  .r.   y,   z  |)ropositis 

/■(.(■,  11,  :)  =  ('i)nst..     f/(,;',  ,;/,  z)  =  ('on.st. , 
obtinetur  differentiando 

E  quibus  aequatioiiilnis  eruuntur  diffeventialiuin   (Li\  dy,  d:  rationes 

./.r  :  r/v  :  dz  =   A  :  B  :  C, 
siquideiu   jionitur 

öf        ö(f  df       d(f 

dy        öz  dz        dy    ' 

fi  —  JJL  __^  _  _^  _^ 

dz    '    dx  dx    '    dz    ' 
df        d(p    df        dg) 

d.i-        dy  dy        dx 

Si  tantum  de  ratioiiibus  differentialiuiu  dx.  dy,  d:  a<i"itui".  factoreui  vel  denomi- 
iiatoiviii  cominuiK'iii  quautitatuin  .1.  JJ,  (\  si  quo  afficiuntur.  omittere  licet. 
Ulli  viTO  pro  quaiititatibu8.  quae  differentialibus  dx,  dy,  dz  proportionales  eva- 
duiit.  Ipsa  sunierc  placet  A.  B,  (',  nullo  factore  vel  denominatore  communi  re- 
jecto. eani  conditiduem  aliqna  fornuila  analytica  exprinii  posse  videbimus. 
Fit  enim 

dA     d(f>         d'f  df         d'(f  d(f^        d' f  df         d' (f 

dx  dz       dydx  dy       dzdx  dy       dzdx  dz       dydx   ' 

dB     d<p         d'f  df        d'(f  d(f        d'f  df         d' (p 

dy  dx       dzdy  dz       dxdy  dz       dxdy  dx       dzdy    ' 

dC     d(f  d'f  df         d'<f  d(f         d'f  df         d'(f 

dz  dy        dxdz  ex       dydz  dx       oyvz  dy       dxdz 

Quae  exitressiones  additae  sese  matuo  destruunt.   unde  eruitnr 

dx  dy  dz  ' 


i 
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hoc  est.  si  quaiititatem  ipsi  <Lv  pruportionaleni  i[)sliis  .r  respectii.  (jiiaiititatem 
i|)si  (ly  proportionalem  ipsius  y  respectii.  quantitatciu  ipsi  d:  [»roportionalcui 
ipsius  :  respectu  difTerentiamus.  triimi  qiiaiititatuiu  ditlereutiatioiie  pruvenieiituiiu 
summa  identice  evanescere  debet.  Quae  cmiditio  prorsiis  analoga  est  ei,  qiiae 
antecedentibus  de  diiabus  variabilibns  tradita  est  atcjiie  e  primis  elementis  constat. 
Antecedentia  ad  numerum  variabiliuiu  qucununque  extendere  licet,  siquidem 
advocantiir  propositiones,  quas  in  Diario  Crell.  Vol.  XXII.  [Cf.  Vol.  III.  h.  ed. 
pag.  3.^)5  et  393]  de  Determinantibiis  algebraicis  et  functionalibus  tradidi  et 
quarum  jier  totam  hanc  Commentationein  usnm  treqnentissimum  faciaiu.  Ha- 
betur enini   sequens 

Lemma    tuiidanieiitale: 
„Sint  A,  A^,   A., .l„  qiKiiitddti'S.  tj/ine  in  iJctin-ininaiitc  fnnctionali 

respectirc  per  -^  .   —-  .   -^ —-    uitiUinllaitiK'  iej)irlH-ii(hiiitiii\  crif 

^  ^  dw         d.c,   '      d,r.,  ö.r^  '  ' 

SA        6A,         8A,  dA 


Demonstratio. 

Secundum  definitionem  quantitatum  ^4,  .4,  etc.  fit 

Bf     df^      df,         dt\  df  df  df  df 

2±~^ jT^--^ ^-  =  -V--  -J4-    _  -  .4,  +  -,,- -  ^l.,H h--.:-^l„. 

d.r       dx^       d.r„  d.r^^  d.r  dd-^       '          er.,       -  c'.f^^       " 

Unde  Lemma  demonstratu   propositum  sie  (juoque  exhibere  licet: 

^^_^  df      df^       6f,         df\,    ^    a(fA)         d(fA^)        J^f^A      ...       ii^"l. 
"         d.v      o.«j       d.r.,  d.r^^  Ar  da-^  dx,,  da-^ 

Facio.  hanc  fbrmulam   iam   demonstratam    esse  pro  ;/  —  1    t'unctionil)US  //    varia- 
bilium.   probabo  Lemma  ad  »  fimctiones  u-\-l   varialiilium  valere. 

Designo     per     (/.    k)     (|nantitatem.      cpiae     in     Determinante     t'nuctionali 

.2  + -7^ 7, 7^-  multiplicata  reprehenditur  pei-  t'actorem 

d.r      da-,  dx  '  '  ' 

df        a/-, 


Constat    autem    per    Determinantium    proprietates    iam    olim   ab    IIb.    Laplace 
adnotatas,     himt     Ayyreyafd .     m     UctenmiKiufc    fiuictidinih    proposito     rcsp.    per 

41* 
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df        af  df        df^ 

-^   et  per  -T. r-^     mnltitthaitd .     ralonbiis    oinxhsitis    qandere.       Unde 

dx.       d.r^  ^         dx^      dx.  '  i  i  ■' 

sequitur 

(/,  ^.)  =  _(X-,  /)     sive    (/,  k)+{k;  0  =  0. 

Est  .1,  coniplexns  terminorum  eins  Deterininantis.  qui  per  ,—  multiplicantur. 
linde   Ht 

qua  in  formula  ipsum  (/,  /)  aiit  oinittendum  aiit  =0  ponendnm  est.  Est  porro 
.4.  Determinans  functionuni  /',.  f.,,  ....  /'„  fonnatiim  respectu  variabilium  x,  .r,, 
.T, .?■■_!,  ;r,^_, )■„   atqiie    sunt    (/,  0),   (/,  1).   etc.    qliantitates,    quae   in 

_^    ^A 

dx     '      c*.r, 

Unde  si  Lemma  propositum  ad  /t  —  1  t'imctiones  //  variabilium  valet.  erit  pro 
indicis   /'  valoribus  0.    1.   2,   .  .  .,   // 


dx  dx,  dx 


0, 


ideoque  etiam 


^  _  a[/;-o;o)]  ^  g[/;-o;i)]  ^     ^  ^[/;-(v«)] 


ö.«  cV'  ö.r 


(^uae  formula  pro  quolibet  ipsius   i  valore  U,  1.  2.  . . ..  //,  valet.     lam  generalitei 

observo,  qiiotics  poiKitur 

6(1.  da  ,  da. 

B  =      ^^H ^  +  ...H ^^^, 

dx  dx^  dx^ 

desi(j)>(intihus  a^j,  quantitates  qnti.'tcuitqne,  pro  qifihits  -s-it 
fieri 


«,.*  +  «*,;  =  0,     «-.  =  0, 

dB        dB,         dB.,                 dB 

dx  +  dx^  +  a..,"-+-+  ./ 

=  0 

a   inter  se  juncta 

öa  j                da^. 

d  — ;r^ —           5  — ;; — '— 

dx,       _          dx, 

dx. 
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ÖH  SIL  dH 

mutuo  destruuntur,  iinde  totam  expressionem  -.-,-   -h-^ 1 h-^^ —  identice 

'■  d.r  dj)^  ox^^ 

evanescere  invenis.    Ponendo  autem  /',.(«',  k)  =  </,.  j,  satisfit  eonditioni  «,,t=  -—((,,,1, 

poiTO  fit  H,  =  A,:   ideoque 

dA         dA.  dA 

-ä 1-  13 ^ H  -3—^   =  Ü, 

sive  Lemma  de  vi  functionibiis  //-i-1  variabilium  justum  erit,  dummodo  de«  — 1 
t'unctionibus  11.  variabilium  locuiu  habet.  Unde  tantum  necesse  est,  ut  Lemma 
pro  ima  functione  duaruni  varial)iliiim  constet.  Pro  una  autem  functione  /i 
duarum   variabilium  .r  et  //   abeuiit   quantitates  .1  etc.    in    difi'erentialia   |jartia]ia 

t;—    et ^  .   ideonue  Lemma  redit  in  tonuulam 

dy  dx  1 


dy  dx  '    . 

quae  est  difFerentialium  partialium  proprietas  fundamentalis  supra  commemorata. 

Lemma  oenerale  etiam  directe  demonstrari  potest  absque  illa  reductioue 

iiumeri  ii  ad  numeruui   11  —  1.      Nam  cum  .1,  vacet  differentialibus.   ipsius  ,r,  re- 

.      .  öA. 

spectu  sumtis,  e  quantitatibus     ~-   nulla  implicare  potest   dirtereiitialia  bis  se- 

cundum  eandem  variabilem  sumta.  Differentialia  autem  secunda,  seeundum  va- 
riabiles  diversas  «,  et  a\  sumta,  11011  provenire  possunt  iiisi  e  solis  duobus  ter- 
minis 

dA.         dA, 

dx.  rx^ 

Unde  ad   probanduin   Leinma   pi-opnsituni  sufficit   ut  (lemonstretur.   in  Aggregato 

dA.         dA,  .  .  07- 

-^~+    r se  mutuo   destruere  ternunos   ijer  (luantitates   -,, — ~   muiti|)Iicat( 

dx.  dx^  -1  -  -I- 

Quod  facile  patet.     Ponauius  eniii 


fit   seeundum   Determinantium   proprietatem,    in    |)ri 
vocatam, 

l   '    dx^  -    dx.  "    öx. 


linos 

per 

quantitates 

-dxfix,^ 

4-- 

taten 

1,    in 

iiriore    di' 

iioiistrat 
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Quantitati's  «, .  a...  etc.  iu'(|iie  dillViviitialibiis  secniKluiu  x,  sunitis.  iie(|iie  dift'e- 
rentialibus  seciindiim  x,,  sumtis  afticiuntur.  rmk-  substitueiidt)  iiisarmii  .1,  et 
A^  expressiones  antecedentes.  de  Aggregat« 


ilaiit    (liti'ereiitialia    seciunla.    seemidimi    variahiles  .(',   et 


dA. 

dA 

L 

Inda. 

seem 

dimi    \ 

arial) 

5Y„. 

ß,„ 

5Y„, 

dx^d.i 

luteiii 

inter 

oiniies 

teriu 

A^ 
h 

dA., 

pron 
niini; 


se  iiiutuo  destruentibiis.     Eraiit  auteiii  inter  oinnes  teriuinos  Aggregat!  propositi 

dA 

dx 

dA.  dA.  ,.  ,.  .   ,.,  ÖY„,  ,      . 

soli   termini   -^ — ^H — ;^ — .    qui   atnci   possmt    ditterentialibiis     .  _  ^ — .    iinde   in 

Aggregato  proposito  termini  difterentialibus  secundis  secimdum  .r,  et  x^.  sumtis 
affecti  se  mutuo  destnuuit.  Unde.  cum  .?v  et  .r^.  binae  quaecunqiie  variabiles 
esse  possint  a  se  diversae.  ilkid  Aggregatum  totuni   evanescit.      Q.  d.  e. 

Qiioties  nnmerns  variabilinin,  quas  datae  functiones  /, .  /;,  ....  /;,  im- 
plioant.  ii)sum  functionnm  numeruin  u  superat,  proponi  potest,  earum  functionum 
Detenninantia  respectii  quaruinque  //  variabilium  formare.      Quae  vocabo  fiine- 

tionurn   /, .  /j f„    Dtf/'/iniitaiifin  jxniialid   secundnui    analogiam    denomina- 

tionis  de   ditlereiitialibus   usitatae. 

.">i  minierus  variabilimn  est  /#  +  !  sicuti  antecedentibus.  erit  numerus 
Determinantiuin  functionalium  partialiuui  /i-\-[:  si  numerus  variabilium  est  n-i--2. 
dabuntur  4^(«  + 2)(//  +  l)  Determinantia  functionalia  jjartialia.  et  ita  porro. 
Eorum  Deterniiuantium  funftionalium  partialium  signa  cum  in  arbitrio  posita 
sint.  casu.  quo  variabilium  numerus  iiumerum  functionum  tantum  unitate  superat. 
supponam,  signa  omnium  Determinantiuin  ab  eorum  uno  ita  pendere,  ut  bino- 
rum  Determinantiuin  partialium  alterum  de  altere  deducatur,  in  signis  differen- 
tialibus  binarum  variabilimn  indei)endentium  commutatione  facta,  omnium  simul 

terminorum  mutatis  signis.    (^hiem  invenis  esse  habitum  quantitatum  A,  A,. 1„. 

quae  sunt  functionum  /',.  f...   ....  /;,  Determinantia  partialia.      Videlicet  de   uno 

""         dd\       da:.,  dx 


AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIU.M  VL'LGARIUM   APPLICANDI.  327 

dedacitur   — ^4,,  loco  ipsonim 

dx^    '       dx.    '      ■   ■   ■■        Qa;. 
respective  scriheiido 

dx    '       dx    '      ■   ■   ■'        ß^. 
Pro  Ulla  duarimi  variabiliuui  x  et  y  lunctione  /[  abibunt  Determiiiantia  partialia 
in  dift'erentialia  partialia   fiinctionis  /'.    alteruin    j)ositiv(j  alterum    negativo  sigiio 
suintum, 

^       _^J\_      ^,^,      __  Sf^^    _^. 
dtj    '  dx  dy    '      dx 

Et   quemadniodum   intei-    ditferentialia    partialia  -^ —    et  -^ —  locuni    habet  for- 
niiila  f'undamentalis 

öf,  df. 

d  -^ —        5  -^c — 
oy  dx       _ 


dx  dy 

ita.  «-I-1   variabilium  x,  ,r,,  x.,.   .  .  .,  .r„    propositis  »  t'unctionibus /, .  /j f\, 

Leinmate  antecedente  constituitur  inter  Detenninantia  partialia  ,4.  .4;.  ,4^,. 1„ 

aequatio  conditionalis  fundamentalis 

SA  oA.  ÜA.,  dA 

öx  d.t'i  dx,,  dx^ 

Quod   igitur  Lemma  gravissimain  manifestat  analogiam  Deterininantiuin  fuiietio- 
nalium  et  quotientium   difFerentialium  partialium. 

Lemma  traditum  dedi  olim  in  Commentatione,  Vol.  VI.  Diar.  Crell. 
pacj.  263  sqq.  imerta.  „De  resolutiove  aequatiomim  per  series  inßnitas.^'  Quod 
eo  loco  adhibui  ad  demonstrandain  Propositionem,  quae  et  ipsa  luculentarn 
analogiam  Determinantium  functionalium  cum  differentialibus  constituit.  Nam 
cum  pateat  seriei  e  solis  variabilis   x  potestatibus  conflatae  quotientem  diiferen- 

tialeni    vacare    terniino     -.   demonstravi.    serierum  /',  /', .   ....  /'„.  con/ldfdrKin   c 

.'iolis  iutn'((/)iiuim  X,  x,,   ....  x„  potestatibus,  Detenninans  J'nnctionaic 

^^df    a/,     df,      dt: 

"         dx      dx^      dx^         dx^ 
vttcdix'  tciDiiiio  •     Quippe  Determinans  antecedens  per  Leiuiiia  nostruiii 
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acMiimtiir   (|uai)tlt;iti 

d{fA)  difA^)  öifAJ 

ciiiiis    ternihius    priinus    evoliitiis    vacaiv    ilt-ln^    tfi-miiio    in 

tcnuino  in  iliicto.    et   ita   porro.    ita    iit   in   tota   (piantitate    evoliita    noii    ob- 

veniiv  iiossit  terniiniit; 

'  .r.i'j.r.,....?^ 

(j>iiae  propositio  adhihcri  putest  ad  aiiiplitifaudaiii  theoriam  Cauclivauaui 
ivsidiioi'uiii  dictaiu.  eiusqiie  ope  radices  systeniatis  simiilüuiei  aeqiiationuin  in 
serii's   inrinitas  cvolvi.   (|n<)d   in   Coninientatione   citata   videas. 

Data  ofcasione  lnwitcr  ailiinc  inniiani  usuin  Leniniatis  propositi  in  in- 
k'ti'ralilms  multiplicibiis  niter  datus  Innito-  (Ifterniinandis.  Proponatur  integrale 
multiplex 

fUdfdf\...,lt\. 

ponamusque   limites.   inter  quo8  integratio  at'ficienda  sit.  eo  detiniri.   (juod   intro- 
diicendo  eertas    alias   variabiles  .r.  ,):, .   ....  .r„    pro   variabilibus   independentibus, 

harum  novaruni  variabiliuni  limites  a   se  invicem   independentes  sive  constantes 
sint.      ('(instat.   novis  variabilibus  exhibitum   integrale  [jropositum  fore 

./ t/.//v/,..,//:,  =  j  f/(-^±^.^i- ... -^),w..,..</.„. 

Variabilibus  propositis  /',  /■.   ....  /],  expressa    C/"  integrataque  ipsius   /"  respectu. 
prodeat   IJ,  ita   iit  sit 

[j^/ü<lf,     ü 

erit 

df      öf\         df 

o.i-      d.r^  d.t\^  " 

(Juod  patet  sulistituendo  valores 

du  _  öii    df       (U    e/;  du    df, 

d.i\  df        d.v.  (9/",        dd\  df,,       du-, 

et  übservando.  post  substitutionein  tactam  evanescere  quantitates  omnes 

dji      dn  ^n_ 

'df\-  'df:'  ■  ■  ■■    df, 


dn 

df  ■ 

dn 

d.i- 

Ar 
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(liictas.     Fit  autein   e  Leinmate  proposito 

^_^  du     ö/,     df,       ö/„  _  d{nA)       ö(nA^)   _      '   d(nAj 

"         d,r        d.v^       du\,  dx^^  d.r  dx^  dx^^ 

l'nde  eriiitui"  t'orinnla  reductionis 

fUdf,lf\...df;, 

=  /[77  J]  r/.r,  (ht., . . .  (lr^_ -^/[TJA^  ]  ,Lr,l.c., . . . (Lr^^ H h./'[/y  ^„ ]  d.nLr^ . . .  <h-^_^ . 

Hic  signo  [HA,]  denoto,  in  fanctionibus  /',  /', .  .  .  .,  /„  ipsi  o;,  substituendos  esse 
binos  eins  limites  constaiites.  binasqiie  expressiones  ipsius  TIA;  provenientes 
alterani  de  altera  detrahendas  esse.  Hine  integrale  (»  +  l)-tuplex  proposituni 
videmus  revocari  ad  2n  +  2  integralia  /^-tuplicia.  Quae  singula  eadem  quidem 
iormula   exhiberi  possnnt 

./■/7.//;.//;. ...//■„*). 

sed  pro  singulis  erit  TJ  diversa  ipsarum  /', .  f.j.  .  .  .,  f„  functio,  limitesque  ipsarum 
/i-  /-M  •■••  fn  diversi  erunt.  Singula  deinde  integralia  ;i-tuplicia  eadem  me- 
thodo  ad  2n  integralia  (n  —  l)-tiiplicia  revocari  possunt,  eaque  ratione  pergere 
licet,  iisque  dum  tota  integratio  inter  limites  propositos  perfecta  sit. 

Lemma,  traditum  sub  alia  (juoque  forma  pi-oponi  potest  memoratu  digna. 

Habeamus  enim  .r,  ,r,. r„  pro  ipsarum  /'.  /',,   ....  f„  functionibus,  earumque 

quaeramus  diiferentialia  purtialia.  ipsius  /'  respectu  sumta.  Quae  per  regulas 
notas  inveniuntur 

da-  A  ö.r,  A^  a,c„  A^ 

df  ^~R'    ~df    ^^~'     ■  ■  ■'      'e/"  ""  IT  ' 
siquidem  R  est  Determinans  proposituni 


Hinc  formiiia  nosti'a 

dA 


da 


3± 

"dx  ' 

Öfn 

dx^ 

d.- 

.      , 

••-f- 

dA 

da- 

dx 

si  reputamus .  esse 


*)  lluliemlo  enim  .r  pro  C'onstaiite.  fit 

fn A (Lr  dx dx    =  J'ndf^ df., ...df 


cum  j^it 


Sf,      <3/^         df^ 
dx,       dx,-,  dx 


is  toLinula  pro  reliquis  integialiUus  valet. 
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dR  dR      a.v         dR      dx^  dR      a.r„ 

t'orrnuin   iiiiluit  sequenteni: 
sive 

öiosi?       ^"äf       "^^7^  ^^ 

df  dj;  dj\  o.c^^ 

lii    his    formulis   siipponitur.    ipsas    H.  .r,  .c, r„    pi-iimim    pro    qnantitatuin 

/',   f] /;,    functionibus    haticri    iiiniies(|iic    seniiuliiin    /'  differentlari:    delnde 

dx  d.r.  .  .      . 

ilüK-rentialia  partialia  -kt  •    ~^^  •  ^^tc  rursiis  per  ipsas  .r,  x a\  exprimi.  et 

res[)ective    secundum    >r,  .r, .   ....  .(■„    differentiari.       Commutaiido    quaiititates  ,)•. 

,(■,,  etc.  cum  qitaiititatibus  /',  /', .  etc..  tbnmila  antecedens  in  aliam  abit.  quam  in 
Dlvr.  Grell.    Vol.  XXII.   pag.  336   [Conf.  Vol.  III.  li.  ed.  p.  412]  demonstravi. 

§■  3. 

Aovi  Multiplicatoris  iletinitio.     Aequatio  differeiitialis  |iai-ti;ilis.  c-ui  satisfacit.     N'ariac  fonnac, 

quas  Miiltipiicatoris  valnr  imlufi-f  potost. 

Sint    A",   A', A'„    variabilium    .c,   ./, , r„    fimctiones    quaecunque 

non  simul  omnes  identice  evanescentes:  proposita  aeqnatione  differentiali  par- 
tiali   liiieai'i   primi   ordinis 

öd-  '    ö,r,  '-    o.r^ 

solutiones  ejus  exstant  n  a  se  invicem  indeijendentes.  Quarum  Determinantia 
partialia  eriint  inter  se  iit  Coefficientes  aequationis  differentialis  partialis  pro- 
positae  A',   A', A'„.      Solutionibus  enim  illis  a  se  independentibiis  vocatis 

/;•  u  ■  ■  •'  /■„. 

habentur  aecjiiationes  identicae 

ox  '    d.i'j  "    dx^ 

df.  df],  df, 

dx  '    ö.c,  "    dx     ■ 


df  df  df 

dx  '    dx,  "    dx 
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(j[uae  sunt  n  aequationes  lineares  iiiter  u-\-\  quantitates  A,  A, ,  ....  X^,  terminis 
carentes  eonstantibus.  Quibus  aeqnationibus  determinantur  rationes,  quas  ipsae 
A',  Ai,  etc.   inter  se  tenent.     Videlicet   i)er  regulas   notas  algebraicas   invenitur. 

ipsas   A',   A, X„    esse   inter   se    iit    quantitates   A,  .4,,   ....  A,„  §.  pr.   con- 

sideratas,  quae  erant  complexus  tenninoruiii.  in  Determinante  functionali 

~  a.r       ß.Fj       ö.r,  dx^^ 

resiiective   l^er  — ,     .    -^— ,        niultiiilicatoruni.  sive  funetionuni  /' .  /.',.  ... 

....  /v,  Deternünantia  partialia.     Sit  M  t'artor.  pei'  (luem  Coefficientes  A',  A', ,  . . ..  X„ 

nuiltiplicati  ipsa  producant  Deterniinantia    pai-tialia   .4.   rl, ,4,,    ita  at  iiat: 

(1)     MX  =  A,    iUX,  =  .1, MX=A. 

Püsito 

^  _   ^_        df      Ö/,  df„ 

cum  habeatur 


sequitu 


4^+aA/: 


(2)    R  =  M(x^t^x^_lL+...  +  X^^ 


lisdeni  substitutis  fornmlis  (1),  Lemma  §.  pr.  demonstratum  in  hanc  formulam  abit: 
d(MX)         d(MX,)  6 (MX  ) 

Habemus    igitur    Propositionem    se(juenteni.     qua    Multiplicatoris    M    continetur 
delinitio. 

Propositio. 
_  Proponatur  exi)ressio 

da-  '    a.i'i  "   d.i)^  ' 

in  qua  sint  A',  X^.  ....  A„  datae  variabilium  x.  x\.  .  .  .,  x„  l'unctiones: 
t'unctionibus  /', .  /!,,  ...,  f„  rite  determinatis .  ipsa  /'  autem  indeterminata 
manente.  semper  exstabit  factor  M.  per  quem  multiplicata  expressio  pro- 
posita  formam  indiiat  Determinantis  functionalis 

/       Sf  df  df    \  cf      Bf,       df,         df 

\       ö.r  '    o.r^  "    öx^^  }  dx       dx^       dx^  dx^ 
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isque   Multiplicator  satistaciet  aequat'uiui  (lirtVrentiali  partiiili 
d(MX)        d(MX^)  d(MX  ) 

E  valoribus  ipsius  il/ in  seqiieiitihus  pei'p(,'tii(i  cxcluilt)  valoreiii  J/^(l. 
Quem  patet  satisfacere  aequationl  (2).  ((ua  Multi|ilicatoi-  (letinltur.  diimmodü 
statiiatur  functiomnu  /,.  /l.  ....  f„  uiiaiii  reluiiianiin  t'uuctionem  esse;  constat 
enini  Determinans  t'unctioiiale  evanescere.  si  t'unctiones  propositae  non  a  se  iii- 
vicein  sint  independentes.  Ulo  autem  ipsius  M  valore  excliiso,  Propositio  ante- 
cedens inverti  potest.  Videlicet,  ■■<i  Multiplicator  M  defiiiitur  conditione,  vt  pro 
functione  indefinita  f  expressio 

i'Vdddt  DetcrmiiKuis  finictioiude 

d.v      ö.i'i  dj-^^ 

functiones  f\.  /",,  ....  /'„  necessario  cnnit  sohitioncs  a  se  independentes  aequa- 
tionis  differentialis  partia/is  linearis 

X-l^+A',   "^    +---4-A     /-  =  ü. 

Xani   pro  i|)sa  /'.  quae  erat  functio  indetinita.    sumendo  arujuani   functionum  /",. 

f., /"„.    identice  evanescit  Determinans   B.      Quod    ciun   supponatur  aequale 

ex[)ressioni 

m(x%+x^4L-^...+x  zL). 

atque  l'actor  M  a  nihilo  diversus  statuatur.  tieri  debet  ut,  substituendo  ipsi  /" 
functiones  /', .  f.,.   ....  /'„,   identice  habeatur 

sive  ut  /',,  /.j,  ....  f\  ipsae  sint  aequationis  ditferentialis  jiartialis  [n-opositae 
solutiones.  Eruntque  solutiones  illae  f\.  /!,.  ....  f„  a  se  invicem  independentes; 
si  enim  una  reliquarum  functio  esset.  Determinans  R  identice  evanesceret  pro 
functione  /'  indefinita:  unde  etiain  pro  functione  indetinita  /'  evanescere  deberet 
expressio 

quod  fieri  iion  potest.  nisi  onuies  X,  A',.  etc.  simul  identice  evanescunt. 
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Datis  t'iinctionibus  f\,  f.,,  .  .  .,  /'„,  iiiia  quaelibet  ex  aeqnationiuu  (1)  nu- 
mero  ad   definiendum   Multiiilicatoi-em  sut'ricit.   velati  aequatio 

ax^       dx,,  dx^ 

e  qua  sequitur 

1  c,f\      df.-.         Bf, 

A  rix        ox„  ox 

Qua  tarnen  Ibrmula  ut  deliniatiir  Multiplicator  aequationis  differentialis  partialis 
propositae,  addenda  conditio  est,  ut  A'  et  A  non  evanescant. 

Pro  duabus  variabilihus  x  et  .r,  Multiplicator  antecedentibus  definitus 
cum  liuleriano  convenit.  Sint  enim  X  X  datae  variabilium  x  et  .r,  func- 
tiones.  atque  proponatui'  aequatio  differentialis  primi  ordinis  inter  ,r  et  x^ 

Xdx-X^dr  =  U. 

Est  Multiplicator  Eulerianus  eiusmodi  factor  M,  per  quem  multiplicata  pars 
laeva  aequationis  antecedentis  abit  in  differentiale  completum  functionis  alicuius 
/;.  ita  ut  Sit 

df^  =  ^^</^+^~drj  =  M{Xdx—X^dx), 


5/;  5/-, 

ox^  '  dx 

Yj  quibus  ibrniulis  sequitur,  pro  l'unctione  inderinita  /'  induere  expressionem 

formam  Detei-minantis  fVinctlonalis 

dx      öx^  d.'Cj       dx    ' 

et  Multiplieatoreni  M  satisfacere  aequationi  differentiali  partiali 

d(MX)     ^     d(MX^)    ^^ 

dx  dx^ 

Quae  pro  duabus  varial)ilibus  independentibus  sunt  eaedeni  proprietates  charae- 
teristicae.  quas  Multiplicatoi'i  generali  assignavi. 
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Pi-obleina   solvendi  ae(|uati()iK'iii   (lillVrentialeui   liartialeiii   propositani 

O.i-  '    c'.f|  "    O.r^ 

cum  (luoluis  aüis  pnibleinatls  airtissinu-  coiiiunctuni  est.  Deslonante  eiiitii  // 
quanu'unqiu-  aL-quationis  praecedentis  soliitionein.  ex  aeqiiatione 

77  =  0 
petatur   ipsius   .r  expressii^    per   reliquas    variabiles   x^.  x.,,   ....  x„:    iiiituiu    e>t. 
eam  fieri  sokitioneiu  alterius  aeciiiatioiiis  difFerentialis  partialis 

Unde  haec  aequatio  difi'ei-entialis  pai-tialis  ad  aequationem  differentialein  partialeni 
propositam  revocari  potest.  Porro  ad  aequationis  diffei-entialis  partialis  propo- 
sitae  solutionem  constat  revocari  posse  integrationem  completain  systematis 
aequationum    differentialium   vulgarium    primi   ordinis  inter    ??-f-l    variabiles  x, 

x^ x„,  quod  repraesentemiis  pnifiortioniVms 

(Iv  :  (l.r^  :  . . .  :  -/j-„  =   X  ;  A' ,  :  . . .  :  A^^ . 
Videlicet,   si  aequatiouis  differentialis  partialis  propositae  sokitioaes.    a  se  inde- 

peudentes,  sunt  /',,  /"> [„■  obtiiieiitur  aeqnationes,  quibus  illud  aequationum 

differentialium  vulgarium  systema  complete  iiitegratur,  aequando  solutiones  illas 
Constantibus.arbitrarüs.  Et  vice  versa,  si  ex  aequationibus  integralibus  com- 
pletis  petuntur  variabiliuni  functiones  Constantibus  arbitrariis  a  se  independen- 
tibus  aequales.  ab  üsdemque  Constantibus  arbitrariis  ipsae  vacuae:  hae  functio- 
nes erunt  aequationis  differentialis  partialis  propositae  solutiones  a  se  indepen- 
dentes.  Propter  hunc  tritüa  problematum  consensum  Multiplicatorem  M  ad  tria 
illa  problemata  perinde  refero.  Qua  de  re  ipsum  M  perindc  appellaho  Multi- 
plicatorem Imius  aequationis  differentialis  partialis 


vel  huiiis 


o.r  '    ö.r,  OJ",, 


ü  =  A--X  4'^-X.,^ X  ^ 

'    d.r,  -    e.V.,  "    a.T 


vel  etiam  systematis  aeqaatidtiam  (lifferentialivvt   vulgarium 

iL- :  cl.r^  :  ,li:.,  :  ...  :  rAc„   =   X  :  X,  :  X^  :  ...  :  X„. 
Tbi  ad  lias   refertur  Multiplirator,  quod  pierumque  usu  venit.  pro  variis 


J 
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forinis,  (juibus  earum  aequationes  integrales  completae  pi-oponuntur,  variae  ob- 
tinentur  Miiltiplicatoris  i'epraesentationes.     Quas  sequentibus  exponani. 

Si  aequationes  integrales  proponiintur  ipsa  foi-ma,   cuius  modo  nientionem 
iniecinius. 

(5)  /;  =  «,,  A  =  «,,  ....  /:,  =  «„, 

designantibiis  «,  etc.  Constantes  arbiti-arias,  i'inictiones  f^  etc.  non  afficientes. 
ideoque  /', .  f. f„  solutiones  a  se  independentes  aequationis 

erat  Multij)licator 

lam  vero  proponantur  aequationes  integi'ales  completae  hac  forma  maxime  usi- 
tata,  ut  variabUes  omnes  per  earum  unam,  veluti  x,  et  Constantes  arbitrarias 
exprimantur: 

CO   .^i^«;.«-   ''■,  =  <f'M    ■  •  ■•   \  =  vS^^ 

functionibus  (fi,  (f.j.  etc.  involventibus  praeter  variabilem  x  Constantes  arbi- 
trarias «,  etc.,  erit 

(8)       2±i~ J^ r^    = = ■ 

dx,       dx.,          dx                       Sq>,       d(p„         da      ' 
1  -  "  ^_j_      y-i   ^      ^2 ^ 

D.  F.  §.  9  (3)*).     Unde  fit 

/g-\       y  _. \ 

"        öa,       9fl._,  da^  da^       da„      '   da^^ 

Si    vero    generalius    inter    omnes    2»  +  l    quantitates    .t,  x^,   ....  .c„,   a^, 
cii,   ....  ri„   proponuntur  n  aequationes  integrales 

n^  =  o,    n..  =  o.    .  .  .,    n^  =  o, 
fit  (D.  F.  §.  10  (5)) 


(10) 


*)  Commentatiüiiera   do  Detenninautibus  functionalibus    Vol.  XXII    Diaiii  Crelliani   iiisortuni   [Cf. 
Vol.  III.  b.  ed.  p.  .303]  (lesignabo  per  I).  F. 


öt\ 

dx. 

dx^ 

dn,     dn, 

^  'y-^  dx,  •  dx:  ■ 

dn^ 

dx^ 

Ox^ 

^_^  dn,     dn, 

'^~    dn,         da.. 

dn^ 

da^ 
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Unde  obthietiir. 

rejecto,  qiiod   ücc 

t.  sig-no  :iiiei]jiti. 

(11)    ^^^-x- 

.+  Ö/7,     dn,       a/7„ 

da,         da.           öß„ 

qnae  est  Multiplicatoris  ex|jre.ssio  inaxime  trenoralis. 

Formulae  (10)  opo  investiiiatio  valoris  Deteniiinaiitis  l'anctionalis  haml 
raro  egregie  expeditur.  Transponamus  ex.  gr.  Constantes  arbitrarias  in  alterain 
partem  aeqiiatiomim  (5).  atqiie  pro  quolibet  ipsiiis  /  valore  statuamas  functioneni 
n,  aequalem  fuiietionl  f,  — «,.   quocuiKjue  modo  per  aeqiiatione.s 

/;+i  =  ß,+r      /■+.  =  «,+, f„  =  ";, 

transforiuatae.  Poterit  loco  cuiiisque  aequationis  f]  =  a,  adhiberi  aequatio  //,  =  0. 
luide  systenia  aequationuni  sequeiitiuni 

//,  =  0.    /A.  =  0 n  =0 

haberi  [toteiit  pro  uequationum  integralliiiii  completanim  systeinate.  Qiiae  ita 
sunt  eomparatae  aequationes.  ut  quaelibet  functio  J7,  non  involvat  quantitates 
«j.  «,,   ....  «,_i,   qnantitateni  «,  auteni  in  unico  termino  addito  — «,.     Unde  erit 

dn.        dn.  an.  an 

da,       '     da.y  "^"i-i  '        5«, 

dn.   .     , 

sive,  quantitatibns  ^— ^  in  figurani  quadrataui  dispositis  hiuic  in  modum: 
5/7,        a/7,  dn, 

du,     '      da.,     '      ■  "  ■■        ca^^     ' 

dn,      dn,  dn.^ 

da,     '      da,,     '      "   '  "'       3«      ' 


677„  £/T„  a/7„ 

ö«,     "      da.,     '      ■  ■  ■ '       ß(i^^ 

quadratoqne  per  diagonalem,  a  laeva  ad  dexti-am  partem  ductam.  in  duas  partes 
diviso,  termini  in  laeva  jjarte  i»ositi  onuies  evanescunt.  Quod  ubi  fit,  abit  De- 
terminans  in  prodnctnm  terminorum  in  ipsa  diagonali  positorum.  Qui  termini 
cum  singuli  fiant   — 1,  eruitur 

dn,     an,       dn 

da,        ca.,  da,  ^       ' 
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ideoque 

(12) 


st\ 

Öf; 

ö/,, 

dx^ 

■      d.^,     ■ 

'  dx^ 

ön, 

dn, 

^n„ 

ö.c 

■  ar.,  • 

S.r 

Quae  docet  forniula  ])ropositioneiii  freciuentissimae  apiilicatioiiis.  falciitihus  aequa- 
fionihits 

A=«r     /■.  =  «= /■„  =  «„' 

Determ iuans  fimctionale 

ralorem  non  mutare,  si  ante  dißcroitiatiniief:  iHirtiaIcs  Innixijjendits  qiineqvc  ßinctio 
/]  per  aequationes 

qtiascunqiie  snbeat  mutationes.  In  hac  pi-upositioiie  sunt  «,.  ce.>.  ....  «„  Con- 
stantes:  quae  si  iunguntui"  functionibus  /', .  /j,.  ....  f„.  ita  ut  ipsius  f\  — «;  loco 
scribatur  /),  refertur  pi-opositio  ad  valorem.  quem  iiiduit  Determinans  functio- 
nale,  functionibus  ipsis  evanescentibus.  In  applicatione  huius  propositionis  fa- 
cienda functiones  f^,  f.,.  ....  /;,  sive  aequationes  /',  =  0.  /i  =  U.  ..../"„=  0 
certo  disponendae  sunt  ordine  tali.  ut  quaequae  aequatio  /)  =  0  insequentium 
ope  formam  induere  possit  concinnain.  simulque  differentialia  partialia  funetionis 
/■  evadant  simplicissima.  Quin  adeo  eandeni  Operationen!  indefinite  repetere 
licet,  siquidem  post  idoneas  mutationes.  jiro  certo  functionum  et  aequatioiium 
ordine  factas.  eaedem  functiones  alio  sempenjuc  alio  ordine  disponuntur  ft  pro 
quaque  nova  dispositione  mutationes  vel  elirainationes  convenientes  operantur. 
Quantascunque  autem  mutationes  per  varias  istas  dispositiones  et  eliminationes 
subire  possunt  functiones  propositae  /',  etc..  non  tan!en  inde  nascuntur  functio- 
num mutationes,  quae  obtineri  possunt.  si  cdfloii  fi'mpore  ad  unamquamque  trans- 
formandam.  nullo  ordinis  functionum  respectu  habito,  omnes  adhibentur  ii  aequa- 
tiones, quae  reliquas  omnes  functiones  nihilo  aequando  proveniuut.  Nam  in 
propositione  tradita  unica  tantum  erat  e  ;/-|-l  functionibus.  ad  quam  transfor- 
niandam  adliiberi  poterant  n  aequationes:  praeter  haue  una  tantuui  erat,  ad 
quam  transformandam  n  —  \  aequationes  adhiberi  poterant,  et  ita  porro.  Functio- 
nibus in  alium  aliumque  ordinem  dispositis  et  pro  (juaque  nova  dispositione  pro- 
positionis traditae  applicatione  facta,   eftici  (|uideni   potcst.   ut  unaquaeque  functio 
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sua  vice  adiiimento  n  aequatioimin  transnuitetiii':  sed  differentia  in  eo  consti- 
tuitur,  quod  hac  i-atione  aequationes  ad  transuuitationes  adhibendae  non  ampliiis 
proveniant  nihilo  aeqnando  functiones  propositas.  sed  functiones  et  ipsas  iaiii 
transmutatas.  Veluti  si  /'  per  atMiuationem  /[  =  0  mutatur  in  (f,  ac  deinde  /', 
per  aequationem  y:  ^  U  in  y,:  ipsa  y^,  nun  easdem  induere  potest  formas,  in 
quas  mutari  potest  /,  nihilo  aequando  ipsam  t'unctionem  propositam  /".  Nam  si 
valoreni  generalem  fiinctionis,  in  quam  /'  per  aequationem  /i  =  0  mutari  potest. 
deslgnamus.   quod  licet.   ])er 

'/  =  /■+//;. 

atque  siniiliter  valorem  generalem  functionis.  in  ([uani  /\  per  aequationem  (f  =  0 
mutatur.   per 

f,  =  /■i+."9-  =  (1  +^")A+.''/'- 
haee  functio  diversa  erit  a  t'unctione  f\-huf.  in  quam  /',  per  aequationem  /'=  U 
mutatur.  Atque  Determinans  functionum  (f  et  (/,  idem  quidem  erit  atque 
functionum  propositarum:  functionum  vero  f-{-Äf\.  f\^ixf  ah  illo  discrepabit. 
scilicet  aequabitur  Determinanti  functionum  /'et  /', .  [ler  factorem  1  —  zw  multi- 
plicato.  Quod  pluribus  illustrare  placuit.  ut  emendarem  errorem.  quem  in  Com- 
mentatione  de  DetermiiKnitihu-'^  functionalihus  commisi  proponendo.  Determinantis 
functionalis  valorem,  quem  induat  ipsis  functionibus  evanescentibus,  immutatum 
manere.  si  unaquaeque  functio  rautationes  subeat,  quaseunque  nihilo  aequando 
reliquas  omnes  subire  possit.      Generaliter  si  ponitur 

demonstrabitur  per  Determinantium  proprietates.  valentibus  aequationibus 

/■  =  o.   /;  =  t) /;,  =  0. 


fieri 


dx       dx,  d.c  '         '  ''  ■-■■■'"   ""         Sx       dx,  ox 


Unde    ut    Determinantia    functionum    /'.  /', .  ....  f„  et  (f,  (f^ 
aeqnalia  existant,  habetur  conditio  generalis 


E  Propositione  supra  tradita.  identidem  pi'o  aliis  aliisque  functionum 
dispositionibus  repetita,  innumera  deducuntm-  quantitatum  /.'{'  systemata,  quae 
conditioni  illi  satisfaciunt. 
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Intel'  mutationes,  quas  functio  variabilium  x,  .r, ,  etc.  per  aequationes  inter 
easdeni  variabiles  positas  subire  potest,  referri  potest  eliminatio  variabilium  nii- 
nieri  numero  aeqnationum  aeqiialis.  TJnrle  in  formula  (12)  definire  licet  J/,.  ut 
functionem  variabilium  x,  .r, i,.   in  quam  abeat  f,  —  ci,,  si  ope  aequationum 

f.^^  =  ci,^^.   /i+s  =  «,+:•.    •  •  ••   /,  =  «„    variabiles   .7;,_^.,.   .<',+.,,    ....   .?•„   eliminantur. 

.  .     dn     . 

Quo    statuto.    omnia   evanescunt    dirterentialia    partialia   -jr^- .    in   quibus   /•  >  ?'; 

.     .        dn 

imde  tigura  quadrata.   qiiae   a  quantitatibus    ^'    lormatui-,    ita   comparata  erit, 

ut  in  ea,   per  diagonalem  divisa.   rursus  termini   in  altera  parte  positi  evanescant, 
ideoque  fiat 

Ö/7,     dn^       öJ7„        a/i,     dn.,       en^ 

Hinc  formula  (12)  abit  in   hanr 

ö/i,     dn,       dn 

(13)     XM=  -'.'-...  ^^^, 
Ö.l'j          vx.,  ox^^ 

sive  Determinans  functionale.   quo  Multiplicator  detinitur.   in  simplex  productnm 
redit.     Forma  autem  aequationum   integralinm 

n,  =(X    n.,  =  o,    .  .  .,    /7„  =  0, 
quae  illam  sinqtlicem  Determinantis  f'imetionalis  expressionem  suppeditat.  eadem 
est  atque  per  integrationem  successivam  proveniens,  post  quodque  Integrale  in- 
ventum  una  variabilium  eliminata.     Servata  enim  functionum  TL^,  TL,  .  .  .,  TL,^ 
significatione  antecedente.  si  eliminatur  ,r„  per  Integrale 

^„  =  /,-«„  =  U. 
erit  TI„_^  =  U   Integrale  aequationum  ditterentialimn 

././■:</.r,  :...:, A,;^,   =  X  :  X,  : . ..  :  X„_,, 

cuius   Integralis  ope   eliminata  .(„_,.    erit  U,  ..  =  0  Integrale   aequationum  diffe- 
rentialium 

,/x:ilx^:...:,L:^^_^  =  X  :  X,  :  ...  :  X,_,, 

et  ita  porro.      8i  e  functione   Jt,  Constantes  arbitrarias  «,^, ,  «,^.,.   ....  a„,  quas 
implicat.  ope  aequationum 

71,^,  =0,     n,^.,  =  0.     .  .  .,     77„  =  0 

eliminamus.   redit  aequatio   71,  :=  0  in  aequationum    differentialium   |)ropositarum 

43* 


(1)     X 

e.r 

satist; 

icere 

.leb 

et 

M 

seciiiK 
(2) 

luiu 
MX 
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Intoixrale  /■  —  «,  =  ().  V'oco  aiiteiu.  ut  in  aliis  Coiuuientatiotiibus,  Iiitegrali' 
systeinatis  ae([uatiomiin  dift'erentialiiiiu  vulgariiini  huiusmodi  aequationem  inte- 
ü,Talem.  (|iiae  difFerentiata  identica  evadat  per  solas  aequationes  ditferentiales  pro- 
püsitas,   iieqiie  ipsa  illa   aecjiiatione  inte^i'rali   iicquc  iilla   alia  in   auxiliiim  advocata. 

§■  -t- 

Multiplicatoris  expressio  geueralis.     IJini  Miiltiplicatures  suppeditant  Integrale. 
Expressio  generalis  functionuin,  quarum  detur  iJeterminans. 

laiu  \  arias,  quae  de  Multiplicatore  nostro  tradi  possunt,  proprietates  ex- 
poiiam.  Ac  pi-imuin  inquirara  quomodo,  iino  cognito  Multiplicatore.  eruantur 
alii  iununieri.  sive  Multiplicatoris  investigabo  tbrmam  generalem.  Sit  J/  datii.s 
Midtiplieator  aequatiouis 

uiiisiiiodi  aequationi 

desiguantiliiis  /' .  fl /'„   solutiones  aequatiouis  (1)   a   se    inviceni  iiidepentes. 

Sit  /<   alias  quieunque  Multiplicator,  satisfaciens  aequationi 

dR       dF.,         öF 

(3)     nX  =  2±:^'-  ■   ^ ^-^, 

r.r,  o.e.,  Ox^ 

designantibus  F, .   F., F„  aliud  systeuia  solutionuui   eiusdein  aequationis  (1) 

a  se  inviceni  indejtendentium.  Functiones  jF,.  Fj,  etc.  esse  debent  solarum 
/',,  /; f\  functiones:  cognitis  enim  aequationis  (1)  solutionibus  n  a  se  in- 
viceni independentibus.  quaevis  alia  eiusdeni  aequationis  solutio  haruui  >t  solu- 
tionum  functio  est.     Fit  auteni   per  forniulam   notani  (D.  F.  §.11.   Prop.  IL): 

I  dF^       ÖF.,  c-i-; 

Sa'i         dx,,  dx^^ 

ÖF,       8  F.,         ÖF  Ö/;      df,         ö/,_ 

I         '  5/',         ö/.,  of\^      "^  dx^       dx.,  6x^^ 

siquidem  habentur  F,,  F.,,  ....   F„  in   laeva  forniulae    parte   pro   variabijiuni   .r. 

.r, (■„  functionibus,  in  dextra  parte  pro  functionibus  ipsaruni  /',.  /l /',. 

E  (2)  —  (4)  autem  ol)tinetur  haec  t'ormulä: 

ÖF      ÖF,        ÖF 
(ö)     „  =  M^±:^.^...^. 


(-t) 
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Unde  se(iuitLir  vice  versa,  ipsanun  f\,  f.,,  ....  f\  qiiibLiscunque  siiintis  fiinctio- 
nibiis  a  se  independentibus  F,,  F„,  .  .  .,  F^,   Miiltiplicatorem  il/ductuni  in  haruni 

functioniim  Determinans 

dF,     dF,        clF^ 

^-~df;"w:""w: 

alterum  siippeditare  Multiplicatorein  jn.  Quaecunque  enim  sint  F^,  F^,  .  .  .,  F„ 
ipsarum  /j,  /ö,  .  .  .,  f„  functiones  a  se  independentes,  ex  aequationibus  (2),  (4), 
(5)  sequitur  formula  (3),  in  qua  i^, ,  F.^,  .  .  .,  F„  erunt  aequationis  (1)  solutiones 
a  se  invicem  independentes,  unde  secundum  §.  pr.  quantitas  /u,  formula  (3)  detei'- 
minata,  aequationis  (1)  erit  Multiplicator. 

Videmus  ex  antecedentibus,  blnorum  quorumque  Multiplicutoruin  Quo- 
tientem  -'^  aequari  functioni  ipsarum  /',.  f.j.  ....  f„,  videlicet  Deterniinanti 
ipsarum  F, ,  K,  ....  F„,  pro  functionibus  quantitatum  f\,  f.,,  ....  /'„  habitarum, 
et  vice  versa,  Multiplicatore  M  ducto  in  Determinans  quarumcunque  n  func- 
tionum  a  se  independentium  quantitatum  /, ,  /i^,  .  .  .,  f„,  alterum  obtineri  Multi- 
plicatorem.  Semper  autem  quantitatum  f\,  f.j,  .  .  .,  /*„  functiones  i^i,  K,  ...,  F,, 
invenire  licet,  quarum  Determinans  sit  earundem  quantitatum  data  quaecunque 
functio.  Unde  non  modo  binorum  Multiplicatorum  31  et  /u  Quotiens  functioni 
aequatar  ipsarum  /j,  /j,  .  .  .,  f„,  sed  etiam  vice  versa,  Multiplicatore  M  in  quam- 
cunque  functionem  ipsarum  /', ,  /ö,  .  .  .,  /"„  ducto,  rursus  prodit  Multiplicator. 
Et  cum  ipsarum  f[,  fl,  .  .  .,  /J,  quaelibet  functio  aequationis  (1)  solutio  sit,  neque 
aliae  aequationis  (1)  solutiones  exstare  possint,  nisi  quae  ipsarum  f],  /.j,  .  .  .,  f„ 
functiones  sint,  sequitur  ex  antecedentibus  haec  Propositio. 

Propositio. 
..Designante  M  Multiplicatorem  aequationis  diti'erentialis  partialis 

erit  Multiplicatoris  forma  generalis 

HM, 
designante   11  quanicun(|ue  aequationis  propositae  solutionem." 

Cognita  aequationis  (1)  solutione  TI  ac  designante  «  Constantem  arbi- 
trariam,  aequatione  11  ^  a  determinatur  variabilium  .i',,  x^,  .  .  .,  x„  functio  x, 
satisfaciens  aequationi  differentiali  partiali 

Öa'         y  X    ^'^ 

dx,  ^  dx.,  "  dx_  ' 


(6)     0  =  X— X, 
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nec  non  erit  II  =  a  Integrale  aeqiiationum  difFerentialiuni  viilgariuin  simulta- 
neariini 

(7)     ./.f  :  dr^  :  ...  :  f/.;;  =  X  :  X,  :  ...  :  X„. 

Unde  Propositio  antecedens  tlocet,   co(/n>tis  (tcqvationis  differentialis  par- 

tinlis  (6)    vel    aequotiomim  (7)    dißhrntialium    rnh/driion    bims   Multiplicatoribns 

M  et  M, ,  iion  solo  factore  consUintc  viter  .sc  dwersis,  (lequationem 

J/, 

-pj-   =  ("on.st. 

fore  aequationis  differentialis  partialis  (0)  solutioiiem  vel  systematis  aequationuiu 
differentialium  (7)  Integrale. 

Pluribus  datis  Multiplicatoriltus  M.  3/,.   ....  M^,  haec  qiioque  quantitas 

/  iW,         M.  M.  \ 

'^n-JI-    ~M -Jf) 

erit  Multiplicator.     Designante  eiiim  F  ipsaruni   -^   etc.  functioneni  arbitrariani. 

non  tantmn  fractiones  -r^  ,    -^  .  etc.,  sed  ipsa  F  quoque  aeqnationis  (1)  soliitio 

fit.  Unde  etiaui  aequatione  F=0  sive,  qiiod  idem  est,  quacuuque  aequationi- 
homogenea  inter  datos  Multiplicatores  posifa  detcrminatnr  aequationis  (6)  solutio. 
Nec  non  designantihus  «,.  c(.,.  ....  ce,,  Constantes  arbitrarias,  erunt 

-jr  =  "'-    it  =  "^ ir  =  «v 

Integi-alia  aequationum  differentialium  vulgarium  (7). 

Eestat,  ut  paucis  exponam,  quoniodo  inveniantur  functiones,  quarum  De- 
terminans  datae  variabilium  functioni  aequetur,  quod  semper  fieri  posse  supra 
innui.  Immo  videbimus  idem  innumeris  modis  succedei'e,  videlicet  functiones 
praeter  unam  omnes  ex  arbitrio  sumi  posse.  una  reliqua  per  solam  Quadraturam 
determinata. 

Designante  JT  datam  quamcunque  quantitatum  /\.  f., /"„  functioneni. 

simplicissima  habetur  solutio  aequationis 


ponendo 


dF,      oF.,        dF 


/,.    ^',  =  f■.■   ■  •■: 
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linde  Determinans  propositum  in  siniplex  difFei'entiale  abit 

dF. 

Quo  igitur  casu  fit 

CLii  integrali  functionem  ipsarum  /v,,  /!,,  ....  f„  arbitrariam  addere  licet,  quippe 
qiiae  inter  integrationem  pro  Constantibus  habentur.  Aequationis  (8)  solutio 
generalis  obtinetur  sequenti  modo.  Pro  ipsis  F^,  F^,  .  .  .,  F„  ex  arbitrio  su- 
mantur  ipsarum  f\,  f^,  .  .  .,  f\  functiones  a  se  independentes,  atque  fingatur, 
reliquam  functionem  F^  exhiberi  per  quantitates 

/;,  /;.   F.^,  .  .  .,  F^^. 

Functionis  Fy  hoc  modo  repraesentatae  differentialia  partialia  uncis  includam, 
quo  distinguantur  a  differentialibus  eiusdem  functionis  per  /", ,  f\,  ....  f\  exhi- 
bitae,  ita  ut  sit 

dt\  ^  \'w^}'^\~dF:)'öf^^\'dF;)~df^^     ^varj^' 

et,  quoties  index   /  ab  unitate  diversus  est, 

df.     ~\dFj  d'f.  \öfj  df\    '^            \SF^)  ö/.    ■ 
Quae  ipsarum 

dFy  dF^                      dF^ 

^'  ^'      •  •  ••      ^ 

expressiones  si  substituuntur  in  Detei-minante 

BF^     dF.,        <9F 

identice  evanescunt  singula  aggregata,  per  singula  differentialia  partialia 

öF,  \  i  BF, 


R)'  R) R) 


multiplicata,   unde  simplex  formula  obtinetur: 

^■^  --  Bfy  ■  Bf,  ■■■  Bf\      \Bf;)--  Bf,  ■  Bf,  ••■  e/; 


344  TIIEORIA  NOVI  lirLTIPLlCATOins  SYSTEMATI 

(D.  F.  §.  12.  (4)).     E  (8)  et  (9)  sequitur 

quae    fbrmula,    exprliuendo   f.,.  /', f„   per  /",,  F.,,  i'',,   .  .  .,  F„,   sie    qiioqi 

exbiberi  potest: 


öF,  '"  dF 


(D.  F.  §.  9.  (2)).  Secunduni  haue  foi-nitilain.  iit  modo  maxime  generali  va- 
riabiruun  /i,  /.j.  ....  f„  inveniantiir  functiones,  quanim  Determinans  datae 
earundeni  variabiliuni  funetioni  H  aequatur,  ex  ai-bitrio  exprimantur  /i, 
/Jj.  ....  /'„  per  /,  aliasque  «  —  1  qiiantitates  F.^.  F^.  ....  F„,  determiiiataque  Fi 
per  ibrtnulam 

(11)     F,=j/7_^±^.-^...^./.. 

ipsae  F,.  F-^,  ....  F„,  viee  versa  per  /", .  f.,,  .  .  .,  f„  expressae.  eriint  functiones 
quaesitae. 

Ponendo  J7  =  1  antecedentibiis  innumera  obtinentur  systemata  functionum 
(|uaiititatuni  /, ,  f. /'„,  quariiui  Determinans  unitati  aequatur.  Quibus  Om- 
nibus idem  respondet   Multiplicator.     Quoties  enira 

5F,    SF^      ai-; 

sequitur  e  (5) 

/,  =  M. 

Vice  versa,  si  idem  MultipHcator  respondet  binis  systematis  n  solutionum  a  se 
inde|)endentium  aequationis  differentialis  partialis  (1).  /', .  /.";,  ....  f„  atque  F^. 
F.j F„,  ita  ut  sit 

cf\      ef.^         8f^ 
d.i'i       ö.r.,  dx^^ 

dF^     6F.^        ÖF 

erunt  i'',,  F^,  ....  F„  quantitatum  /',  f.,.  ....  /;,  functiones,  quarum  Deter- 
minans unitati  aequatur. 
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§.  •). 

^Iiiltiplicatoris  deliiiitio  per  aequationem  differeiitialeiu  partialeiii.     ("onditio.  ut 
Multiplicator  aequari  possit  unitati. 

Vidiuius  §.  3.  aeqiiationis  diffei-ontialis  partialis 

(1)    x-f +x,  ^-+...  +  x  -^-   =0 

Multiplieatoreiii   queincuiKjue  M  alii  satisfacere  aeqiiatioiii  differentiali   partiali: 
d(MX)        d(MX^)  d{MXj 

(-)    -d.    ^-   d:^-r  ^'""^  "a.-      =^- 

Vice   versa.   (jiKicciinquc  halji'tnr  soluüo  jli  aequationis  (Ufi'ereutialis  partialis 

<■)•//   iild    (ivqiiiifiniiis  (1^    Miillipliaitiir. 

Pniiaiiuis  eiiim   «  =  77.  Ji,  aliit  aequatio  (3)  in  sequeutem: 

(  h{MX)          ö(i/X)  öO^/X„)\ 

V       ox                   a.Bj  •  0x_       / 

^M(x'"-+X,^^...  +  X„'f]- 
\       a.r  '    dA-j  "    dx^^  ) 

Partis   dextrae  Aggregatuin    in   II  ductani   secundum  (2)   evanescit:    unde.    cum 
sup])()nainus  ipsiim   M  non   evanescere.  sequitur: 

o.i-  '    nx^  "   dx^^ 

Erit    igitur   J7    aequati<Miis  (1)   soliitio    ideoqiie    secundum   Propositionem   §.  pr. 

traditam.  Multiplicatorein  in  solutionem   aequationis  (1)  (juamcunque  ductum  re- 

producere  Multiplicatoreni,  erit  TI.M  =  jli  Multiplicator.  (p  d.  e. 

Cum  (juilibet  Multiplicator   sit  solutio  aequationis  (3)  et  secundum  ante- 

cedentia   (juaelibet   aequationis  (3)   solutio   sit  Multiplicator,    poterit   aequatio  (3) 

adhiberi    ad    Multiplicatoi-em    lii'finienduni.       Habemus    igitur   Propositionem    se- 

([uenteni. 

Pr-.positi..   1. 

..Designante  M  solutionem  quamcunque  ae(|Uationis  diHerentialis  partialis 

d{MX)        o(il/X,)  d(MX  ) 

H 5 \ 1-     ^-"-=0. 

C'X  Ö.C|  ö.c„ 

semper    dantur    t'unctiones    /' .  f., /|,.    quae    pro    functione    /'  indefmita 

IV.  44 
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et'ticiaiit   ;u'(|uati()ueiii 

f      df  bf  af  \  df      df.  ö/; 

\'iilcri  pdssit  |/.-iniiii  liiri-'i  |)ci'ci|ii  c  ii(>\a  Miilti|ilicat()ris  ik-teriniiiatioue  per 
ai'(|uatiom'm  diHVn-ntiaK'in  |iartialciii  (.■)).  Ai't|uati(inis  (o)  fiiiiu  solutio  p;eiieralis 
iioii  lialK'tiii'.  iiisi  aciiiiationis  (1)  data  sit  solutio  u,viicralis  sive  eins  innotescant 
//  .s()lutiolR•^^  |«ii'ticnlares  a  sc  inviccin  iiH!i'|icn(li'iitcs.  llis  autem  cognitis,  ha- 
betur Multiiilicatoi-  \>vr  tofiiiiilaiu  [T  ^.  \n\  At  oKsei-vo.  ad  Miiltiplicatoreni 
eniendimi  tantiiin  iiüs  indioere  iiiia  arK|ua  soliitioiie  itai-tirulai-i  aeqnationis  (3),  et 
(|iiam(|iiain  aci|iiatioms  (3)  solutio  generalis  a  soliitioiic  aeqnationis  (1)  pendet  et 
[iro  coni|.liratiore  habenda  est.  fieri  tanien  potcst.  nt  aecjnationis  (3)  innotescat 
solutio    particulai-is.     dum    aet|uationi>    '!)    solutiom-s    adhuc    onuies    ignoranius. 

Intel-  sointiones  aeqnationis  dilU-rentialis  [lartialis  (1)  non  referenda  est. 
quae  sponte  se  offert.  /  =  fönst.  Sed  e  solntionibns  aeqnationis  (3).  (piae 
Multiplieatoveui  sugt;erunt.  (|uantitates  uonstantes  non  excludnntnr.  Fit  anteni 
Multiplicator  Constanti  vel.  si  pla.'et.  iniitati  aequalis.  si  intev  ipsas  A'.  A',.  etc. 
locnm  habet  aeqnatio: 

oX         dX,  flX 

Eo   c-asu    ipsa   expivssio   proposita 

X-f  H-X,  f  +...  +  X    'f 

da:  '    d;'|  "    c.(;^ 

pro  fnnc'tione  /'  indehnita  aeqnivalet  alicui  Deterniinanti  t'unctionali 

d.r       d.i\        d.r.,  ö.r^   ' 

sive.    adhibcndo    notationes  §.  3   usitatas.   statuere  licet 

X=  .1,     X,  =  .1, X„  =  /J„. 

Qnod.  si  ea  tenes,  (piae  §.  '2  de  Deterniinantibus  t'unctionalibus  partialibus  nionui. 
sie  qnoqne   projioni   jiotest. 

Propositiü   IL 

..Si   i/-h\.    varialiiliinn   .r.  .r,. t„   t'unctiones    A',   A,,   ....   A„    satis- 

taciant   conditioni 

dX         ÖX,  dX.,  ÖX 

-^ l--ä l--ir^H 1-^5 —  =  ^^ 

öd-  d.v,  öj:.,  ox 


i 
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ipsai-    //  +  1     (|iiuiititatL's    A'.    A', \'„    luiberi    |HissLiiit    pro    certaruiu    // 

fiinctionuni  Determinantibus  partialibiis.- 

Haec  Propositio  analoira  est  notae  clemeiitari.  si  vai-ialiiliuiu  .(  et  //  bme- 
tioiies  A'  et  }'  satist'aciant  coiKlitioiii  -,.+11 —  =  0.  i])sas  Y  et  —X  respective 
liaberi  posse  pro  eiusdeiii  t'iinctiouis  diflferentialibiis  partialibus.  variabilimn  ,r  et 
7/  i-espeetu  siimtis. 

Si  iuter  quantitates  A'.  A', .  ete.  eoiiditio  (4)  locuini  habet,  aeqiiatio  diffe- 
rentialii-  partialis  (3),  qua  Multiplicator  detiiiitiir.  in  ipsani  (1)  redit.  Eo  igitur 
casu  (luaeeiinque  aequationis  (1)  soliitio  eiusdeni  aequationis  Multiplicator  erit, 
siquideui  iani  unitatem  vel  luimeros  coiistantes  iiiter  soliitioiies  referimus.  Unde 
etiaiii  patet.  eo  easii  aequatiiMiiini  ilitfei'cntialimii  viiluariiiiii 
,/.<■:, I.r;:...:,i.r^^   =   X  :  X  ^  :  . . .  :  X^ 

Multiplicatoi'i'iu    foiv   (piantitatnii  ()iiaiiiruiH|iie.    aiil   per   sc   eonstantem.    aiit    (juae 
]jei'  ae(jiiatioiies   iiiteiiraK'>   coinplctas   (\>iistaiiti   ae(piftiir. 

§•  <i- 

Coguitü  systeiuatis  aequationuui  diti'ereutialium  vulgarium  Multiplicatore  quocuuque, 

eruuntur  Determinantia  functionum,  quae  per  aequationes  integrales  completas 

valorilnis  variabiliuni  initialiluis  aequivalont. 

Vidiiiiiis  §.  ;!.   clesiiiiiantilnis  /; .  /:, /'    solutioiies   a   se   iiidependentes 

aequationis 

(1)  xf +x,  ?:  +-+x-f^  =ü. 

haruui     tiuictionuni    Determinantia     partiidia    .1,.    .4,,.    ...,    A„    esse    inter    se    ut 
aetpiationis  (1)  Co(4'ticientes,   sivc   tici-i 

(2)     A:A^  :---:^l„  =  A^  X,  -....-.X^^. 

Vw\c    onmia    .1,.   .1,,. 1„    uno    detenninantm-    ,1.       Antecedentibus    auteni 

(ienionstravi.     desiguante     ti    Multi|)iieatorein    aequationis    (1)    quenieunque    sive 
(piauicun(|ue    soiutioueni   aecpiatioiiis 

d{Xp)  d{Xti)  ö(X  11) 

d.r  a.r^  öx^ 

tieri  ,//  =  UM.   ideiMpie 

^f\       ö/:         3f 

(4j    i,x  =  rt.A  =  n.:^±-^  .--L^ ... ^^-, 

da-,       d.i:,         dx^^ 

44* 
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ubi  11  certa  qiiaeflam  est  ipsaniiu  /\.  /",.  ....  f„  fiiiK^tio  .-ive  aequatioiiis  (1) 
soliitio.  Hiiic  e  data  quacuuqiie  aequatioiiis  (3)  soliitione  ,m  cognoscitur  valoi- 
Deterniinantis  ,1,  diiininodo  detei-minata  erit  fiinctio  //.  Kruitur  autem  functio  II, 
ihinimodn  iJeterminantis  A  innotescat  ralor,  qvem  pro  x  =  0  induit.  Generaliter 
eiilm.  nt  functio  /'  aequationi  differentiali  jtartiali  (1)  satisfaciens  omnino  deter- 
minata  sit.  poscitiir  et  sufficit,  iit  aliqiia  cognoscatur  functio.  cui  illa  aequalis 
evadat.  ubi  inter  variabiles  x.  .r, .  ....  ,}„  data  aliqua  aequatio  locum  habet, 
vehiti  si  ipsius  /'  datur  valoi-.    (pieni  pro  x  =  0    induit.      Hinc  si  ponimus,   pro 

.f  =  0    abire    ,a,    A'.    .1    in    variabiliuni    x^.  x., c,,    functiones    u" ,   X",   ^4": 

functio  n  eo  determinabitur,  quod  esse  debeat  aequationis  (1)  solutio  atcjue  pm 
.1- =:  0  aequalis  evadat  variabilium  .r,.  .i,.   ....  x„  functioni 

,«"X" 

Eiusmodi    solutio    autem    ut    inveniatur.     sint    /','.   f.,' f,]'    variabilium    .r, . 

.r.>.   ....  x„  functiones.    in    quas    pro   .i  =  0   abeunt   /', .  f.,,   ....  /"„;    exprimatur 

u  X" 
porro  varialiilinm  x^,  x.,,  ....  ,t„  functio    '    ^„      per  /',".  fo.   ....  f^':    in  (jua  ex- 

pressione    ponendo    ipsaruni    /',".  fo f,"    loco   ipsas  /', .  /j.   ....  f„,    prodibit 

functio  quaesita   77.      Quipjie  functio   sie   inventa    erit   aequationis  (1)   solutio  et 

pro  ;r  ^  0  abibit  in  variabilium  ,c, .  .r,. r„   functionem  -— ,^ — 

Functionen!   .4"  casu  prae  ceteris   notando  a    priori  assignare  licet.    viiU- 
licet  quoties  /',,  f..   ....   /'„  tales  sunt  aequationis  (1)  Ao\nt\ones„.  quae  pro  x  =  0 

i)i   ipsas  varidbiles  .f, ,  x.>.  ....  x„  abeunt.     Tunc  enim  habetur 

f^  =  ^,,  f^^-r,.  ■  ■  -  f:  =  ^„, 

ideoque 

df;>     dfi'        df" 

Ä=  2±  ■   -~-  •  •  ■        '     =  1 . 

~         ö.i'[       d.v,,  ÖJ'^, 

Hinc  secundum   regulam    traditam   functio  77  e   functione    «"A'"   eruitur   substi- 

tuendo   variabilibus  .r,,  x.,,  ....  ,r„   functiones   /j.  f..   ....  /;,,   sive.    quod   idem 

est.   substituendo    in    ipsa    uX   variabilibus   x,  .r, .  ,r. r„   quantitates   0.  /', . 

/o,   .  .  ..  /'„.      Id  quod  sequentem  suppeditat  Propositioneni. 

Propositio  I. 
.,Sint  f\,  f.2,  .  .  .,  f„  solutiones  aequationis 

o'.c  '    äx:,  "    ö.r 
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quiic    pro   ,r  =  0    in    ipsas    viiriabiles  .t', ,  ,i:.,,   ....  .r„   abeunt:    sit    ,m    quan- 
titas  (|iiaeciinqne  satisfacieiis  aeqiiationi 

atqiif  sit   IJ  ipsarum  /', .  f.j,   .  .  .,  f„  t'iinctio.    qiiae  e   producto  ,</ A'  provenit 
snlistitiieiiflo  variahilihus  .r.  .t,  ,  .c, .  . . . .  .r„  (|Liaiititates  0.  /', ,  fl.   ....  f,/.  erit 

"        öa-j       öx.,         ox^  n    ' 

sive   f>enera]iiis.  designante  /'  fiinctionein  inrlefiiiitain,  erit 

-""    dx  '    öx^   '    dx.^  ■■■    Äi-^       "    /y  l       dx  ^     '    a<',   ^  ^     "    rV^-J" 

Observo  hac  occasione  geiieraJitei-,  datis  aeqiiationis  (1)  solutionibiis  /",. 
/o,  ....  /^,  qiiae  pro  x  =  0  in  ipsas  x\,  x.^.  .  .  .,  x„  abeant,  quamvis  aliaiii 
eiiisdeiu  aequationis  solutionera  JI  per  ipsas  /', ,  f,,  .  .  .,  /"„  absqiie  omni  elimi- 
iiationis  negotio  exhiberi.  Scilicet  suffieit  in  functiom^  TI  variabilibns  x,  x,. 
,(■.,.  .  .  .,  .i'„  substituere  quantitates  0,  /',,  f.,,  ....  /'„. 

CasLi  speciali,  quem  sub  finem  §.  pr.  consideravi,  posito  insuper  X=  1, 
e  Propositione  praecedente  emergit  haec: 

Propositio  II. 
.,Sint  /, ,  /.' /'„  tales  solutiones  aeqiiationis 

äx  '    dx^  -   öx.,  "   dx^^ 

quae  pro  .i;  :=  0  resj)ective  in  x^,  x.,,  ...,  x„  abeant,  sitque  identice 
dX,         dX,  dX 

^T-^-f-^j-^H l-^r-^  =  0, 

öx^  ox„  dx^^ 

erit 

df     df],       df 
dx^     dx.^       ^,.„ 

at(jue  reliqua  liiuctionum  /', ,  fl,  ....  /;,  Determinantia  partialia  .1,,  /L,,  ...,  .4,, 
in   ipsas  redeunt  quantitates  A', ,  A\,,   ....   A'„." 

Convenit  Propositiones  antecedentibus  inventas  ad  systeinata  ainjuationum 
differentialium  vulgarium  referre.  Profionatur  enini  systenia  aeqiiationnni  ditf'e- 
rentialiutn   vulgarium 

,/x:,/x,:,/x.. :...:, ix    =  X  :  X.  :  X, :  ...  :  X  , 
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eiiisque  inte<j,Tati(iiic  roniplct;!  facta,  jtro  (\)ii>taiitil)iis  arliitrariis  adliiln-aiilii:' 
valores.  quos.r,.  .r_   ....  .r„   pro  ,c  =  0  iiiiliiuiit:   ivsoliitioiie  deiiide  aequationuin 

integraliiiin  enii  |)i)tcriiiit   xariahiiium  .f.  .r, r„  fiiiiftiones  Ulis  Constaiitibii> 

arbitrariis  ae(|ualt-s.   (iiiac   ipsar  .•nint   fmictioiics  /,.  f, /;,.    in    Propp.  I.   et 

II.  eonsideratai'.      (u-iuTalitcr   liitt'i:ralia   coiiipli'ta  siiit 

/;  =  <v  /;  =  «, /:.  =  "■.■ 

de-sigiiaiitilnis    «,.   «...   etc.    ("inistaiites    arl)iti-ai-ia>    <nia>niii(jUO.    a     quilms    ip>ar 

/",.  f.,,  etc.  vaciiac  siii)p()iiuiitiii-.     '^)n(innii  Iiitfgi'alium   ope  cxjuvssis  ,c,.  .(\, ; 

per  .r  et  Constaiites  ai-l)irraria>  f^ .   r^, c.'„,   tit   .»^ei-uiiduui  foniiiilas  de  Deter- 

minantilnis  fiiiictionaliliiis   ti-adita.s: 

Unde  fonmila  (4)   doeet.    eognito    aequationimi    diff'erentialiiini   viilHariuiu 
propositarum  Miiltii)]ieatf>i'e  aliipin  //.   slve  aequatioiiis  (3)  solutione.   tiei-i 

d.i-^       9.C.,  oj_  C 

c'ß,       c«„  ö«^  ,'( X 

designante  C  functioneni  Constantiuiu  arbitrariarum.     Quoties  sunt  «,.  a., a,, 

valores  initiales    variabilium  ,r, .  .r., ,r„,    ip.^^i  ,r  =  0  respondentes.    Determi- 

naus  fniictionale.  in  laeva  jiarte  aeqiiationis  anteeedentis  collocatum.  ponendo 
X  =  0  in  itnitatam  aliit.  Qno  igitur  casn  Constans  (•  ex  ipsa  fiX  eruitur  po- 
nendo variabilium  ,c,  ,r, .  .;■„ r„  loo«  valores  0,  «,.  ci.,.   ....  «„.     Casu  spe- 

ciali.  quo  Multi|)licatoi-  unitateni  aequat.  e  Pi'Opositione  II.  eruitur  sequens  prae 
ceteris  siiuplex   Pi-o](ositi(j. 

Propositio  III. 
^Proponautur  aequationes  differentiales  vulgares  sinuiltaneae 

</u',  ,lv,  _  J.(„ 

da;  '  ■        il.r  -' il.r  " ' 

in    quibus   sint    X,,  Ä\, A'„    tales    variabilium   ,r,  .^1,  x.,.   ....  ,r„    t'imo- 

tiones,  quae  satisfaciant  aetjuatiuni 

dX  cX.,  cX 

^       -t-  ^    -  H 1--^'    =  0: 

integratione    completa    expressis    .r, .  ,;.,.   .  .  .,  ,r„    per    .<    earunique    valores 
initiales  «,.  f^,.   ....   «„,   erit  non  tantum  pi-o  .7=0.  sed   pro  valore  ipsius 
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.r  iiidetinito 

e.'-       du:,         d.c 
j± •-,-    ■■• '-  =  1." 

Quae  licet  a  proposito  nieo  aliena  utile  videbatur  obiter  adnotare. 

Quo  rectius  intelligantur .  quae  siipra  iiionui  de  definienda  solutione  /' 
aequationis  differentialis  partialis  (1),  sequeutia  adiicio.  Sit  (p  fuuftio.  in  quam 
abire  debet  /'  pro  aequatioue  aliqua  inter  variabiles  .r.  ,i\,  .  .  .,  .r„  data.  Si  ^ 
et  ipsa  aequationis  (1)  solutio  est.  erit  f=(p  functio  quaesita,  quaecunque  sit 
illa  aequatio.  Si  (f  non  est  aequationis  (1)  solutio,  fieri  non  debet,  ut  aequatio 
illa  ad  aliani  inter  quantitates  f\,  f.,,  ...,  /'„  revocari  possit,  sive  ut  ex  aequa- 
tione  illa   peti  possit  solutio  aequationis  differentialis  partialis 

'    d-i'i  -   d.t\,  "   dx^ 

Nisi  forte   eiusniodi    solutio   sit   $iii(iiilaris  seu    iion    redeat    in  aequationeui  inter 
quantitates  /', .  /j,   ....  /;,.   cpio  casu  nibil   inipedit  quoniinus  functio  /  definiatur 
ope  val(jns,   quem  pro  data  illa  aequatione  induit.     Infra  autem  videbinius.   iji-o 
aequationis  differentialis  partialis  antecedentis  solutione  singulari  fieri 
dX        ÖX,  8X^^ 

ubi  ipsae  A',  A'i,  etc.  cum  a  factoribus  communibus  tum  a  denominatoribus  pur- 
gatae  supponuntiu-.  Ita  non  definiri  poterit  /  ope  valoris,  quem  pro  x  =  0  in- 
duit,  ubi   pro.r=0  habetur  A' =  (J  nee  simul   -^-^=00.     Quod  obiter  observo. 

§•7. 
Miiltiplicatoris  definitio  per  aequationein  difl'erentialem  vulgarem. 
Multiplicatorem,  quem  antecedentibus  per  aequationem  differentialem  par- 
tialem  delinivi,  etiam  per  formulam  differentialem  vulgarem  deünire  licet.     Quae 
nova  forma  aequationis  prae  ceteris  indagando  Multiplicatori  apta  est. 

Primum  aequationem  differentialem  partialem.  (|ua  Multiplicator  u  defi- 
nitiu'.  sie  exhibeo: 

(1)     0  =  X  ^  H 

vel.  dividendo  per  /n: 
ölog/t 


^, 

1;- 

••+ 

--.„l 

dX 

-  + 

••+ 

dX    1 

d.„  1' 

X 

aiog/, 

-+■■ 

•+^„ 

aiog;« 

-f- 

SX 

dX^ 

+•• 

dx 
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Per  aeqiiationes  autcni   (liffcrentiales   vulgares.   (Hiaruui  //   i.'>t    .Mnltij)lirat(.i-. 

(3)     d.r  :  </./■,  :  (U, :  ...  :  cU^  =  X  :  X^:  X^ :  . ..  :  X^, 
aoquationem  praecodcntein   hrevius  sie  reprae.-^entare  licet: 

</]og»(  dX         dX,  dX 

(-^)  "==^  -,Ar  +-«.  +^,,  +-+-är- 

lliiic  potfrlt  aequatioumu  dilli'rentialiuiu  vulgai'ium  (o)  Multiplicatür  //  (k-tiiiiri 
ut  functio,  quae  soUtrum  acquationum  differoitialium  propositarum  (3)  ope,  nulla 
in  auxiliuyn  vocata  aeq\t(itio)ie  integrali,  nequiitioni  (4)  sati.sfacuif.  Quippe  quod 
fieri  non  potest.  nisi  //  irloiticc  satisfaeiat  aeqiiationi  (2).  qua  .Miilti|)li('ator  de- 
finiebatur. 

Sequitur   ex    antecedeiitiltus.    ad    investigaiiduin    Midtiplicatorem    eircuiu- 
spicienduni  esse,   an  aequatiomuii   differentialiiim  (3)   ope  coiitingat.    expressioni 
(  ÖX         ÖX,  dX^  I  djc 

fonuam    eonciliare   alieuius   differentialis   coinpleti   dU.      (^)ui[)pe   hoc   patrato   fit 

e  (4)  Multiplicator: 

/•/ ^A'        ÖX  Bx\  ,lx 


T>—  + 


^^    '-+-3^ 


(ö)       »  =  .     '     ^ 

Haue  indagandi  Multiplicatoi-is  inethodiun  infra  per  varia  exeuqila  illustrabo. 
in  quibus  integrationeni.  (piae  Multiplicatorem  suggerit.  videbimus  praestai-i 
posse,  aequationum  differeutialimn  vulgariuin  propositarnm  nulle  Integrali  cog- 
nito.  Esse  tarnen  poterit  iorinnlae  (4)  usus  etiam.  si  aequationes  differen- 
tiales  coraplete  integratae  sunt.  Tum  eniui  formula  (4)  docet,  formationi 
Determinantis  functionalis.  quam  determinatio  Multijjlicatoris  requirebat.  sub- 
stitui  posse  Quadraturam.  minus  interdum  inolestam.  Etenim  ope  integra- 
tionis  completae  quantitas  ipsi  °"'"  aequalis  per  solam  .r  et  Constantes  arbi- 
trarias  exhiberi  potest.  unde  ipsiun  log//  per  Quadraturam  obtines: 
rd.v   (  dX         ÖX.  ÖX    \ 

Post  integrationeni  tactam  sulistituendo  Constantibus  arbitrariis  varialühmn  .r. 
a.-,,  x.,,  ....  a\  l'unctiones  aecjuivalentes.  prodibit  ipsius  log,«  expressio.  aequa- 
tioni  differentiali  partiali  (2)  satisfaciens. 

Post  aequationum  (3)  integrationeni    conipletam    expressis  .r,.  .r.,.   ....  .(„ 
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per  X  et  Constantes  arbitrarlas  «i,  a.,,  .  .  .,  «„,  fit  secundum  §.  pr. 

dx       ax          dx  C 

(7)     log2=t^5-!---^ -^  =  log — ^, 

designante  C  Constantium  arbiti'uriarum  fimctionem.      Unde.  omissa,  qiiod  licet, 
Constante.  e  formula  (6)  eruitur 

dx,       Ö.C.,         da-  I  r  d.v  (  dX         dX,  6X    \ 

(8)   iogv±^._^.-.^  =  '°gx+J-x-i-är+^^+-+^)- 

Quae  fonnula  imimitata  mauere  debet,  onniibus  X,  X^.  . . .,  X„  per  factorem  quem- 

cunque  communem  multiplicatis.     Quod  ut  pateat  observo,  per  aequationes  diffe- 

rentiales  vulgares  propositas  aequationeni  (4)  aucta  syrametria  sie  proponi 

ölogX             (9]offX,                       ölogX 
(9)     0  =  Jlog/<+  — ^ dx-\ ^^^  <^H \ /-^  dx. 

Uiide  e  formula  (7)  eruitur: 

c.fj       dx„  dx  C 

1  rl  ohgX  dlogXj  SlogX^^         \ 


1  et   C^'"^'g-^  ClOgA 


Si  in  hac  formula  simul  omnes  A",  A", ,  etc.  in  factorem  communem  t>  ducuntur, 
augetur  integrale  quantitate 

I — =,-^ — dx-\ ;r-^— f/,f, -^ 1 7-^- dx      =     (/loafv  =  logv. 

.'  V      OX  Ö.C|  '  öx^  ")  ./        "  ° 

Eadem  autem  quantitate  minuitur  log-^.  unde  tota  expressio  immutata  manet, 
q.  d.   e. 

Si  in  formula  (8)  ponimus  A' =  1,   prodit   Propositio  sequens. 

Propositio. 
„Facta  integratione  corapleta  aequationum  differentialium  vulgarium 
dx^  ^  dx.^  dx^^ 

dx  ''        dx  -"     ■   ■   ■'        ,/^j.  «' 

exhibeantur  ,x', ,  .i'o,  . . .,  .r„  per  x  et  Constantes  arbitrarias  «, ,  a.,.  ....  «„,   erit 

dx,    dx.,      dx        ff  dX,      ex.,  dX 


dx^       dx,,  d.r^  r/' 

"  da,       da.,  da  J  \ 


dx.,      '         '     dx     )    ' ' 


quantitate    sub    signo   integrationis   et    ipsa  [)er  .v   et  Constantes   arbitrarias 
expressa.'- 

45 
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Si  in  Propositioiie  aiitecedente  ipsae  a^,  «,.  .  .  .,  a„  designant  vanabilium 
valores  initiales,  valori  x  =  0  respondentes,  integi*ationem  inde  a  valore  x  =  0 
fieri  oportet.  Ope  liiiius  Propositionis  vel  formulae  generalioris  (8)  fieri  potest, 
ut  Quadratura  alias  satis  abscondita  eriiatur;  sicuti  vice  versa  si  Quadratnra  in 
promtu  est,  valor  inde  eriiitur  Determinantis  functionalis. 

Propositio  antecedens  primum  a  Cl°  Liouville  tradita  est  in  Connnen- 
tatione  ..siir  la  Variation  des  constante^  arhitraires" ,  ipsius  Diario  Mathematico 
(Vol.  III.  pag.  342)  inserta.  Eadem  sequitur  e  formula  iam  supra  citata  D.  F. 
§.  9  (1),  loco  /",  /,,  etc.  scribendo  .Tj,  .r.>,  ....  .t„  atque  x  loco  a,  loco  x^,  .r,,  etc. 

autem  a^.  a., «„.     Scilieet  est  ea  consequentia  lemmatis,  quod  circa  varia- 

tioneni  iogarithini  Determinantis  loco  citato  dedi.  Habeantur  enim  n  systemata 
aequationum  linearium  inter  n  incognitas  u^,  u.,,  ...,  u„,  quae  systemata  iisdem 
gaudeant  Coefficientibus  incognitarum  et  tantum  terminis  prorsus  constantibus 
inter  se  discrepent.  unde  etiam  omnibus  idem  erit  Determinans.  Denotentur 
in  k^°  aequationum  linearium  systemate  termini  constantes,  in  altera  parte  aequa- 
tionum positi,  respective  per  variationes  Coef'ficientium,  quibus  in  singulis  aequa- 
tionibus  incognita  ii^  aflficitur,  atque  e  primo  systemate  aequationum  petatur 
valor  ipsius  «1,  e  secundo  valor  ipsius?/,,  et  itaporro:  omnium  borum  valorum 
summa  aequivalebit  variationi  logarithmi  Determinantis.  In  signis:  sit  (lt^)^  valor 
ipsius  «j.  petitus  e  systemate  aequationum 

f  «1   u^-\-al,   u,-,-\ — ■  +  ",j    w^j  =^  '^^''t> 
i,-i-(i!>'  «oH h«"  u    =  6a", 


(10) 


Ja!"), 


erit 

(11)     ("i),+(«2).,H ^("„)„  =  <nog^±a[a!:...a(;). 

Faciamus  iam.  in  aequationibus  differentialiluis 

ch',  (Lc.,  (Ik 

(hv  '        cht  -■  dx  " 

substitui  variabilium  .r,,  .r.,,  .  .  .,  x„  valores   per  x   et  Constantes  ai-bitrarias  «i, 

a.,,  ....  «„   exbibitos,   qua    substitutione    prodire   debent    aequationes    identicae. 

Quas  si  ipsarum  «,  respectu  differentiamus.  obtinemus  nn  huiusmodi  aequationes: 

ex,  (  dX,       dx,  dX,       6x.,  6X,       dx  i 

(12)     d^  =  IJL.        '   _^-__L._^^ ^_^^._^L/.,.. 

da.  (  ö.i'j        da.  dx,        du.  dx^        du.  J 

Ipsi    /  tribuendo    valores    1,   2,   ....   n,    ex   aequatione    antecedente  prodeunt  n 


I 
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dX^ 
aequationes    lineares,    in    quibus    habentur    pro    incognitis  quantitates   -^ dx, 

-^—  (i.r,  etc.     Prodeunt  n  eiusmodi   systemata  aequationum  linearium  tribiiendo 

ijjsi  quoque  k  valores  1,  2,  ....  n;  in  oranibiisque  illis  aeqnationiun  linearium 
systematis  incognitae  iisdem  gaudebunt  Coefficientibiis.  Hinc  si  in  aequatio- 
nibus  (10)  poniniHS 

atque  variationibus  substituimus  differentialia.  aequationes  (10)  abeunt  in  aequa- 
tiones  (12),  unde  eruitur 

dX,. 


^^^^\  -  a.;  ''- 

Unde  e  (11)  sequitur 

fdx,       dx.,            dx  ^                     dx^    dx., 

qua  formula  integrata,  Propositio  supra  tradita  obtinetuv. 

§.8. 

Aequatioiiis  X  —  X^-i^ X.-,^: —  X  —^ —  = 

'                            '  dx.           -   dx.,                   "   dx 

0 

pars  laeva  Multiplicatore  suo  ef'ficitur  Determinaus  functionale  completum.     Pro  f^olutione 

singulari  Multiplicator  fit  infinitus.     Multiplicatorem  nihilo  aut  iufinito  aequando 

obtinetur  aequatio  integralis. 

Queniadnioduni,  proposita  una  plurium  variabirmin  functione,  distinguiuius 
inter  differentialia  eius  partialia.  in  cjuibus  vai'iabiles  omnes  pro  indepeiidentibus 
habentur.  et  diff'erentiale  completum,  in  quo  omnes  ab  earum  una  mdeßnite 
pendent,  ita,  propositis  n  functionibus  n-\-m  variabilium,  praeter  earum  Deter- 
minantia  partialia,  de  quibus  supra  dixi,  in  quibus  variabiles  omnes  pro  inde- 
pendentibus  habentur,  in  considerationem  venire  potest  Determinans  completum, 
quod  formatur  habende  numerum  m  variabilium  pro  reliquarum  )>  functionibus 
indefinitis.  Designantibus  .4  et  1>  ipsarum  ,r  et  y  finictiones.  ae(|uatii)iK'm  diffe- 
rentialem 

dx 
docuit  Eulerus    semper   in  taleni  duei  posse   Multiplicatorem.    ut  altera  aequa- 

■l.j' 
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tionis  pars  evadat  difterentlale  coinpletuiu  sivi?  differentiale  certae  functioiiis 
variabiliuin  x  et  y,  in  qua  y  pro  fuuctione  i{)siiis  x  habetur  indejhdtd.  Siniiliter 
aequatio  differentialis  partialis 

(1)    X-X,4^ X,4^ X  4^  =  U. 

in  qu(/.  X,  Xi,  ....  X„  designant  variahüium  x,  .r, .  .  .  .,  x„  functiones,  semper 
in  talem  duci  pok'.ü  Multiplicatorem,  ut  altera  aeqaatioim  pars  evadat  Determinans 
functionale  completum  sive  Determinans  certarurn  n  functioanni  variahüium  x,  x^, 
X2,  ....  x„,  in  quibus  habetur  x  pro  variabiliuin  x^,  x^,  ....  x„  Junctione  inde- 
finita.  Fuiictio  in  aequationem  (1)  ducenda  ipse  est  aequationis  (1)  Multiplicator 
supra  appellatus  et  antecedentibus  fusius  explicatus.  Unde  nova  nostri  et 
Euleriani  Multiplicatoris  similitudo  emergit  novaque  inter  Determinantia  fiinc- 
tionalia  et  differentialia  analogia. 

Demonstratio  Propositionis  antecedentis  sie  patet.     Designantibus  rursus 
/ij  fii  ■  •  -1  fn  solutiones  a  se  independentes  aequationis 

Bx  '   c'.(,'j  "   dx^^ 

supra  vidimus,  senn)er  dari  Multiplicatorem  M,  in  quem  ductae  ipsae  X,  X^, 
....  X„  evadant  functionum  /', .  /j.  ....  f„  Determinantia  partialia.  ita  ut,  po- 
nendo  pro  functione  /'  indefinita 

""        dx      c'.Cj       ß.«.,         ö.c_  dx  '   8x^  "  dx^  ' 

identice  sit 

MX  =  A,     MX^  =  yl,,     .  .  .,     MX^  =  ^„. 
Hinc  eruitur 

1  m\x-x^-^-x.^ X  ^] 

\  '  dx,  -  Bx.,  "  Bx  J 

(.^s      I  1  -' 

=  A^A   -r, A,^ -^„^T— • 

At  in  Commentatione  de  Det.  F.  §.  17  (6)  demonstravi,  siquidem  in  l'unctionibus 
/i5  /sj   •  •  ••  /-,  babeatur  x  pro  variabilium  .Ti,  x.,,  ...,  .?„  functione  indefinita,  fieri 

c/j  \  /  c/'„  \        /  cf^  \  Bx 


\  ÖA-,  /  V  dx.,  J       \  cx^  I  '   ou-j  -   cu% 

Qua  in  t'ormula  uncis  innui,  haberi  .);  pro  reliciuarum  variabilium  ;r, ,  .r.i,   ....  x„ 


Bx, 
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.  '       .  (  ^f,   \ 

functione.     Scilicet  in  Deterininante  iiinctionali  (3)  substitiiendo  ipsarum   l^p-) 

expressiones 

\  dx,. )  dx^         dx       dx^  ' 

inutuo  destriuintur  termiui  oinnes,  in  quibus  inter  se  maltiplicata  inveniuntur 
differentialia  partialia  -^— ,  -^^ ,  etc. ,  ita  ut  horiim  differentialiam  non  nisi  ipsa 
expressio  linearis  remaneat,  quae  dextrain  parteni  aequatioiiis  (3)  eonstituit. 
E  (2)  et  (3)  sequitiir  foi'niula 

l  1    dx,  -   dx„  "■   dx_  I 


l  dx)\  dxj"'\  dxj' 


Unde  diicta  aequatione  (1)  in  Miiltiplicatoreui  eins  M,  altera  eins  pars  identice 
aequatur  Determinanti  functionuni  /j ,  fl,  ....  /„,  in  quiluis  ;r  pro  vai-iabilinm 
o-'i,  X.2,  .  .  .,  x.^  functione  habetur  indefinita.     Q.  d.  e. 

Formula  (4)  methodum  suppeditat,  ut  Lagrangü  appellatlone  utar, 
syntheticam  ad  eruendam  aequationis  (1)  solutionem  generalem.  Nam  secun- 
dum  (4)  aequatio  (1)  identice  convenit  cum  sequente: 


(■^)-©(^)-(^)-- 


Quoties  autem  /', ,  fl,  ...,  f„  sunt  variabilium  x\,  .To,  .  .  .,  a„  t'unctiones  earuuique 
Determinans  identice  evanescit,  semper  et  sine  ulla  exceptione  inter  functiones 
/i?  /ä)  ■  ■  •■>  fn  aliqua  locum  habere  debet  aequatio,  et  vice  versa,  si  qua  inter 
functiones  /, ,  /j.  ...,  f„  locum  habet  aequatio,  earum  Determinans  evanescit 
(D.  F.  §.  7).  Hinc  docet  formula  (5),  ut  ipsius  x  expressio  per  x^,  x.2,  .  .  .,  x„ 
sit  aequationis  (1)  solutio,  sufficere  et  posci,  post  eins  substitutionem  ipsas  /',, 
/"g,  ...,/>!  abire  in  tales  variabilium  x, ,  x.,,  ....  x„  functiones,  inter  quas  una  quae- 
cunque  locum  habeat  aequatio.  Unde  vice  versa  dabitur  solutio  generalis  petendo 
functionis  quaesitae  valorem  ex  aequatione  arbitraria  inter  /', ,  /ö,  .  .  .,  /',  posita 

sive,  quod  idem  est,  obtinetur  aequationis  (1)  solutio  uihilo  aeqnando  solutionem 
quamcunque  aequationis 

(6)     Z  |^+X,4^+...+X„-|^  =  0. 
dx  •    dx,  "   dx 
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Haoc    i'iiivu'ui    niethodiis    aeiiuatioiiciu    dirterentialem    partialem  (1)    ad   (6)   revo- 
candi  ciiiii    ea   coiivenit.    ([uaui    (iliiu   111.   Lagrange   tradidit    {Hist.   Ac.  Ber.  ad 
a.  177!'  püir.  1  •">-)•   "''•  pi'iiiiiiiu   haue-  quaestionem  aggressus  est.     Qiiae  prolixior 
quideiii  vidcri   [idssit  niethodus  quam  aliae,  quibus.ipse  Lagrange  aliique  postea 
usi  sunt:    (lua  de   re  ipse  auctor   eani    ad   exemplum   tantuin   trium   variabilium 
applicuit.     Sane  supponendo,    aequationem   inter  .r,  x^.   ....  .r„    quaesitam  certe 

unam  involvere  Constantem  arbitrariam  «,  eamque  aequationem  ipsius  «  re- 
spectu  resolutam  fieri  /"=  «,  aequatio  proposita  (1)  extemplo  ad  (6)  reducitur. 
Sed  eadem  ratione  omnes  quoque  inveniri  solutiones  a  Constantibus  arbitrariis 
prorsus  vacuas,  non  ita  bene  per  alias  methodos  constat  atque  illam  Lagran- 
gianam.  Scilieet  aequatio  identica  (4)  docet,  nullam  dari  exceptionem  solu- 
tionis traditae,  nisi  forte  exstet  solutio,  pro  qua  Multiplicator  M  evadat  infi- 
nitus.  Quodsi  igitur  more  consueto  Solutionen!  eiusmodi  exceptionalem  seu  quae 
generali  se  subducit  appellamus  siucjidarem,  methodus  hie  tradita  rigorose  de- 
monstrat,  si  qua  exstet  aequationis  (1)  solutio  simjuJaris,  semper  eam  reddere 
MultipUcatorem  aequationis  infinitum.  Quod  novam  nostri  Multiplicatoris  simi- 
litudinem   cum  Euleriano  manifestat. 

Loco  aequationis  differentialis  partialis  (1)  eonsideremus  systema  aequa- 
tionum  ditterentialium  vulgarium  cum  ea  connexum,  atque  systema  aequationum 
integTalium  singulare  appellemus,  quod  e  eompleto  non  provenit  tribuendo  uni  plu- 
ribusve  Constantibus  arbitrariis  valores  particulares  seu  unam  pluresve  relationes 
inter  Constaates  arbitrarias  statuendo:  quo  facto  ex  antecedentibns  haec  eruitur 
Propositio. 

Propositio  L 
,, Propona/ifur  aequationes  differentiales 

d.v:d.r^:...:dj:^  =  X:X,:...:X„, 
earumquc  e.vsfrf  sijsfctnii  aequationum  integraUum  singulare,  n — 1  Constantrs 
arbitrarias    inralrrns:    eliminatis   Constantibus    arbitrariis    e    n  aequationibus 
integral ihtis.    prodit  aequatio,    quae  MultipUcatorem    systematis   aequationum 
ditferentialium  propositaruui  reddit  infinitum." 

l't  Propositio  haec  demonstretur.  prinuun  generaliter  ponamus,  aequa- 
tiones integrales  datas  n  —  l  Constantibus  arbitrariis  affici.  Quarum  aequationum 
ubi  n  —  1  i-esolvuntur  Coustantium  arbitrariarum  respectu,  quod  semper  fieri  posse 
suppono.  harum(|ue  valores  provenientes  in  n'"  aequatione  integral!  substituuntui-. 
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obtinebitiii-  aeqiiatio  a  Constantibus  arbitrariis  vacua.  E  qua  petatur  iiiiius  va- 
riabilium.  veliiti  ,c,  valor  per  reliquas  variabiles  .r, ,  a\,,  etc.  expressns,  atque  in 
ditferentiali  eins 

,  dx     ,  dx     ,  dx     , 

dx  =  -7; —  dx,  -\ — 7^ —  dx.,  H 1 — ,-, —  dx 

ox^        '         öx.^        -  äx^        " 

siibstitiiantur  aeqiiationes  differentiales  propositae 

(7)     dx  :  dx^  : ...  :  dx^  =  X:X^:  . ..  :  X  ; 
eriiitiir 

X  =--  -|^X,+  -^X..-\ \--~-X  , 

öx^        '  c'.r,,       -  dx^^       " 

sive  ille  ipsius   ,v  valor   siij)pe(lital)it   aequatioiiis   differeiitialis    [jurtialis  (1)   solu- 

tionein.     Scilicet   non  fit.    ut    aequatio   antecedens   ex   aliis    i>  —  1    aeqiiationibus 

integralibiis  datis  tiiiat.    (|iiip[)e  e  quibus    supponitur  non    deduci   posse  alteram 

aequationem  a  Constantibus   arbitrariis   liberam.      Eritque   solutio   illa  aut  parti- 

cularis  aut  singularis,  prout  aequatio  a  Constantibus  arbitrariis  libera,  cuius  ope 

ipsa   x   per   reliquas   variabiles   exprimebatur,    in   aequationem    inter   quantitates 

fii  f-i-  ■  ■  ■■  fn   i"6flit  aut   non   redit.      lam   dernonstrabo,    etiam   systema   aequa- 

tionuni  integralium  propositum  iisdein  casibus  aut  particulare  aut  singulare  fore. 

Substituamus  enim  euin    ipsius   x   valorem   in   n  —  1    aequationibus  integralibus, 

quaruni  ope  Constantes  arbitrariae  ellminabantur,    simulqae  in  functionibus  X^, 

X,  .  .  .,  Jl„:   aequationibus  illis,    ut  n  —  1  Constantes  arbitrarias    involventibus, 

complete  integrantur  aequationes  diflferentiales 

(S)     dx^  :  dx,  :...:  rf*;  =  X^:  X,  :  ...  :  X^. 

Unde  quibuscunque  aequationibus  integralibus,  ?^  —  1  Constantes  arbitrarias  in- 
volventibus, seniper  haec  forma  conciliari  potest,  ut  earum  una  exhibeatar  una 
variabilium  x  per  reliquas  variabiles  a;, ,  x^,  etc.,  reliquae  n  —  1  aequationes 
autem  sint  Integralia  completa  aequationum  differentialium  (8),  in  quibus  ille 
ipsius  X  valor  in  functionibus  X,,  X^,  .  .  .,  X„  substitutus  est.  Ponamus,  aequa- 
tionem illam  a  Constantibus  ai-bitrariis  vacuam,  e  qua  valor  ipsius  x  petitus  est, 
redire  in  aequationem  aliquam  i*"  =  0,  designante  F  qiiantltatuui  /', ,  /'.,.   ....  /), 

functionem.     Designantibus  F,  F^,  .  .  .,  F„_-i  earundem  /', ,  /.\ /[  functiones 

a  se  invicem  independentes,  dabitur  aequationum  diirci'entiaüum  propositarum 
(7)  integi'atio  completa  per  formulas 

(9)     F=a,     i^,  =  «,,     .  .  .,     /':_,  =  «„_,, 
deslgnantibus    a,   «,.   etc.    Constantes    ai'bitrarias.      Ex    aequatione    F^a   petito 
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ipsius  .(■  valoiv    erxiiu'    in    fiiiictionilnis   /•',.   i%,   .  .  .,  F„_,,  A',,  X,.   ....  A',   siib- 

stituto,   t'vadiiiit 

F^  =  «,.     F.,  =  a.,,     .  .  .,     i^,,_,  =  «„_, 

Intcii'ralia   coiuiileta   apquatioimni   diffcreiitialumi 

rAr,  :<A;^  :...:,/./;  =   X,  :  X^  :  .. .  :  X„, 
(|iiae  ciiiii  ac(|uati<)nil)iis  diftVn'iitialibus  (8)  siipra  consideratis  conveniiint  ponendo 
a  =  0.     l'iide  ponendo  a  =  0  in  aeqiiationum  differentialium  propositarum  Inte- 
gralihns    completis  (9),    prodit   systenia   aeqnationnni    integralimn    propositarum. 
Qiiippe  quae  redibant   in  aecjuationem.   (pia  ipsa.r    exprimitur  per  reliquas  va- 
rialtiles  et  quae  cum  aequatione  F  ^  0  conveniebat,  atque  in  aequationum  diffe- 
rentialium (8)  Integralia  completa.  quae  ex  aequationibus  Fi  =  «j,  F.,  =  u.,.  .  .  ., 

F„_^  =  f{„_i    obtinentur,    eliminata  x   ope    aequationis    ^=0.      Unde   aequatio- 
nibus   differentialibus  (7)    integratis    systemate    aequationum,    ?i  — 1  Constantes 
arbitrarias  involventium,  quoties  aequatio  eliminatione  Constantium  arbitrariarum 
ijroveniens   redit  in    aequationem    inter  ipsas  /',,  /!,,  ....  /),,   illud    aequationum 

integralium   systema   erit   particulare.    utpote    e    completo    proveniens   tribuendo 
Constanti   arbitrariae   valorem    particularem.      Hinc   vice   versa,    si    illud   aequa- 
tionum integralium  systema  non  est  particulare,  aequatio  eliminatione  ii  —  1  Con- 
stantium  arbitrariarum   proveniens  non  redit    in  aequationem    inter   quantitates 
/,.  /!,,   ....  /„,  ideoque  solutio,  quam  suppeditat,   aequationis    differentialis  par- 

tialis  (1)   erit  singularis.      Cuiusmodi   solutione,    cum    secundum    antecedentibus 
probata   efficiatur  il/ =  oo,    demonstratum   est.    quod   propositum   erat,    quoties 
systema  aequationum   diß'erentialium   vulgarium    integretur  systemate   aequationum 
sinyulari,   numerum.  Constantium  arbitrariarum  involvente  unitate  ininorem  quam 
compktum  involvit,  Constantium  arbitrariarum  eliminatione  proveuire  aequationem, 
qua  Mnlliplicator  systematis   aequationum   differentialium   aheat  in    iiifinitum.     Et 
in  hac   propositione   supponitur.    quantitates  A,  A'^,.  etc.    ita   a    denominatoril)us 
purgatas  esse,   ut   eai'uni   nulla   pro  illa  aequatione  integrali   seu   solutione  singu- 
lari  infinita  evadat. 

Pro[)ositionis  anteeedentis  alia  baec  est  demonstratio.     Integratione  com- 
pleta exprimantur  .i\,  x...   .  .  .,  .r„  per  x  et  Constantes  arbitrarias  /y,,  (i.,.  ....  //„. 

Ponamus,  aequationibus  differentialibus  satisfieri  posse  statuendo  ß\^  ß-i,   •  •  •<  /X, 
esse  ipsius  x  functiones:    sequitur  e  fornuila 

c)x.  6.V  d.v  d.v 
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X.  da\  dd-  d.i\  8,v. 

At  eliminaiiflü  qiiuntitates  /y,,  //,,  ....  /y„  sequitur  ex  aeqiiationibus  intejira- 
libus  positis 

X.  dx. 

(juippe  quod  prodire  debebat  ponendo  ßi,  ß.^,  ....  /?„  esse  Oonstantes;  Ulis 
autem  elimlnatis  qaantitatibus,  perinde  est  sive  constantes  sive  variabiles  fuerint. 
Substituendo  aeqiiationem    aiitecedeiiteni   eruitur   pro    singulis   ipsius  i   valoribus 

d.r.  ex.  dx. 

(10)   -^''ß.-^-e^^'ß.+-+-öj;^^ß.  =  0- 

Ut    satisfiat    ii  aequationibus.    (juae   ponendo    <^1,  2,   ....   n    ex    antecedente 

fliuint,  iieqiie  simiil  sit  fZ/y,  =  f/p'.,  ^  •■■  =  r//)'„  =  0  sive  /y, .  ß.^ /y„  Con- 
stantes sint,  evadere  debet 

6x,       dx\  dx 

Qaoties   poscitur.    ut   tunctiones  /y, .  ß.j,   ....  ß„    involvant   7i  —  1  Constantes  ar- 

bitrarias.    non  tieri  potest.    ut  aequatio  (11)  in  relationem  inter  solas  variabiles 

/y,,  ß.2,  ....  ß„  redeat,  sed  fieri  debet,  ut  e  (11)  peti  possit  ipsius  x  valor  per 

dx. 
/y, .  ß.j.  .  .'..  /y„  expressus;    quo   substituto  in    quantitatibus     „  '  ,  habebuntur  e 

(10)  )i^l  aequationes  differentiales  primi  ordinis  inter  quantitates  ß^.  ß.,.  ....  ß,„ 
quibus  coniplete  intej^ratis  prodibunt  n — 1  aequationes  inter  quantitates  ß^. 
ß.,,  ....  ß„,  II  —  1  Constantibus  arbitrariis  affectae.  Quibus  n — 1  aequationibus 
iuncta  aequatione.  qua  x  per  /y, ,  ß.,,  ....  ß„  exprimebatur.  ipsarumque  />', . 
/y^.  etc.  loeo  substitutis  variabilium  x,  x^,  ....  x„  functionibus,  quibus  per  inte- 
grationeni  completam  aequivalent,  obtinetur  systema  aequationum  integralium 
singulariuui ,   n.  —  I  Constantibus  arbitrariis  afFectum.     Fit  autem  secundum  §.6 

öiTj      dx.^         8x^  C 

designante  C  quantitatuni  /y,,  ß.^,  ....  ß„  t'unctionem  atque  /*  aequationum  diffe- 
rentialium  propositaruin  Multiplicatorem.      Unde,  cum  supponatur,  aequationem 

(11)  non  redire  in  relationem  inter  quantitates  /y,.  ß.^,  ....  ß„,  porro  ipsam  A' 
non  infinitam   evadere.  sequitur  e  (11)  ,u  ^  oc.  q.  d.  e. 

IV.  40 
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Secuiitliim  ea.  qnae  §.  7  tradidi.  Miiltiplicator  J/ systenuitis  aequationuiii 
differentialiiim  post  eariiin  intt'orationein  fonipletam  f'actain  sie  erui  potest. 
Sint  nirsus  Integralia  completa 

;;  =  „,,     f^  =  a,.     .  .  .,     /;,=«„, 
eoruin  ope  exprimatnr 

1  f  dx      öx  ex„  1 

—  ^rn 1 — T-^^ ^— — 

per  X,  «,.  f^,.  ....  «„.     Qua  expressione  integrata  ipsins  x  respectii,  })rodeat 

<f{x,  «,,  a,,  ...,  «J, 
secundiiin  §.  7   erit  JMultiplicator 

^^y  (..,/;./;,.... /j 

Haec  qtiantitas  iit  intinita  evadat  per  solutionem  seil  aequationem  integralem 
singiilarein.  hoc  est  per  soliitionem  seil  aequationem  integralem,  quae  non  re- 
deat  in  aequationem  inter  solas  quantitates  [\,  f.,,  ....  f„  (quod  semper  fieri 
vidinuis.  quoties  omnino  eiusmodi  aequatio  singularis  exstat)  ex  ea  aequatione 
talis  provenire  debet  valor  ipsius  x  per  quantitates  f\.  f.,.  ....  f„  expressus, 
quae  quantitatem  (f'(x.  /'.  f.,.  ....  f„)  reddat  iniinitam.  X  fortiori  igitur  pro 
eo  ipsius  x  valore  intinita  evadere  debet  quantitas 

dtf  1  f  ex      ax,  5X„  \ 

dx  X  l  dx  6x^  ox^    J  ' 

cum  generaliter,  quoties  pro  certo  ipsins  x  valore  infmita  evadat  functio  aliqua 
<f(x),  pro  eodem  etiam  infinita  evadat  functio  -4^  vd  adeo  — ^*)-  Supponimus 
autem,  aequatione  singulari  non  in  inlinitum  abire  cjuantitatem  X,  unde  haec 
emergit  Propositio. 

Propositio  IL 
^Quoties  exstat  solutio  singularis  aequationis  differentialis  partudis 

x  =  x.4^+x..-^+...+x4^, 

'    ö-c,  -    dx,,  "  dx^ 

pro  eadem  fit 

6X  6X^  ^^n 

dx  dx,  dt- 


*)  Demonstrationem  huhis  propositionis  quivis  sibi  supplere  potest. 
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Difficiliüs    videtiir    solidis    argumentis    evincere    propositioneni    iuversam, 
videlicct  quoties  aequatio 

dx      ex,  öx„ 

-^ \-^, 1 h    ^     "     =  oo 

d.v  öj'j  öd'^ 

sLippeditet  aequationis  difFerentialis  partialis  (1)  solutlonem,  eam  fore  singiilarem. 
Neqiie  video,  solidam  dari  demonstrationem  in  casu  elementar!  aequationis  diff'e- 
rentialis  primi  ordinis  inter  duas  variabiles,  cum  in  demonstrationibus  passim 
traditis  minus  recte  supponatur,  functionem,  quae  pro  «  =  0  evanescat,  semper 
evolvi  posse  seeundum  ipsius  a  dignitates  positivas. 

Sub  finem  demonstretur  de  Multiplicatore  nostro  haec  gravissima  Propositio. 

Propositio  III. 
^Quoties  aequatio  üf  =  0  aut  M  =  oo  est  aequatio  legitima,  semper  ea 
siqjpeditat  solutionem  aequationis  differentialis  jmrtialis,  seu  aequattonem  inte- 
gralem systematis  aequationum  differentiaUum  vulr/arium,  cuius  M  est  Multi- 
plicator/-' 

Sit  M  aut  jj-   aequale   functioni   u,    ita    ut    aequatio    ?f  =  c3o    alterutram 
significet  aequationum  M=0  aut  -^  ^  0.      Eam    aequationem   legitimani  dico. 

si  eins  ope  quaeque  variabilium,  quas  continet,  determinatur  ut  functio  reli- 
quarum,  eiusque  difFerentialia  quoque  prorsus  definiantur  difFerentialibus  reli- 
quarum  variabilium.  Statim  patet,  non  esse  legitimam  aequationem  u  =  oo,  si 
est   u  =  1 :    sed  eo   dicendi    modo   etiam    non   erit    legitima    huiusmodi  aeijiiatio 

— — —  =  0.  quippe  qua  non  definitur  y  ut  ipsius  .r  functio.  sed  enunciatur  tantuni. 

x-\-y  esse  functionem  quanicunque  per  Constantem  infinite  magnam  multijili- 
catam;  neque  definitur  ipsius  y  incrementum,  quod  capit,  ubi  x  in  x-{-dx  abit, 
cum  aequatio  x-hy  =  oo  salva  maneat,  si  x  et  y  incrementa  quaecunque  a  se 
independentia  capiunt.      Addo,    si  ex  aequatione  m  =  oo  fluat  variabilis  x  valor 

per  .Ti,  .r,.  ....  x„  expi-essus,  fractiones  -^ — :-^yt  P^^"  aequationem   ;?  =  oo  in- 

finitas  evadere  non  posse,  cum  negative  sumtae  aequentur  dilferentialil)us  par- 
tialibus  functionis  variabilium  .r,,  .Tj,  ....  .;•„,  eui  .r  aequalis  invenitur.  His  prae- 
paratis,  propositio  tradita  sie  patet.  Seeundum  aequationem  differentialem  par- 
tialem,   qua   M  definitur,  sequitin*  ex  aequatione   u  =  oo 

46* 
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(12) 


„     c.i-  ex  „     dx 

A,  —^ A„  — ;;; A_  -^ 

'    OA-j  -    ox„  "    öx^ 

1  f  SX  ÖX,  öl 


ölogM      l  öo;  ö.«j  dx^ 


laiii  si  sii|i|)oiiitm-.  uti  siipra.  aequatione  ??  =  oc  niillam  quantitatam  X,  A'i.  ....  X„ 

■     •    ■  IT  1-1  •  "5-^        dlogu 

uihiiitaiu    reddi,    quaelibet    quaiititatüm    ad    dextram   -^ — '~: — ?j ijro   u  =  oo 

^  ^  ex.  dx         1 

.    sx. 

evanescit.  etsi     ^  ^ '     pro   ?f  =  co  infinituin  tiat.     (^)aod  sntticit  probare  de  (pian- 

cX       dlogu  .       du       du  .   . 

titate  ^s — : — ^ .   cum  fractio  ^r — i-^, —  valorem    nmtum  habeat.      (renerale 

dx.  d.r.  dx^        c-x 

auteni  habetur  lemma.  cuius  deinoiistrationi  difficultatibus  noii  obnoxiae  hie  bre- 

vitatis   causa    supersedeo,    st   hiiuie  fimctiones  pro   certo   ritriahilis   valore  altera 

infmita  fiat,  altera  finita  maneat,  prioris  differentiak  pro   eodem  imriahilis  valore 

infinite  maiiis  fore  quam  posterioris  differentiale.     Petendo   autein  ex  aequatione 

II  =  cc'  valorem  ipsius  .r,,   pro  eo  ipsius  .r,  valore  secandum  suppositionem  factam 

,.    .   .  ,        ,  .    ,   .  .  öX.      Ölog?«     .^ 

A,  finita  inanet.   dum  log»  mfinitus  evadit.   unde  tractiones     ^    '  : — ^ ideoque 

dX.       ölog;< 
etiam  tractiones     „    '   : — ^^ —  pro  «  ^  cc  evanescunt.     Unde.  evanescente  aequa- 

tionis  (12)   i)arte    dextra,    aequatio   ??  ^  oo    suppeditat    aequationis    diflterentialis 

partialis  (1)  sohitionem,  ideoque  etiani  aequationem  inteuralem  systematis  aequa- 

tionum  ditterentialium  vulgarium  (7). 

Notione  aequationis  legitimae  supra  propositae  solvitur  paradoxen,  quod 

in  theoria  integrationum   singularium    obvenit.     Constat   enim,   rarissime  aequa- 

tiones  ditferentiales  gaudere  integrationibus  singularibus.     At  methodus  Lagran- 

giana  quandam   prae  se  fert  generalitatis   speciem,    quae   in   errorem  inducere 

possit.   ac  si  de  quavis  integratione  completa   deducere  liceat  singularem.     Sci- 

df 
licet  111.   Lagrange    de   aequationibus  y  =  f(x,  ci),   -^.^  0   ipsam   «  eliminare 

iubet:    at  in  rarissimls  casünis.   quando  y  =  f(x,  a)  est  aequatio  integralis  com- 

]ileta,    Constante    arbitraria   «  affecta.   tit     ;/- =  (I   aequatio   legitima.    qua   sola 

hie  uti  licet.  Idem  ad  methodum  valet,  qua  supra  de  systemate  aequationum 
integraliura  corapletarum  deduxi  aequationum  integralium  singularium  systema, 
(piod  numerum  Constantium  arbitrariarum  unitate  minorem  implicat. 


i 
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C  a  put    s  e  c  u  n  d  u  in. 

De  usu  novi  Miiltiplicatoris  in  aeqiiatiouibus  differeutialibus 
integrandis.    Principinni  Ultimi  Miiltiplicatoris. 

§•  i). 

De  Multiplicatore  aequatioiium  dilieientialium  traasformatarum  e  propositarum  derivando. 
In  aequationibus  differentialihus  propositis 

(1)     d,v  :  </./•,  :  . . .  :  c7.i;  ==  X  :  X,  :  . . .  :  X„ 
loco   varlabilinin   x.  ,r, .   ....  .i'„   aliae   introducantur    w,   «•,,   ....   »•„,    quae   sup- 

ponuntur  datae   variabilium   ,r,  .i\,  .  .  .,  .v„   fiinctiones  a   se  independentes,    unde 
etiani  ,r,  x\,   ....  .v„  erunt  qiiantitatum  ir,   it\,  .  .  .,   «;,  functiones  independentes. 

Cum  fiat 

dw.              6w.                         dir. 
dir .  =     ^       dx  H -.^r-^  dx,  -\ 1 ?:— ^  f/*'  ,. 

sequitur  ex  aequationibus  (1): 

(2)     dw  :  dw^  :...:  dw^  =    W :  W^  : . . .  :  IF  , 

ponendo 

f  div.  dw.  dir.        ) 

(3)     ir=jU^X+^^XH Y--^x\, 

^  '  (  dX  ÖA'j        ^  öx^^        "J 

ubi  J  factor  adhuc  indeterminatus  sit.      Porro  fit 


c'/  /  Sf  \    dw        /  df  \   ö«'j  (  ^f  \  ö«-'« 

dx.  \  dir  )    dx.         V  dir,  )  dx. 


/  0/  \  dw^ 
Vd^J'd^' 


siquidem  uncis,  quibus  includimus  diiferentialia  partialia,  innuimus  functiones 
differentiandas  per  novas  variabiles  lo,  «;,,  ....  lo^  exhibitas  esse.  Antecedente 
fbrmula  substituta  et  advocata  (3),  sequitur  pro  qimcnnque  fimctione  f: 


Aequationuni  (1)  Multiplicator  M  deiiniebatur  aequatione 

f      df  df  df  \  df      df. 

(5)   j/  x~4-A,-y — h-+x„-^   =  :s±-.-.-^ 

^  '  l      dx  '   ö.c,  "   dx^  J  rJ.c      öcCj 

Siniiliter  dutur  aequationum  (2)   Multiplicator  iV  per  fonnulam 
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00 


l        V   dir 


&h-^-m] 


— (f)(i^)-(it)-     , 

At  secundiim  propositioneni  notain  (De  Detenn.  Funct.  §.11  Prop.  II.)  fit 


da        dx.  d: 

CO 


Unde  e  (4).  (5)  obtinetur  pro  (juaciiiique  f'uiictione  /'; 

Quam  fonnulaiu  comparando  cum  (6)  sequitur,  posito  in  formula  (3) 

^  ^  .  8w      8w^         Btv^  ""      \dw  Jxdw^J       \dic^J 

"*        dx       8x^         8x^ 
[Det.  Funct.  §.9(3)],   fieri   N  =  M,    sive  aequationum  differentialinm  proposi- 
tamm  (1)  atqne  tramformatarum  (2)  eundem  fore  Multiplicatorem. 

Servando  factori  zi  valorem  (9),  cum  sit  idem  M  aequationum  (1)  et  (2) 
Multiplicator,  fit  e  proprietate  Multiplicatoris  fundamental! 


(10) 


(11) 


öx  '  öx^  "  ax^ 

I                I  dX  8X^  öX„  1 

I             '    l  (9a;  8x^  dx^    J ' 

\  cw  )  '  V  c)u\  )                     "  V  cn-J 


UdW\     (dw.\  roir\i 

At  ponendo  M  pro  functione  indefinita  /'  in  formula  (4)  fit 

8x  ^   8x^  "  dx^  J  l      \aw  )  'V  8w^ }  "  \  cv:^  )} 

Unde  de  aequatione  (11)  per  J  divisa  detrahendo  aequationem  (10)  et  di\-idendo 
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per 

M  eruitui 

(12) 

dx 

dx 

4- 

dx, 

Quae  est  formiila  inemoratii  cli<;na,   in   qua  A',  A',,   .  .  .,   X„  sunt  f'unctiones  quae- 
cunque,  ipsae  autein  z/,    IF,    TF,,  ....    W„  formnlis  (9)  et  (3)  definiuntur. 

Si  quantitates  W,  W^,  etc.  per  factorem  communem  /l  dividimus,  per 
eundem  mnltiplicandas  erit  aeqiiatiomim  (2)  Miiltiplicator.  Unde,  si  definimus 
(quantitates    W^  formula 


W.  = 

-x+ 

5-,- 

•  + 

die. 
,,  '  X 

aequationum 

differentialiuni 

,hr  : 

hr^  : 

..:(/» 

„  =    W:  W 

!•• 

■  ■■  K 

erit  Multiplicator  J.M.     P 

jnanius 

t  = 

J    X    ' 

poterunt  aequationes  differentiales  (1) 

sie  propo 

li: 

dx 

A^ 

dx^ 
dt 

=  X„    .. 

•, 

dx^ 

dt      ~~ 

\ 

unde  sequitui 

dw. 

dt      - 

dio. 
8x 

x+ 

8 IV. 

+ 

dw. 
dt 
Aequationum  (1)  Multiplicatorem   in  sequentihus  etiam  appeüaho  MuJtipli- 
catorem  aequationum  (13).     Unde  antecedentibus  inventa  sie  poterunt  enunciari: 

Propositio  I. 
.,Designantibus    A',   A',,   ...,  X„    variabilium   x,   .r,,   .  .  .,  x„   functiones 
quaslibet,  proponantur  aequationes  differentiales 
dx  dx,  dx 

-w  =  ''-  -ir  =  ''-  ■■-    /"  =  ^- 

quarum    sit   M  Multi[)licator;    in    (juibus    ae(|uatiouibus    ipsarum   .r,  ,r,.  etc. 
loco  aliae  introducantur  variabiles  w,   ic\,   .  .  .,   w„:    quo  facto  si  obtinentur 
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aeqiuitiont's  din'civntiale'si 

ihr  dir,  ehr 

^''^  ^="'    ^-="'.-  ■•••  w"-'"' 

liarum  ae(iuatuiiiiiiu   Multiplicator  erit  J.M,   posito 
1  /  ö.c  \  f  ö.t: 


dw      du;         du- 

2zt - ' 

8.V       6x,         d.T 


^m-m^' 


Ubi  riirsus  qiiantitates  Ti'  forimila  (8)  detininuis.  fonmilam  (12)  sie  pro- 
ponere  licet. 

Propositio  II. 

..Ipsannn  .r,  ,r, ,r„  loco  introdaceiido  iv,   h-,.   ....   zc„,  ponendoque 

dir      du\        6w^ 
~        c'.r       dx,  dx         ' 


ex  aequationibus  differentialibus 


dx 

T/7   ' 

=  X. 

(/7" 

prov 

eniant 

sequente 

^: 

d>r 
~dV~ 

=  H 

'r 

du- 

erit 

^6x 

4- 

ax 

dx, 

-H \- 

'^^„ 

] 

jf 

[dx 

öx^ 

dir 


((4^ 


In  antecedeiitibus  suppositum  est.  neque  ipsas  X.  A', .  etc.  implicare  va- 
riabilem  t  neque  eaai  variabilem  afficere  relationes.  quae  inter  variabiles  pro- 
positas  X,  Xi,  ....  x„  atque  novas  «•,  ti\.  ....  w„  intercedunt.  Si  qiiantitates 
X,  X^,  etc.  praeter  variabiles  x,  ,r,,  etc.  ip.'<a  quoque  t  afficiuntiir,  aequationum  (\Z) 
Miiltiplicatorem   eundem  dicere  placet  atque  aequationum 

(15)     dt :  dx  :  (Ar,  :  . .. :  r/.i;  =  1  :  X  :  X,  : . . .  :  X„. 

Desigiiantibus   x.  ,r, .   etc.    ipsaruiu   /,   ic,   u\.   ....   ic„,    sive    ic ,    tVi.    etc. 
ipsarum  /,  x,  x^,   ....  x„  fiinctiones.  ponaimis  rursus.  ex  aequationibus  differen- 
tialibus (13)  vel  (15)  sequi  aequatioues  (14)  sive  aequationes 
(1(5)     dt :  dir  :  dw^  :...:  </«■„  =  1  :  U' :  ir,  :  . . .  :  W;, 
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atque    aequationum  (15)    Miiltiplicatorem    esse   M.    aequationum  (IG)    Miiltipli- 

catorem  J.M.     Quibiis  statutis.   secuii<liim  antecedentia  ad   ?;  +  2  variabiles  aiu- 

plificata  erit 

f  ot  \r  dx   W  ö.«,  \       /  dx^^  \ 

Sed   habetur  (4^)  =  1.    (^]  =  0.   unde 


Hinc  sequitur,  Fropositionem  I.  ad  e>nn  qiioque  casum  ralere,  qua  quantitates  X, 
X-^,  etc.  atque  functiones  novis  rariahililais  aequandae  ir.  ir,,  etc.  praeter  ipsas 
,r,  a'i,  etc.  variabüi  t  afficiuntur. 

Si  tantum  pro  parte  variabiliiim   al'uie  introdacuiitiir.    ipsius  z/  expressio 
simplicior  evadit.      Propositis  eniin  aeqiiationibus  (13) 
dx  d,i-  dx 

^^  =  x,    -  '  =  X, v^-  =  X  . 

dt  dt  I  ih 

quarum  est  il/ Multiplicator.  si  tantum  loco  variabiliuiu  .r.  j\.   ....  .(•„  aliae  iiitro- 

dueuntiir  u\   «-,,   ....   n\,   ita  ut  aequationes  difterentiales  transtbrmatae  tiaiit 

dw  du-  dw 

^=^^'  ^='^' -,7r="'" 

"df-  -  V.-  -~ir~  =  ^'-'-  •  •  ■•    'dr  -  ^"- 

fit  harum  Multiplicator  zi.M,  posito 

f  dx  \  {  dx,    \       (  dx     \  1 


dw  )  \  dw,  ]       \  dw    }  dw       dw,  dw 

1  "  V  -I- !_  . . . ff_ 

dx        dx^  dx^ 

sic'uti  ex  expressione  oenerali  ipsius  J  patet  ponendo  «'„_^,  ^.r„^i,  (ü„+2^.r„_f..,,  etc. 
Quae  tbrmulae   variis  applicationibus  idotieae  sunt. 

§■  H». 

Multipliciitur  aequatiüiium  dilVereufiulium  ope  liitcgniliuiu  coinplotoruiii  reductaniui  e 

Multiplicatorc  propositaruni  eruitur.     Pro  reductionibus  diver.sis  ilultiplicatores  alü 

de  aliis  deducuntur. 

Per  tnriiiulas  §.  pr.   ti'aditas  taeile  solvitur  ([uaestio.   si  aequatioiiuni   dif- 
fereiitiaüum 

(1)      .l.r:dr:...:dx    =  X  :  X    ■....:  X^ 
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invLMita   siiit   »;  Inteo-nvlia 

(2)      W  =  u.      ir^  =  ^'i'      •    •    -,      "'„,_i  =^  ",„—1^ 

(lesiüiiaiitihiis  «.  «,.  ....«„_,  Constaiites  arhitrarias.  aequatioiuiiu  differentialiimi 
opo  illonun  Integraliuin  rediu-tanmi  Miiltiplicatorein  e  Multiplicatore  pi-oposi- 
tanini  iiivestigandi.  Siiit  eiiiiu  «•„,,  «•„,^_|,  ....  ii\  aliae  variabiliuni  .r.  .r, .  ...,.r„ 
funotioiies    a   se   ipsis   et   ab   ipsis   w,   ?r,.   ....   ir,„_i    independentes.    inter    quas 

propositiiia  sit  aequationes  differentiales  exliibere  reductas.    Poterunt  u\  /r,, w„ 

ipsainini  .(.  .r, ,  ....  .r„  loco  pro  variabilibiis  in  caleulum  introdiici.  Quo  facto 
seciiiiduiii  §.  pr.   abeunt  ai'qiiatione.s  differentiales  vulgares  (1)  in  sequentes: 

(3)     ,/„■ :  (/»•_  :  <Iw,  :...:  ,/«•  _  =    \V :  11',  :  ir., :  . . .  :  H; . 
siquideni  statuitur 

{6ii\  6w.  du   \ 

c\r  '   c.)-|  "   f;.r^_  ) 

Poiiendo  faetoreni   J.   quem   ex   arbitrio  deterniinare  licet,   tieri 


vidimus  §.  ])r. .  Multiplicatoreni  aequationiini  differentialium  propositarum  (1) 
eiiudeni  evadere  atque  Multiplicatorem  aequationum  transformatarum  (3).  Unde. 
desiffnante  M  aequationum  (1)  Multiplicatoi-em.  identice  erit 

qua    in    formula    .1/.    TF.    ]\\ W„   \iev   variabiles   ic,   u\.   .  .  .,  iv„   expressae 

iinguntur.  At  cum  sint  (2)  aequationum  dill'erentialium  (1)  Integralia,  sequitur, 
esse   »•,   «•,,   ....   (/•„_,   solutiones  aequationis  differentialis  partialis 

er  '   er,  "   dx^^ 

unde   patet   e  tbrnuda  (4).   identice  üeri 

(7)    11^  =  0,    ir,  =  0.    ....     Tr__  =  0. 
Unde  aequatio  (6)  in  hanc  reducitur: 

In  aecpiatione  antecedente  expressae  sunt  MW,^^,  M  U,,,^,.  etc.   per  ;/•.  «•,.  . .  ..  a\. 


1 
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seil   differentiationes   partiales  solai-mu   ?/■„,,    (r,„_^,.   .  .  ..   vr„    i'espectu  ti'ausio'uiitiir. 

Tncle    in    aequatione    pmet-edente    ipsis  rr.   ir ,  rt;,„_i   substituere    licet  Con- 

stantes  arbitrarlas  ae([uivalentes  ci,  «,,  ....  «,„_,.  Idein  si  facirnus  in  aequa- 
tioiiibus  differentialibus  (3).  obtineniiis  acciuatioiies  diircreiitiales  per  iiiventa  Iiite- 
oralia  (2)  rediictas 

(9)  t7vr^„  :  r//r^_^^,  :  ...  :  ,hr^^  =  H;_  :  H;__^,  :  ...  :  IV  , 
in  quibüs  sunt  W,„,  W,„_^_,,  ....  ]F„  ipsarnni  /r,„.  /r,„_^,.  ....  io„  et  Constantiuin 
arbitrariarnni  «,  er,,  ....  «„,_,  f'unctlones,  in  quas  qiiantitates  (4)  per  inventa 
Integralia  (2)  abeunt.  Siniulque  <locet  aequatio  identica  (8),  ipsüm  31,  per  «•„,, 
«',„+1.  .  .  .,  "'„  atque  a,  «, ,  ....  «„,_,  expressnm.  fore  aequationimi  quoque  re- 
ductarum  (9)  Multiplicatorera. 

Antecedentibus  valores  (|uantitatüni  W,  por  talem  tactorem  J  nudtipli- 
.CHvi.  at  aequationum  difFerentialiiini  (1)  atcpie  (3)  Multiplicator  M  ideni  Hat. 
Si  in  formulis  (4)  hunc  f'actorem  omittinms  sive  omnes  qiiantitates  Wf  per  f'ac- 
torem  J  dividimiis,  i[)se  J/  per  enndem  iniiltiplicari  deliebat,  sive  aequa- 
tionum (3)  vel  (9)  Multiplicator  poni  debeliat  /J.M  (§.  9).  Quod  si  facirnus, 
antecedentibus  inventa  sie  proponere  licet. 

Propositio  I. 
..Aequationum  difterentialium 

^/,c  :</,<:,  :...:<^,  =  X  :  X^  :  ...  :  X,, 
(juarum   sit  M  Mtdtiplicator,   inventa  sint   m  Integralia 
""  ^  '''     "'i  ^^  '^'i-     •  •  ■■     "',„-1  ^^  f',„-i ' 
quorum    ope    variabiles    ,r.   ,r, ,   ....  .r„    onnies    e.xprimantin-    per   Constantes 
arbitrarias  <(,  et ,   «„,_,  atque  variabiliuui  .v,  :i\,  .  .  .,  ,c„  t'unctiones 


nonendc 


div.  dir.  8h 

n;.  =  X  --^^-^ +x  ^.-'-  -\ h x„  — 


d)untur  inter   variabiles   »•„,,    ?/;„,+,,   .  .  .,   ?o„  aequationes  ditferentiales 
</"•„,  :  <//'',„^,  :  ...  :  </«•„  =    ll',,,  :  W'__^,  :  ...  :  H;, 

u'uui(|ue    Multiiiücator  erit 

J.JA 

47* 
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siqiiicleiii   [KHiitui' 

'^  =  ^-  i~ö«rj  V  5m'.  ^,  j  ■■'l  6w'"}  [  da  "'^' )  \däf^)"'  l  e« "  ,  ) 


U±- 


6w        dw 


dw  dw 


du\ 


er  o'.r. 


8a: 


'^)uae    est    Propositio    in    theoria    Miiltiplicatoris    fundamentalis.       Deter- 
iiiiiiaiis  iiiversiiui.   quo  J  cxpriniitur.  sie  (pioque  seribi  potest: 

(  rir        6  IC,  dw    )~' 

I  v-l- .  '    ...        _2_' 

(     ~~   d.v       öiC,  dx^  J     ' 

cum   pernuitatione   fiinctioiiiini    ir.   u\.  etc.    valor  Deterininantis    tantiim  sicnuin 
mutare  queat.   qtiod  liic  iion  ciiraimis. 

Pro  i})sis   »,r„,.    /r„,_^, .   ....    »•„  etiaiu   )i  —  iii-i-l  quantitates  e  miinero  ipsa- 
riiin  .!'.  .r, ;■    siiiuei-e  licet.      Si   statuinius 


fit 


(10) 


'  =  ^^(-^^^ll^^^j-dl^) 


I  cw 


dw 


Porro  e  (4)  obtinetur 

ir    =  X.     ]]' 
Hinc   eniitur  haee   Pnipositio. 


da; 


..      \V  =X 


Propositio    Tl. 
„Aequationuni   differeutialiuni 

(/.r  :  (h^  :...:  d.r^^  =   X  :  X,  :  ...  :  X^^ 
qnarnm  M  est   Multiplicator.   iiiventis   ///  Inteoralibus 


si    exhibentiir    a'„_,„+,,    .r„_,„^..j.    ....   .;■„    per  .r,   .c, .    ....   ,r„_,„    atque    Con- 

stantes  arbitrarias  «,   «,.   ....  «,„_,.  aequationuin  differeiitialium  reductaruin 

</.r  :  (l.c^  :...:  </.r^^  ^^^_  =  X:X^:...:  X„_„_ 
evadit   Multiplicator: 
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/  dx       ^,  W  dx       ^,\        t  dx         \ 


1  '^'""  '^"-'l  '^""m-I    X~ 

~  '^'■^'„-„,+1  '^'•'■„_,„+-  c).r^,       J 

Si  eaedem  aequationes  ditterentiales  propositae  per  diversa  Integralium 
systeniata  reducimtur,  Multiplicatores  diversorutn  aeciuationuni  differentialium  re- 
ductai'iim  systematum  ex  eoriini  uno  deduci  possunt.  Qua  in  re  semper  sup- 
ponitur.  unumquodque  Integrale,  (piod  i-oductioni  inservit.  sua  affici  Oonstante 
arbitraria .  ideoque  aequationes  ditterentiales  reduetas  onnies  ingredi  Constantes 
arbitrarias.  (juibus  Integralia,  quorum  ope  reductio  effecta  est.  aftieiinitur. 
Sint  enim  rursus  Integralia  reductioni  adhibenda 

atque  aequationes  ditterentiales  reductae.   inter  variabiles   «■„,,   w,„^^ w„  ex- 

hibitae. 

(11)     dw^^^  :  r/;r_^^^  :  ...  :  ,/,,•,_  =    IF    :   H^^,  :  ...  :  TF  . 

Eaedem  aequationes  ditterentiales  propositae  (1)  ope  Integralium 

^'    ^    P'-  "l     ^^    1^1   '  •      •      •!  "a—1     ^    \''k—\ 

redueantur  ad   has,   inter  variabiles  ?/<.,   »<._^, ,   ....   //„  exhibitas: 

(12)     du^ :  (.'«,_^,  :  . . .  :  du^  =    l\  :  f  ^,_^,  :  . . .  :  f7, . 
Sit  il/ Multiplicator  aecjuationum  ditt'erentialium  propositarum.  sint  respective  N 
et  Ä' Multiplicatores    aequationum    ditterentialium   roduetarum  (11)   et  (12):    erit 
seeunduni  Prop.  I. 


(13) 
unde 

(1-1) 


Quae    tbrmula   su|i[)onit.    in    aequationibus    ditterentialibus    reductis(ll)   et    (12) 
ita  definiri  quantitates 


1           dw      dw. 

dw   y 

••-äTJ 

1            dx       dx^ 

dw      dw^ 
—   dx       dx^ 

dw 

•  dx 

\_^8u   _  du, 

\            —  a.     dx,  ■ 

du 

in    aequationibus    ditterentialibus 

tterentialibus   proportionale 

s.   iit   tic 

d";.        '\ 

\v    ^    u,  ' 
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Si   ipsae    n-.   »•,.    ....    ir„   per    >',   >i u„   expriiiHiutiir.    fonniilani  (14)    notae 

Propositioiiis  beiicHcio  (D.  F.  vj.  1(1(5))  concinniiis  sie  exlilbere  licet: 

8w      dn\         8w 
(15)    A'  =  n:^±^^  .      '  .. .  ^^ . 

Qiiae  fonnula  gciieralifs  diios  amplcctitur  casus  partieulares,  alterum,  quo  aequa- 
tioiies  (lifferentiales  propositae  per  eadem  Integralia  reducuntur.  sed  reduetae 
inter  diversas  variabiles  exhibeiitur,  alterum,  ([uo  per  diversa  Integralia  reduetae 
inter  easdem  variabiles  exhibeiitur. 

Etenim  ponendo  k  =  rn  atque 

II  =  ii\     M|  =  ir^  .      ....      u^^^  =  "",„_, 
sequitur    e   (15).    si    eaedeiii    aecjuatioiies    dill'ei'eiitiales    propositae    per    eadem 
Integralia 

reducantur  ad  )t  —  rn  ae(]iiati()nes  differentiales  inter  n  —  m-[-\  variabiles  er,,,, 
W",„+i,   •  -  •,   »'„  vel   ad   alias   inter  variabiles   «,„,    «,„^_, ,   .  .  .,   «„,   tieri 

8ic         dw    , ,         dir 

(ir.)    K  =  .V v±  ^^ .  -^^^^  -  ^^ , 

ubi  «',„,  ?<•„,+,.   ....   ir„    expressae  supponuntur   per   variabiles  ?<„,,   «„,+,,   ....   >i„ 
atque  Constantes  arliitrarias  a,   r^, .   ....   «„,_,. 
Si  vero  rursus  k  =  m   atque 

vel  si  aecjuationes  differentiales  propositae  per  hoc  m  Integralium  systema 

aut  per  hoc 

u  =  ß^     «,  =^„     .  .  .,     «,„_,=  ^,„_, 

reducuntur  ad  n  —  in  aeijuationes  differentiales  diversas  inter  easdem  n  —  m-\-l 
variabiles  /r„,,   iv,„^,.   .  .  .,   ir„:  abit  fbrmula  (15)  in  haue: 

cir      cii\  dw 


(17)     A- 


6ß  dß^  ^'ß,n-l       ' 

siipiideni   in    l'ormando   Determinante    functionali    supponitin-    expi-essas    esse    ir, 
11-. //•„_,     per    variabiles    /r,,,,    »•„,_i,   ....    /r„    atque    Constantes    arbitrarias 

/^.  li iL. 
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§.    1  I  . 

Princi|iium  ultimi  ^lultiplicaloris  sive  quoiiioilo  cognito  Jlultipliratore  .systemalis  aequatioiunn 

dillerentialium  vulgarium  ultima  intcgratio  ad  Quadraturas  revocatur. 

Propositionum  I.  et  II.  §.  \n\  prae  ceteris  ineinorabilis  est  casus  m  =  n  —  1, 
(|Lio.  Omnibus  pi-aeter  unuiu  iuventis  Integi'alil>us.  uiia  integranda  restat  aequatio 
(lifferentialis  primi  ordinis  intei"  duas  variabiK's.  Eo  casu  Multiplicator  aequa- 
tionis  diffei-entialis  reductae  redit  in  Multiplicatorem  Eulerianuni.  qui  eani  per 
se  integrabilem  reddit  sive  ad  Quadraturas  revocat.  Unde  ponendo  m  = /n — 1 
e  Propp.  1.  et  II.  §.  pr.  memorabiles  prodeunt  Propositiones,  quae  novum  con- 
stituunt  principium.  e  quo  Calculus  Integralis  band  paruni  incrementi  ca|)it. 
Quod  prtiicipiioti   iiltmu,   Mi(/t/j)h(;(i/oris  a])]:)ellare  conx'euit. 

Pi-opositio    I. 
,. Propositis  (leqitdtiöiiiltiis   diJfcrciilMtllhus 

,l.r:,l.r^:...:,l.r^^  =   A' :  X,  :  . . .  :  A  ^ , 
hdhciitiir    MitltipUcittoi'   M  xirc   sohitio    quitecitiiqitf    (idjiKf/ioiiis    (lißtrciitutlis 
poiiuihs 

d{MX)  d(AIXJ  d(MX) 

porro  Inreiifa  siiit  InlcgraUa  praeter  wiuin  omnia 

</esi(/innilil)iis  a,  etc.  Co/isfmites  (irbitraritis,   quibus  ipsae  fanctioiies  «%  u\,  etc. 
noii   afficiantur:  sii))ifis  e.v  arliifrui   dndhn.'i   ipsarion  x.  x^,  . . .,  x„  functlonibus 


«ü„_,,   if„,  ßdt 


dw    ,  div     ,  Du 

ox  '      ax 

dw  dw 


9.C| 
■('/  u/timuin   Integrale 


"      dx 

=  '^' 

=    W^ 

I 


dx       dx,  dx 
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Prcpositio    II. 
„Invcnti.s  arquafloniiin  fliß'crcntialoim 

r/,r:^/x,  :...:(/.;;   =   X  :  X^:  . ..  :  X^ 
IntcgrdUhug  praeter  inunn   omirihiis 

ii:  ^=  a.     /'•,=«,,     ....     "■„_.,  ^  «„_.,, 
ac  (lesi(j)iaiife  M  solutionem  quamcunqiie  aequationis  dißh'entialis  partiahs 
_     d{MX)  d(MX^)  d(MXJ 


exprniuni/Nr 

.V,,    .r,.     .  .  .,     .»;.     X     X,.     M 

jier  X  et  x^  atqiie  Coiistaiites  (irbitntrias 

a.     «|.     ....     «„_2  '■ 
erit  iiltinid  neqvatio  intecjraiis 

M\X^(lx-Xdx^\ 


/- 


8  IC      du:. 


6.V.-,      dw.^  dx^ 

In  duahus  Propositionibus  antecedentibus  quantitas  sub  integrationis  signo  po- 
sita  evadit  diiferentiale  completiim.  ubi  expressiones  in  bina  differentialia  ducta 
per  easdem  duas  variabiles  exhibentui-,  inter  quas  aequatio  differentialis  redueta 
locum  habet.  Similiter  in  sequentibiis,  etsi  pressis  verbis  non  adnotetur,  quoties 
formula  integralis  Constanti  arbitrariae  aeqni|)avatur.  inniiitur,  sub  signo  inte- 
grationis haberi  differentiale  conipletuni. 

In   Propp.    antecedentibus   loco   divisionis   per   Deterniinantia    funetionalia 

cw      6w,  8 IV 

-±-^ — ^•••— ;r^^' 
ox      ox^  ox^^ 

8w      6wj         ^'^'„—■' 

öd.-._>      cx.^  cx^^ 

etiam  multiplicatio  institui  potuisset  per  Deterniinantia  fuiictionalia  sensu  in- 
vcrso  formata  (Det.  Funct.  §.  9).  Quod  ul>i  tit,  erit  in  altera  Propositione 
ultima  aequatio  integralis 

(1)  ./"3/J(i>>/»-„_,—  ir^,, //'•„)  =  cuust.. 


M 
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(2) 

vel  in  altera 
[)osito 


da  Ößj  ^"„_2  ^"'n— 1  ^'^'i 

r  dn-      dw,  dw  1~' 

(3)    ./'xUJCXjJ./— A't/.r,)  =  Const., 


dx.,       dx..  ö.f^_  f  dw       dwj,  '"''"'„ -■_'  1 

(4)    <J  = -±^-^"- e^'3;  =  p^TT^-ä^;^       ä7"^J 

In  formandis  Detenninantibus  functionalibiis  (2)  et  (4)  siipponitur.  aut  ipsa  »  —  2 
Integralia  dari  novasque  quoque  variabiles  «■„_, ,   ir„  per  ,r,  .T;  .  ....  .r„  expressas 

esse,  aut  per  integrationes  ti-ansactas  variabiles  omnes  expressas  esse  per  binas 
"•„_,,   ir„  vel  X,  .r^  atque  per  Constantes  ai'bitrarias.  quae  singulis  integrationibus 
accedunt.      Generaliiis   si    reductio    ad   aequationem    ditFerentialem   primi   oi-dinis 
inter  duas  variabiles  efficitiir  ope  »  —  1  aequationuin  integralium  quarumcuuque 
77  =  0.     /7,  =  0.     ....     ff ,_.,  =  0, 

(luae  afticiuntiir  totideiii  Coiistautibus  arbitrarüs 


poni 

poterit   in  iorinula 
(5)     J  = 
n  forinula  (4) 

dn 

v-t-      

-—da 

dn^ 

da^ 

dn^_, 

da^  , 

dn     dn^ 

-—   ar,      dx^ 
da        da^ 

ö/7„_j 

Ö'"»-! 

ö'«„ 

vel 

d.x^ 

dn^^_.. 

dx 

5., 

dtt^^_.. 

^     a/7    0/7,      dn^_, 
~  —  'd^"d:^"'~dy^ 

(Cf.    D.  F.    §.  10).       Foi-miila    antecedens    prae    ceteris    (.•um    fructu    adliibetur. 

Aequationibus    enim  integralibiis    inventis,    saepissime    per    varias    eliuiinationes 

eiusmodi  formas  induere  licet,  pro  quibiis  Determinantia  f luictionalia ,  quae  nu- 

meratoreni   et   denominatorem   fractionis  antecedentis  constituunt,    sine  molestia 

inveniantur.     Commode  etiam  adhiberi  potest  ad  Determinantia  functionalia  for- 

nianda  Propositio,  valorem  Determinantium  functionalium 

dw      dw,         dw  dw      dw,         dv;     „ 

V  -4- ' »  _        V  -f- 1 "-- 

dx       dx^  dx^^  '       ~        dx.^      dx.^  dx^^ 

IV.  48 
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nun  niutai-i.  si  ante  difterentiatioiK's  partialcs  traiisigendas  functio  quaeque   u\  ope 
aeciiiatiomini 

(7)      w  =  u.      ir^  =  f'i-      •    ■    ••      "',_,  "=  «,_, 

nuitationes  quascunqiie  suboat.     Inservire  possuut  aequatiüiies  (7)  ad  idiniiiiandas 
e  quaque  fiinctione  iC;  variabiles 

Quo  facto  si  ablt   ir,  in   JI,,   erunt 

J7— «  =  0.     n,  — «,  =0,     .  .  . ,     /7,_j— «„_.,  =  0 
aequationes   integrales,    quales    |k^i'   integrationeni    et   eliniinationem   siiecessivaiii 
inveniuntur.     Porro  tit 

dw     6w^        ö"'„_-.  '^''7      dn,         Sn„_^ 

ex.      dx.,         d.v 


(8)    ^--^^ ^ ^-        —     .-        ,,  ^ 

^   '  --"■        '-^'-  '-■>■  ex         ox  _.  ox.^ 


(Cf.   §.  3.)     Si  vero  adhibentur  vaiMabiliuni   exfiressiones.  qiiales  ex   crnuiuatione 
successiva  prodeiint.  videlicet   ipsius  x„  ex|jressio  per  x.  .r, .   ....  .!„_,.   (c:    ipsiiis 

.r„_,   expressio  per  ,c,  ,r, ,   ....  .i'„_^,,  «,   «, ,   etc..  al^t  Determinans 


dx„       dx.^  G'X_ 

"        Sa        da,         da_ 


prodiictuin 


\\\)\  micis  inniio.  es.se  .i„_,  ipsaruiu  .r,  .r, , '■„-,_i;  «•   ('\-   ■  ■  ■•  '•,  t'iinctioneni. 

(,)inbus  substitutis  in  (4),  tit 

/  ö,«^  \  /  öx^_^  \       (  dx.,     \  1 

^^   '^  =  \li^)\-8a^)--\~dC:)=     sn    dB,        dn„_,    ■ 

dx^      dx^_^         dx.^ 
Hinc  se(inentes  eniergimt  Propositiones. 

Propositio  III. 
_Ae(jnati(innni   ditlerentialiuni    \iilgarium 

dx-dx^:...:(Ix^^  =  X:X^:  ....X^. 
qiiarnm  M  est  Multiplicator.    inventis    per   integrationeui   et   eliniinationeni 
successivam  aetjuationibus  integralibus  praeter  unani   onmitnis 

n  =  u,    n^  =  u^,    .  .  .,    /!„_,  =  «,_._,, 


I 
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ubi    ß;    est    f'iuictk)    variabilimu   .r.  .r, .?■„_,    atqiie    Coustantium    ai-bi 

trai-iariun  «.  a. «,_i :  ttt   ultima  aeciuatio   intenTalis 


/ 


dic       dx     ,  dx.-, 


Propositio   IV. 
...Veqiiationiiin   difterentialium   viilgariuni 

<^' :</./■,  :...:<Ar„   =   X:X,  :...:X„, 

qiiaruin  M  est  Multiplicator,    inventis   per   iiitegratioiiein   et    eliminationeni 
successivam  expressionibus  ipsius  .r„  per  .r,  .c, .  ....  ,r„_i  atque  Constanteui 

arbitrariain  a:    ipsius  .r„_j  per  x,  .r,.   ....  .?'„_.,  atque  Constantes  arbitrarias 

a,  riT,.    etc..    denique    ipsius   ,r.,    per  x,  .r,    atque    Constantes    arbitrarias    «, 
r^i «„-2.  dabitur  aequatio  inter  .r  et  i\   |)ei'  torniulaiu 


da   )  \  Ott, 


M(X^,Lv—Xdr^)  =  Const." 


In  utraque  Proinisitione  t'unctiones  sub  signo  integrationis  ope  aequa- 
tionuHi   iiitegrarmui   inwntarum   per  .r  et  .r,   exprimendae  sunt. 

(^Hiod  e  Alultiplicatore  aequationum  differentialium  propositarum  eruitur 
Multiijlicator  aequationis  differentialis,  in  quam  post  inventa  praeter  uiunn  oninia 
Integralia  problema  redit,  id  eo  maioris  momenti  est.  quia  huius  ultimae  aequa- 
tionis differentialis  primi  ordinis  inter  duas  variabiles  valde  latere  potest  Multi- 
plicator. dum  systematis  aequationum  differentialium  propositarum  sponte  se 
oftert.  Veluti,  quod  in  gravissimis  quaestionibus  evenit,  si  ipsarum  A",  A, .  etc. 
expressiones  ita   sunt  conqiaratae.   ut   identiee  liabeatur 

t'x      c'X,  ex 

dx  dx^  öx^^ 

aequationum  differentialium  propositarum  Multiplicator  unifutl  aequalis  evadit: 
aequationis  autem  postremo  integrandae  Multiplicatoi-  sccundum  antecedentia 
aequatur  Determinanti  functionali,  cui  valor  complicatus  competere  potest.  Casu 
illo  particulari  in  quatuor  Propositionibus  antecedentibus  ponere  licet  J/  =  1  : 
quod   ubi   ex   gr.   in  Prop.  IV.  f'acimus.  emergit  liaec   Propositio: 

4S- 
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Propositio   V. 

_  Propo)i(intur  (leqvatioiifs  diß'i'rottudcs  simultaneae 

üx:,Lv^:...:dr^  =  X  :  X,  :  ...  :  X^. 

dcsüimmtibus  X,  A"",,  etc.   raricbilium  ,)',  .r,.  efc.  funcliones,  pro  quihus  idcnücc 

hcdK'iüur 

clX        SX,  dX 

inrentls  aequatioiiutii  jyropo.siUinim  /i  —  1  IntegrnUhus,  /<  —  1  ('on.s/<i)ites  arbi- 
trarias  re,  «,,   ....  fi„_.,  iiiroire/t/ib>i.<.  ('.ijiriinantur  X  et  X,   atquc  rarutbib's 

X,,,  ,?•;,, )•„  jx'r  X,  .!',  (dqur  i.ita.s  CousUmtes  arbitrarius  a.  «, ,  .  .  .,  (i„_.,: 

erit  idtitiunn  Integrale 

rf  B.i:.      dx,         dx      \  f  1 

.'  \  rja        d«j  ^"„_'.  /  i  J 

ubi.  expres.sio  sub  inte(jr(dlo)iU  .signo  dijfereutkde  comptetmn  e.vktit." 

Propositionis  antecedentis  arterain  exempla  pro  /*  =  2   et  n  =  3. 
T.      ..Pro]ionantiii'  aequatioiies  rliilei'cntiales 

,Lc:,hi:d:  =  X  :  Y:Z. 
(lesiiinantibiis  X,  Y,  Z  variabiliiun  :i\  y,  :  fanctioues.   |)i-o  ([nihus  identice  tiat 

r  .V 

invento  uiio  Integrali  iiivolvente  Coiistanteni  arliitrariaiii  c.   expriiiiaiitur  A. 
}',  z  per  X.   i/.   ('.,  erit  alteriim  Integrale 

^-^~\Yd.r-X,hj\  =  Coiist." 

II.      _Pi-opoiiaiitui-  aeqnatioiies  dirterentiales 

dt :  <lx  :  ,hj  :  dz  =    T :  X  :  Y :  Z, 
desio-nantibiis    T.  X.    Y,  Z    varialiilimn    /.  .i\  y,  z   functiones,    pro    qiiibus 

identice  liat 

dT        8X         dY        dZ 

dt  dx  chj  dz 

inventis    diiobus   Integralibus    involventibus   Constantes    arbitrarias   a   et   />'. 
exprimantur  T,  X,  y,  z  per  t,  x,  cc,  ß:  erit  tertium  Integrale 

/(t-t-f-4^)<^-'"- ''■")  =  '-"■" 

Qiiae  exempla  non  sine  molesto  calculo  verificantur. 
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§•  l-^ 

Quilius  casihus  Multiplicator  aequatiomun  (lillei'Ciitialuiin  per  aequatioiies  iategrales 

partkulares  reductarum  ex  aequatioiiuin  differentialium  propositarum  Multiplicatore 

eruitur.     Priiicipium  ultimi  Multiplicatoris  .sine  Determinantiuin  adhimento 

comprohatum. 

8i  aeqiiationes  integrales,  aeqiiationibiis  ditlV'reutialilius  iviliiccinlis  adlii- 
liitae.  sunt  |)artieiilai-es.  in  genere  non  licet  Mnltiplieatoreni  ae(|iiati(inuni  ditl'e- 
rentialiiiin  i'eduetanini  e  Multiplicatore  propositarum  (lediiccre.  In  Prop.  II. 
§.  10.  quae  docet.  (jiionioilo  ae(|iiatioiiinn  ditt'ei'entialiuni  prnpositaniiu  et  rcilnc- 
tai-Mui  Mnltiplicatores  a  sc  iii\iccni  pciideaut.  possuiit  (|irnK'ni  ( Vinstaiitil)U>  ar- 
l.itrai'iis.  (|uiliiis  Iiitcgralia  afticiuiitur,  valorcs  particidares  triluii:  siippdiiitiir 
.■iiitcni.  ips;i  cognita  esse  aci|iiatii)iiiini  ditrerentialiiun  propositarum  inti-gralia  ge- 
nci':dia.  'j»u;ic  tanicii  suppositio  iii'ccss;ii-ia  non  est.  Etenim  si  ac(|uati(>ncs  inte- 
grales reductioni  adhilieiidne  :dia  post  aliam  invcstigantui-.  sufti.'it.  niiam(|nam(|iie 
;ie(pi;itionem  integralem  inventam  ita  comparatam  esse,  nt  diil'erentiata  jier 
ae(piationes  diffei'entiales  ])ropositas  identica  reddatur.  siniul  onmilms  ijisinn 
jirnvccdnitihus  ae(|uati(iiiilins  integralihns  accitis.  Neque  vero  propositnm  suc- 
cederet.  si  ex  a('(|uati(inil)iis  integralihus  reductioni  adhiliitis  diiae  |.lnresve  ita 
comparatae  essent.  ut  (piaeque  earum  differentiata  per  aequationes  dift'erentiales 
propositas  identica  reddi  non  possit,  nisi  simul  omnes  reliquae  aequationes  inte- 
grales, nuUo  ordlne  observato,   in  auxilium  vocentur. 

Antecedentia  cum  e  Ibruuills  traditis  patent  tum  ope  Propositionis  ele- 
mentaris  directe  demonstrantur,  quoties  aequationes  integrales  alia  post  aliam 
inventae  ad  variabiles  successive  eliminandas  adhibentur.  Sit  enim  ae(jnationum 
dirterentialium   propositarinn   primum    Integrale   inventum 

F  =  a; 

cujus  ope  e  (|nanlitatilius   X.    X .¥„_,    eliminetur  ,t„.      Ponendo   ni  =  1    in 

Pro|).  II.   §.  lt>  se(piitnr.    Multiplicalornn  (icquatioiunn  (/ißercnfta/ium  rednctanDii 

(1)     -/,r  :  ,/,,•,  :  ...  :  ,/,,;_,   =  X  :  X^:  ...  :  X,,_, 
,ic(i,„tri    Miilllplinilun   ,i,'(ii((illoinnii    (Uff,'n'uti,iliin„    />rnj,„sit,'niiii    (llci.<o  per   -',[  ' 

.S-//V     lllllllllilllti 

M 

dF  ' ' 
dx 
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in  qiKi  rariahilis  x„  per  aeqnatioiiein  F  ^  a  clhuöniurld  est.  Constaiis  n  in  liac 
Propositione  fiiiulaiiu-iitali  arliitraria  est  ideoqiie  valor  v\  (|iiiciin(|nt'  trilmi  potest 
particularis. 

Triluito    in    fiuictionibus  A',    A', A'„_,   Constanti   n.    (|nani   iinplieant. 

valoiv   jiarticulai'i.   sit   ac-quationiiin  (I)    Iiiteui-ilc 

F,  =  «,• 
Quofl  non  ci-it  Integrale  aeqiiationiiiii  ditf'eveiitialiiim  propositaniin.  Qiiippe 
aequatio  (IF^  =  0  per  aeqiiationes  difFerentiales  propositas  identica  non  i-edditin-. 
nisi  sinml  Constans  c.  nliique  f'nnctloni  F  aequatur.  Qiiae  Constantis  a  elinii- 
natio  nlii  tit  in  fiinctione  /'j.  aeqnatio  F^  =  «,  evadit  Intearale  aeqiiatiomnu 
differentialiuni  propositarum.  Sed  ea  Constantis  a  eliniinatio  tieri  non  potest. 
si  ei  in  aequationibus  differentialibus  reductis  (1)  tribuitnr  valor  particularis. 
neque  igilur  eo  casii  ex  aequationuni  diiferentialinni  reductarum  Integrali  Inte- 
grale propositarum  restituere  licet. 

Eliminata   .r„_,    ope    aequationis   /',  =  a^.    obtinentur   e   (1)    aequationc^ 
differentiales  denuo  reduotae 

(2)     da- :  f^r,  :  ...  :  ^_,  =  X:X^:...:  X„_^. 

Quarinn  Multi[)licator  seoundum  eandem  regulam  derivatur  e  Multiplicatore  aequa- 
tionuni (I).  atque  hie  e  Multiplicatore  aequationinn  diflferentialiuni  propositariun 

erutus  est.  videlicet  dividendo  per  .  '  .  unde  prodit  aequationuni  (2)  Multi- 
plicator 

M 


quae   quantitas.    variabilibus  ,r„    et   .r„_i   per   aequationes  F  ^  a,   F^  =  a^   elinii- 

natis,  solaruin  .',  :i\. ;„_^,  t'unctio  evadit.     Unde  aequationuni  difterentialiuin 

(2)  erutus  est  Multi|jlicator.  (piauKiuam  rediictio  facta  est  per  duas  aequationes 
F  ^  ci,  F^^dy.  quaruni  tantum  altera  est  aequationuni  differentialiuni  propo- 
sitarum Integrale,  altera  non  est  neque  ad  tale  revocari  potest.  si  Constanti  a 
tributus  est  valor  particularis. 

Kursus  tributo  Constanti  a^  valore  particulari  quocunque.  aequationuni  (2) 
«juaeratur  Integrale,  quo  invento  aequationes  differentiales  (2)  ulterius  rerlucl 
possunt.   reduetarunH[ue    per  eandem    regulam    constabit   Multipiieator.      Sic   per- 


AEQUATIONUJl  ÜIFFERENTIALIUM  VüLGARIUM  APPLICANDI.  383 

<;endo  successive  eniantur  )n  aequationes  integrales 

(3)     F=n,     F^=a,,     ....     F_^  =  «^^^_, 
in    (|iiil)us    a,  r^,.   .  .  .,   «„,_,    sint    Constantes   particulares    quaecunqiie:    qiiarmn 

uequatioimin  integraliuiu  ope  revocatis  X,  X^,  . . .,  X„_„,  ad  solarum  x,  x,, („_,„ 

tiiuctiones.  aeqiiatiomim  differentialium.  ad  quas  siiccessiva  eliiniiiationc  |)er- 
venitur, 

(4)     </.v  :  «/./■,  :  . . .  :  ,b-^^_^^^  =   X  :  X,  :  . . .  :  X,^_„^ 
ei-uitiir  Multiplicator 

.y 

dF    dF^        dF~^     ' 

(|iiae  (juautitas  et  ipsa  \wv  aequationes  (3)  ad  solarum  .c.  .c, ,  ....  ,(„_,„  t'unc- 
tioiieni  rt'vocanda  est.  Aequati(jnes  (3)  reductionibus  successivis  inservientes 
liic  ita  coniparatae  sunt,  ut  (piaeque  F,  =  a^  sit  Integrale  aequationum  differen- 
tialiuu) 

,Är  :*/./■:...:, /,,_^  =   X  :  X,  :  ...  :  Z„  _,, 

vai-ial)iliL)us  ,r„,  ,(„_,.  ...,  .?'„_^_,  e  X,  X^.  ...,  .¥„_,  eliininatis  ope  aequatiomun 
i[)sani   I']  =  ((,  praecedentiuni 

F=,(.     i^i  =  «,,     .  .  .,     /'■_j  =  «_,. 
Si   ///  =  /;  —  !.    t'orunila  (5)   suppeditat    Multiplicatorem   aequationis   difterentialis 
prinii  ordinis  inter  duas  variabiles  x  et  .i'i 

(6)     X^,Lv—Xd,r^  =  0, 
quae  post  inventas  aequationes  integrales 

(7)     F=u,     F^  =  ,f.^,     .  .  .,     /';_,  =  «__., 
unica  integranda  restat.      Multiplicatore  sie  invento 

M 

dF      dF,  dF_., 


iacva  pars  aequationis  ((>)   evadit   differentiale    completuni.    unde   eins  integratio 
ad   (^Miadraturas   revocatur.  sive  Ht   ultima  aequatio   integralis 

(B) 


J/(Z,cl«- 

-Xdx^) 

dF    öi<; 

Öx,      dx_   , 

dx. 
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Qua  in  rorniiila  ailiiimeiito  accjuatioiiiiiii  inti-ji'raruiiu  iiiventaruiu  (7)  (|iiaiitltatt's. 
siil.   "introi,,ti(.nis  siniio   in    (litri'ivntialia   d.v  et   dx,   ductar.    lu-r  soias  ,r  et  .c,   ex- 

Cinu  aiilccriK-ntiliiis  Constantes  f/.  c, c,,   ,  siiit  iiarti<-iilai-cs  (j^n/<-c>i/tq"r, 

eaniiu  vaioivin  ctiaiii  m-iuTak-ni  s.mi  imlefinitaiu  sci'\aiT  licet,  tiiii)  taetcj  t'or- 
iiiula(8)    ivdit    in     Pn.p.  111.    s^.  pi-.       \ire    ver.a    Pn,],.   111.    §.  pr..    in    i^uii   de- 

si<i"nant    n.   «, ((„_■,   Coiistantes   ai-Kitrarias.    enni    (|Mi)(|ne   ani|ilectitnr   casLiui. 

(|iin  ]ii»t  ijuaui(|ne  noNani  inteürationein  Constanti  arliitrariae.  ([ua  at'tieitnr. 
valur  trilmitnr  |iartienlaris.  (,)n..(l  intelliiiittn-  (.l)servanil().  aeciuationihus  diffe- 
rentialilin.s  ("(instantes  arMtrai-ias  involventibu.s.  idein  eanuii  Intei^rale  obtineri 
|)((sse.  sive  ante  sive  post  inteiii-ationem  Constantibus  arbitrariis  illis  valores 
|.artirulares  tribnas. 

Xeeessariuni  miu  est.  nt  ijuaetjne  nova  ae(|nati()  inteiifalis  ni\eniatui'  nt 
IntejiTale  ipsaruni  aequationum  ditterentialiuni .  ad  (|uas  propositae  rediieimtur. 
eliminato  per  aerpiatioaes  integrales  antea  iuxentas  ae(juali  variabilium  numero: 
iieiieralins  ea  esse  poterit  Integrale  aeqiiationuni  differentialinni  propositariini. 
per  aeijnatinnes  integrales  ante  i[)sam  inventas  quoeunque  modo  transtbrnia- 
taruni.  Ae(|natiouiuu  enim  differentialium  propositarum  per  Integrale  F ^=  a  trans- 
formataruui  sit  Integrale  F^  =  a^-.  aequationiini  differentialium  propositarum  [ler 
binas  aequationes  F  =  a.  F,  ^=  a,  transformatarum  sit  Integrale  7\,  =  «.,.  pei- 
tres  aequationes  F  =  a,  F,  =  (i^.  F.,  =  cc,  transformatarum  sit  Integrale  F-^  =  cc.^. 
et  ita  pori-o.  nbi  konstantes  «,  c.^.  etc.  poterunt  arbitrariae  esse  sive  particu- 
lares  <piaecun(|ue.  Quibus  positis.  ex  aequatione  integrali  F=u  et  aequatio- 
nibus  differentialibus  propositis  sequi  <lel)et  (U'\  =  0:   unde  per  aequationem  F  ==  a 

eliminata    ,?„    e    f'unctionibus   A',   A', A'„_,.    tieri    debet    Fj  =  a^    Integrale 

ae(|uatit)num   differentialium 

,lr:,l.r^:...:./.r^^^^  =   X  :  A',  :  ...  :  X„_, . 

Ex  aequationibns  integralibus  F^ce,  /',  ^  r<r,  et  aequationüms  ditferentialibus 
propositis  sequi  deliet  (IF.^  =  i>:   unde  per  aequationes  F  ^  u.  F.  =  «,   eliminatis 

x„  et  .r„_,  e  i'unctionibus  A'.  A', A'„_<;.  fieri  debet  K  =  a^  Integrale  aequa- 

tioninn   differentialium 

dv  :  dr^  :  ...  :  d.r^_.,  =  X  :  X,  :  ...  :  X  _.. 

et  ita  porro.  (Jeneraliter  si  priuium  functiones  F^,  K,  etc.  i-atione  illa  gene- 
raliori,    qua  eas  delinivi,    obtinebantur,    ac  deinde   e    quaque  F,  eüminantur  .r„, 
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.r„_i,  .  .  .,  .t„_,+i  pei'  aequationes  F^=a,  F^  =  ccy,  .  .  .,  F,_^^a,_^.  eaedem 
functiones  F,  F^,  F.,,  etc.  prodeunt.  quas  in  formulis  (5  et  8)  consideravi.  Ea 
antem  roductione  adhibita,  abit  Determinans  functionale 

dF      dF,  dF    , 

in  Simplex  pi-odnctiim 


dx^^ 

ö-„. 

^'•^»-™+, 

dF 

dF^ 

ö^,„_> 

da; 

dx. 

dx     ^, 

quöd    luriuulae  (5)    denominatoreni    afficit   (§.  3).      Unde    si    f'unctionibiis    F.  F,. 
F^.   etc.    generaliorem   signiticationem  servare   placet.    foriniila  (ö)  evadere  debet 

ideoqiie  etiam  t'ormula  (8) 

(10)      I iTp-Vfi^ 4rp =  Const. 


h 


dF 

dF^ 

dx~Xdx 

dF^_ 

, 

dx^_ 

'1+1 

dF 
'^dx    ■ 

dF, 

dx  , 

dx„ 

Detinitio  functionum  F.  F^,  etc.  amplectitur  casum,  quo  omnes  aequationes 
Fi  =  «,  sunt  ipsarum  aequationum  difterentialium  Integralia  generalia.  Unde  e 
simplice  Propositione  elementari  tradita  derivatur  principium  ultimi  Multiplica- 
toris,  si  reductio  ad  aequationem  ditFerentialem  primi  ordinis  inter  duas  varia- 
biles  per  Integralia  generalia  fit,  simulque  monstrantur  casus  maxime  generales. 
quibus  invenire  liceat  ultimum  Multiplicatorem,  etsi  aequationes  integrales  re- 
ductioni  adhibitae  sint  particulares. 

Addam  demonstrationem  Propositionis  fundamentalis,  qua  antecedentibus 
vidimus  principium  ultimi  Multiplicatoris  via  maxime  elementari  adeoque  absque 
ullo  Determinantiuin  adiumento  superstrui. 

Propositlo. 

.Sü  F  so/utio  qnaecunquc  aequationis 

dx  '   dx^  "  dx^^ 

exciusa  Consfantc;  .sif  porro  M  solutio  quaecunque  aequationis 

d{MX)     ^     d(MX^)    _  d(i\JXJ 


dx  dx,  dx^ 

■iS) 
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Constante  non  exchisa:  posito 

ipsisque   N,  X,  Z,.  ....  A'„_i  per  x\  x\,  ....  .r„_,,  F  expressiv,  fit  N 


lutio  acquatioms 

d(NX)         d(NX^)  '9(.VX„_,) 


Demonstratio. 
Ponatur 

dF  ^  ^   ' 


ü." 


differontiaiido  variahilis  .r„  respectu  aequationem  identica 
prodit 


^.  dF       ^    dF  ,   „    dF         ,, 

ex  '    er,  "   ü.v 


ex      dF        dX,      dF  eX„      dF 

+  -T^ .^ 1 ^ -.3 1 \--^ ^     =     0. 

du-^      da;  da.;^        d.v^  dx^        ox^^ 

Innueiido  uneis,  qiiibus  differentialia  partialia  includantur,   exhiberi  A',   A', ,  etc. 
per  X,  .r,,  ....  x„_^,  F,  tit 

dx.       f  dx.  \SF_{  ex,  \ 
'df;'  =  Vd^)  ^  ^  VdT')  "• 

Quam  formulam  in  aequatione  praecedente  substituendo   atqne  per  u  dividendo 
prodit 


dx^^ 

fdx^dF     I  dx,  .  dF  /  ex  N  dF 

-^VdJ^^)-d^  +  \rdF-)-ir>r+-+[-^H^  =  '• 
Haec  tbrmiila  detrahatur  de  sequente.  quae  ex  ea,  qua  M  definitur.   tluit, 

j9jog^  dloixM  dhgM 

A Ff h-A,  . 1 h-A    7^ 


ex      ex,  ex 

— h^H"H ^~ir^ 

ex  dx,  Oic 
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simulque  observetur,  haberi  pro  indicis  i  valoribiis   1,  2,  ....  n  —  1 

dx.       r  dx.  \     /  ex  \  dF 


rodit   ponendo 


pr 


Fit  autem 


^  dhgN    ,   y    dhgN    ,  dlogN 

f  dX\       f  ex   .  /  oX,   ,  \ 


-^  dlogN   ^  ^    dlogN    ^ ^^    dlogN 

dlogN  i^  öF       „    oF  ^    dF  1 

dF      \       dx  '    cv,  "   öj.'   J 

aggregato  in  ( — ^f^— )   ducto  identice    evanescente.      Unde  aequatio   antecedens 
sie  qiioque  exhiberi  potest: 


dx  \     r  ex,  \  ex„ 

dx    )       \  dx,    J  dx 


quae   per  iV  multiplicata  suppeditat 

e(A'X)  \     /e(.vx,)\  /e(ivx,_,,) 


(^^)-(^)--(^fff^) 


=  0, 


quae  est  formula  demonstranda. 

Vidinius  supra,  Propositione  antecedente  iteratis  vicibus  adhibita  erui 
aequationuni  differentialium  reductarum  Multiplicatorem  e  Multiplicatore  propo- 
sitarum.  Sed  ad  bunc  finem  non  necesse  est,  ut  hie  ipse  cognoscatur,  sed  suf- 
ficit  eius  cognoscere  valorem,  quem  per  aequationes  integrales  rediictioni  ad- 
hibitas  indiiere  potest.  Si  problenia  ad  aequationem  differentialem  primi  ordinis 
inter  .r  et  .i\   i-evocattim   est.   deiinitur   M  aeiiuationibus 

4<)* 
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(11)  de  XXcx'^B.r^     "■  Sx^    )' 

I  A',</.p  =   X,I.v^, 

in  qnibus  ;;os;  di/ferentiatioiies  partiales  factas   elirainandae   sunt,  .-Co,  x,.  ....  .r„. 

Si  aequationes  integrales,  quarura  ope  rednctiones  et  eliininationes  propositae 
operantiir.  particnlares  sunt,  evenire  potest,  ut  e  formulis  (11)  eruatur  valor 
ipsius  M  ad  formandum  ultimum  Multiplicatorem  requisitus,  neque  tamen  inveniri 
queat  ipsius  M  valor  generalis  sive  ipsarum  aequationum  differentialium  propo- 
sitaruni  Multiplicator.     Directe  aequationis  difFerentialis 

X^d.r-Xdj-^   =  0 

deiinitur  Multiplicator  P  per  formuluui 

in  cuius  dextra  parte  X  et  A'i  ante  diffcroifiationes  pcnilaks  Irans igendus  pei- 
solas  X  et  .r,  exprimendae  sunt.  Potest  autem  evenire,  ut  via  non  pateat,  qua 
ipsum  Pe  (12)  eruatur,  dum  ipsius  il/ determinatio  per  formulam  (11)  in  promptu 
est.  Quae  adeo,  nuUis  cognitis  aequationibus  integralibus,  in  amplis  gravis- 
simisque  problematis  succedit,  unde  pro  quibuscunque  aequationibus  integralibus 
reductioni  adhibitis  sive  completis  sive  dicta  ratione  inventis  particularibiis 
ultimus  Multiplicator  constat. 

§.  13. 

De  usu  ]\Iultiplicatoris  in  integrandis  systematis  quibusdam  aequationum  differentialium 
spocialibus. 

Svstema  aequationum  differentialium  propositarum  ita  comparatum  esse 
potest.  ut  ultima  Integratio  sponte  in  Quadraturam  redeat.  Quod  evenit,  si 
unius  variabilis  differentiale  tantam.  non  ipsa  in  aequationibus  difFerentialibus 
invenitur.  Ponamus,  ipsam  x  esse  varialülem.  a  qua  simul  omnes  functiones 
vacuae  sint  X,  X^,  ....  A',:  redire  constat  integrationem  n  aequationum  diffe- 
rentialium inter  /;-|-l   variabiles 

(1)     dx  :  f/x,  :  d.r., :...:  ,/./•„  =  Ä  :  X,  :  A;,  :  . . .  :  A„ 
in  integrationem  n  —  1    aequationum    differentialium    inter   /i  variabiles    unamque 
Quadraturam.      Integratis  enim  aequationibus 

(2)     di-^  :  du:.^  :  ...  :  da:^^  =  A\  :  X, :  ...  :  A'^,, 
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(juac  sunt  ii  —  1  aeqiiationes  dlft'erentiales  iiiter  «  vai-ialiiles  i\.  .v.j.  ....  ,r„,  ex- 
liiberi  poteruiit  variabiles  .r,.  ,r,,   ....  ,r„  jjer  eartim   unain   veliiti  .r, :    iiiide,  ex- 

pressa   ^     per  .i\.   dabit  siniplex   (,)na(lratiira  ipsiiis  .v  valoveia 
(.5)     ./:  =  I  — ^ hConst. 

lam  coüiiito  aeqnationum  dittViviitialiian  (l)  Multi|ilicatoi-e  (juaei'itui-,  (jueiniiani 
ex  eo  IVuctum  ad  integrationem  pevficiendain  perci])ert'  liceat,  cum  ultima  inte- 
gratio  sua  sponte  in  Quadraturam  redeat.  (j»uod  ut  cognoscatur,  inter  duus 
casus  distingnendum  erit.  pmut  datus  aeipiatiniHnn  diircivntialiuin  (1)  i\rn]ti])li- 
cator  a  variabili  x  afiiciatur  sive  non  afficiatur. 

Aequationmn  differentialium  (2)  systema  vocabo  proprium,  quo  distin- 
guatur  a  systemate  proposito  aequationum  differentialium  (1),  cuius  integratio 
componitur  ex  integratione  systematis  propra  et  Quadratura.  Si  datus  syste- 
matis  propositi  Multiplicator  M  et  ipse  a  variabili  x  vacuus  est,  idem  erit  sy- 
stematis pi-oprii  Multiplikator.  Tum  enim  evanescente  termino  — „  ^  .  satis- 
faciet  aequationum  diffei-entialium  (1)  Multiplicator  aequationi 

d(MX^)         d(MX.,)                  £'(J7X) 
^ — \ -, — ~~{ 1 ? =  0: 


eadem  autem  aequatione  definitur  aequationum  diffei-entialium  (2)  Multiplicator. 
Quoties  igitur  datus  systematis  propositi  (1)  Multiplicator  et  ipse  variabili  x 
vacat,  systematis  proprii  ultima  integratio  ad  Quadraturas  revocari  potest,  sive, 
quod  idem  est,  systematis  aequationum  differciitidUinn  jiropos/tdnini.  diuic  nhimae 
integrationes  per  Quadraturas  ahsolvuntur. 

Vice  versa  si  datur  systematis  pi'oprii  (2)  Multiplicator  N,  qui  erit  so- 
larum  variabilium  ,r, .  .r,,,  ....  .r„  functio,  idem  erit  systematis  propositi  (1)  Mul- 
tiplicator. Evanescente  enim  termino  — ~ — ~ ,  functio  N,  quae  huic  aequa- 
tioni  satist'acere  (lebet 

_    d(NX^)        d(NX.,)  öi^'XJ 

dx^  da:.,  dx^^        ' 

etiam   huic  satist'aciet,  qua  systematis  propositi   Multiplicator  definitur. 

_     e(iVX)  d{NX^)  S{NXJ 

dx  dx,  dx_ 
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Invciitis  aiitfiu   oiiiuilius  systeniatis   jtroprii   Integralibus 

(4)   /,  =  «,,   /;  =  «,,   .  .  .,   /;,_,  =  «„^,, 

iihi  Consta  11  tcs  :irl)itrai'laL'  r^,  etc.  dextraiu  aequationum  partein  occiipant.  erit 
aequationiiin  (2)  Miiltiplicator 

(5)     ;V  =  ^-  v±  ___  •  ^  •  •  •  -^^  • 

Qiii  io'itnr  systematis  qiiofiue  propositi  Multipücator  erit.  Unde  si  systematis 
propositi  datur  Miiltiplicator  M,  variabilein  x  iinplicans,  simulque  systema  pro- 
prium complete  integratiun  est,  duo  innotescnnt  systematis  propositi  Multiplica- 
tores  M  et  N.  Quibus  cognitis,  secundum  §.  4  systematis  propositi  constabit 
Integrale 

N    _       1       ^.       ö/,      5/,         Ö/-„_,    _ 

Quo  Integrali  dabitur  x  per  .r,,  .r.,.   ....  .t„,    sive   ope  Integraliura  (4)  expressis 

•Tj,  x-^.  ....  .r„  per  a, ,  dabitur  .r  per  .r, .      L'nde  .?«'  innote.scit  systematis  propositi 

Miiltiplicator  variahili  x  affectus,  post  systematis  proprii  integrationem  completam 
110)1  amplius  opus  erit  Quadratura,  quam  formula  (3)  poscebat  ad  inveniendum 
ipsius  X  ralorem  per  x^  expressum. 

Fieri  potest.   ut.  solo  cognito  systematis  propositi  Multiplicatore  varialiili 
X  afFecto,    absqiie   ulla   integratione   eruantur   systematis   propra  unum    plurave 

Integralia.     Expressa  enim  per  (4)  quantitate  ^r-  per  x^.  «,.  c...   .  .  ..  «„^,,    in 

functioiie 

J      X, 
post  factam  integrationem  Constantium  «,,  a.>,  etc.    loco  restituamus  functiones 
/i,  /o,   etc.:  quo  facto  prodeat  variabiliiim    c,.  x.,.   .  .  .,  x„  functio 

erit  e  (3),  designante  a„  novani  Constantein  arbitrariam. 

systematis    propositi    Integrale.      Sit    rursus   variabilium   ,r,.  x., .r„    functio 

iV  systematis   iiro|irii    ideoque   etiam  systematis   propositi  Miiltiplicator,    erit    s^-- 
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cuikIiiiu   §.  4  expressio  generalis  Miiltiplicatorls  systeiiuitis   propositi 

Coüiiito  igitur  valore    ipsiiis  J/,    variahili   x  aflecto,   orlt   — J'''      ipsariim  x  —  i', 
/',.  f.,.   ....  /i,_i  iunctio 

ölog.y 


Und^'  ponendo 


8.    -*G-?,/;, /;,...,/:_,). 


(7)      ^^l^'^' 


atqne  ex  liac  aequatioiie  quaeirndo  ipsius  a"  valoivin  in-r  ii,  x^.  x.^,  ....  x„  ex- 
pres.suni.  prodit 

.r  =  ?+</<«-/„/;,•••,/;._,), 

desigiiante  ifj  certam  ipsanim  »,  /',.  f.,,  ....  /■_,  t'uiietioiiciu.  Qiiaerendo  igitur 
e  (7)  ipsius  .r  valorem  per  ii,  ,t, .  x.,,  ....  .i„  expressiun.  atipa-  in  ea  expressione 
ipsius  u  loco  ponendo  varios  valores  constantes  arbitrarios,  differentiae  quanti- 
tatum  provenientium  erunt  solaruni  /',.  f\,  ...,  f„  functiones,  ideoque  Constan- 
tibus  arbitrariis   aequiparatae    snppeditabunt   svsteinatis    propra  Integralia.      Me- 

thodus  liic  tradita  semper  suceedit,  si  non  tantuni  M  sed  etiain         „° —   ipsam 

X  involvit  atque   ip   non   solius    u,   vel  0   non   solius  x  —  ^'  functio    est.      Quoties 

autem  fp  = -~^-^ —    solius  x  —  i    functio  est,    erit  -^—  ipsius  <!'  functio.      Unde 

e  systeiiiads  propositi  MnltipJicdtorp  cognito  M  semper  dedncere  licet  absque  inte- 

(jratione   .tystemutis  propra    iiiuim   p/iirdre  lutegralni,    quoties  — :=— —   iiori  ipsms 

-'——--  functio  est.     Siniiüter  denionstratur.   cognito  stjsteriuitis  propositi  Integrali. 

variahili  x  affecto,   v  =  a,   desigitaiite  ic  Constaiiteut  arbitrariam,  ex  eo  semper  de- 

rivari  passe  uituiii  jtlurave  systeinatis  proji/'n  liitcgraua,   nisi  —^—  ipsius  v  functio 

sit.  Nani  cum  esse  debeat  v  (piantitatuni  x  —  i,  /',.  f.,,'...,  /'„^^  functio.  ex 
aequatione   r  =  a  sequitur  huiusniodi 

.v  =  ?+«/'(«, /;,/■„..../■„_,); 

unde  eruendo  e  v  =  cc  ipsius  x  valore  in  eoque  ponendo  ipsius  a  loco  varios 
valores  constantes  ai'bitrarios.  differentiae  expressionum  provenientium  Constan- 
tilius  arbitrariis  ae(|ui|)aratae  suppeditalnnit   systematis   proprii  Integralia. 
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l't   lialjcatur  c'Xi'inj)luni.   (|U0  systematis  pruposlti  MuitipUcatoi-  variabili  .c 
affectus  iiiMott'scit   iilcixjiic  post  systematis  proprii  integrationein  completam  ipsa 

X  per  ;i'j.  X-, v„  al)S(jiu'  (^)uadratiira  exprimitur,  ponanuis  A'^  1  simulque  fieri 

8X,         dX,  dX 

designantf  c  quantitatcni  coiistanteui :  (piod  inter  alia  evenit.  si  A',,  X.,.  etc. 
variabilium  .r,.  .r..  rtc.  fmirtiones  sunt  linearis.  Dabitur  systematis  propositi 
Miiltij>licator  per   foniuilani 

—f--+c  =  0.     luule     .\J  =  <'--. 
(Ix 

Hinc  seqiiitur  e  ((>)  suniendo  logarithmos: 


l-(4 


Ö/,      5/-.,         df    .  \ 


Cognitlonc  igitiu-  Multiplieatoris  in  hoc  exemplo  non  reductionem  aetjuationis 
differentialis  ad  Quadraturas  sed  Quadraturam  lucramar. 

Antecedentibus  demonstratum  est,  si  aequatiotiH)i)  dißerenlialimn  (1),  /;/ 
quibns  X,  A,,  etc.  so/aniw  j-,,  .r,,,  ....  x„  functiones  sunt,  detur  Multiplimtor  et 
ijjse  variabUi  x  vncans,  diias  postremas  intecjrationes  per  Quadraturam  absolvi:  si 
Midtiplicator  variabili  x  afficiatttr,  iiUimam  aequutionem  integralem  ipsam  sinr 
Qnadratura  obtineri.     Quae  Propositio  sie  amplificatar. 

Ponanius.   functiones  A'„,^,,  A^„,_^.,,   ....  A"„   vacuas   esse   a  variabilibiis  ,r. 

.r, ,   ....  x,„,  siniuliine  X.  X^.   ....  A'„,,   nisi  ab  iisdem  variabilibus  vacuae  sunt. 

certe  satisfacere  conditioni 

dX         dX,  6X 

0. 


C\V, 


Eo  casn  aequationes  differentiales  propositae  (1)  sie  tractabuntur.  ut  prinunn 
aequationuin  differentialiuni  inter  solas  .J',„+i,  ■^',„+:.,   -  .  .,  x„  locum  habentimn 

(^)      'A,-„,^,  :  d,.„^,  :  ...  :  ,A.„  =  X  ,^^  :  X  ,^, :  ...  :  X 
quaerantur  Integraüa 

0')  A  =  «,-  /;  =  «-  •••.  /;,_„.^>  =  «„_,„_,, 

eorumque  ope  expriniantur  varlabiles  .r„,+i,  .i',„+2,  .  .  .,  .i'„  per  earuni  unani  .r,^_,: 
quibus  factis  superest,  ut  integrentur  aequationes  differentiales  inter  ipsas  x, 
X,,  ....  .r,,,^.,  locuni  lial)i'utes 

(10)      ,tx  : ,/./;,  :  . . .  :  t^,,^,  =  X  :  X,  :  . . .  :  X„,^, . 
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Per  conditionem  (7)  constat,  aequationum  difFerentialium  propositarum  (1)  Miilti- 
plicatorem,  a  variabilibus  x,  x^,  ....  x,„  vacuum,  eundem  esse  atque  aequationum 
difFerentialium  (8)  Multiplicatorem,  et  vice  versa  harum  Multiplicatorem  ipsarum 
quoque  aequationum  differentialium  (1)  iVIultiplicatorem  esse.  Designante  enim 
M  quantitatem  a  variabilibus  x,  .r,,  .  .  .,  a'„,  vacuam,  sequitur  e  (7) 
d(MX)         d(MX^)  d(MXJ 


dx                   dx^  dx^^^                 ■ 

unde  pro  eiusmodi   ipsius  M  valore  conditio,  ut  M  aequationum  (1)  sit   Multi- 
plicator. 

8(MX)          d(MX,)  d(MX) 

OX                         O.Pj  öx^ 

convenit   cum  conditione,   ut  M  aequationum  (8)  Multipücator  sit, 

6  (il/X„,^, )        d  (iVX„,^2 )  "5  (MX„ ) 


dx    ^,  dx  j  „  dx 


=  0. 


Aequationum  differentialium  (10)  semper  asxignare  licet  Multiplicatorem. 
Nam  cum  ipsarum  .t,„+2,  x,,,^^,  .  .  .,  x„  expressioues  per  a.'„,^i  e  (9)  petitae  ab 
ipsis  .r,  x^,  .  .  .,  .r,„  vacuae  sint,  conditio  (7)  valebit  etiam  post  harum  expres- 
sionum  substitutionem.      Qua  substitutione   cum  X„,_^,  in   solius  .r,„^,    functionem 

abeat,  valebit  etiam  aequatio  (7).  si  loco  ipsarum  A',  ponitur  ^^ —  Unde  se- 
quitur, aequationum  difeirntialium  (10)  Multiplicatorem  ess-e  —^^ Qua  de  re 

aequationum  dfferentialitnn  (10)  ultiuui  intecjratio  semper  solis  Quadraturis  ab- 
solvitur. 

Si  datur  Multiplieatoi-  aequationum  differentialium  propositarum  (1),  va- 
riabilibus X,  .T,, r,„    non  affectus,    idem  erit   aequationum  (8)  Multiplicator, 

ideoque  eo  casu  cum  aequationum  (8)  tum  aequationum  (10)  ultima  integratio 
Quadraturis  absolvitur.  lam  vero  sit  aequationum  differentialium  propositarum  (1) 
datus  Multiplicator  ü/ variabilibus  .r,  .r, ,  ....  .r„,  affectus.  Inventis  aecpiationum 
differentialium  (8)  Integralibus  (9),  earum  fit  Multiplicator 

idemque  ex  antecedentibus  fit  Multiplicator   aequationimi    diffiMvntialium    propo- 
sitarum (l).      Quarum    igitur   oognitis   diiohus    Multiplicatorilius    M   et   A',    datur 
TV.  50 
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absque   Qiiadratiira  Integrale 

Quod  substituendo  ipsariun  .r,,,^..,,  '^',„+3,  ....  .i'„  valores  per  >r,„^,  exhibitos  in 
aequationum  (10)  Integrale  abit.  Hamm  aequationum  praeterea  vidimiis  ultimam 
integi-ationem  Quadraturis  absolvi.     Unde  propositis  aequationibus  differentialibus 

dx  :  d,v^  :  ... :  dx^  =  X  :  X.^:  ...  :  X^, 
in    quibus    functiones    A^,„+,,  X,,,^,,   .  .  ..  X^    variabilibus    x,  ;r,,   ....  .r,„    vacant 
simulqne  fit 

dX        5X,  ÖX„, 

si  datur  Multiplicator  et  ipse  variabilibus  x,  .r,,  .  .  .,  a;,„  vacans,  diiae  integra- 
tiones  per  Quadraturas  absolvuntur;  si  vero  datus  Multiplicator  variabilibus  x, 
a'i,  ....  .T„  afficitur,  una  aliqua  aequatio  integralis  absque  omni  Quadratura 
constabit  atque  altera  integratio  Quadraturis  efficietur. 

Antecedentia  exemplo  esse  possunt,  ad  aequationes  differentiales  inte- 
gi-andas  e  Multiplicatoris  cognitione  semper  fructum  aliquem  percipi,  etsi  ultima 
integratio  absque  eius  auxilio  Quadraturis  absolvi  possit.  Neque  nessarium  est, 
ut  in  antecedentibus  aequationes  (4)  sint  Integralia  ipsarum  aequationum  diffe- 
rentialium  (2),  vel  aequationes  (9)  sint  Integralia  ipsarum  aequationum  difFe- 
rentialium  (8).  Nam  secundum  ea,  quae  §.12  tradidi,  Constanti  arbitrariae  post 
quamque  novam  integrationem  accedenti  valorem  tribuere  licet  particularem 
quemcunque.  Sufficit,  ut  quaelibet  aequatio  /■  =  Const.  sit  Integrale  aequa- 
tionum difFerentialium  quocunque  modo  transformatarum  per  aequationes  inte- 
grales ante  eam  inventas 

/;_,,.    f^  =  a^.    .  .  .,    /;_.  =  «,_^, 
in  quibus  ad  dextram  habentur  quaiititates   constantes  quaecunque  partieulares. 
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Caput    t  e  r  t  i  u  m. 

Theoria  Multiplicatoris  systeiDatis  aequationiiin  differentialiiim 
ad  varia  exempla  applicata. 

§■  14. 
De    Multiplicatore    systematis    aequationum    difierentialium    cuiuslibet    ordinis. 

Aequationum  differentialium  systema,  quo  altissima  quaeque  variabiliuni 
dependentium  difFerentialia  per  differentialia  inferiora  ipsasque  variabiles  expri- 
muntur,  constat  in  systema  redire  aequationum  differentialium  primi  ordinis,  si 
cuiusque  variabilis  dependentis  differentialia  altissimo  inferiora  ipsis  variabilibus 
adscribantur.  Designantibus  enim  x,  y,  etc.  variabilis  independentis  t  functiones, 
proponantur  inter  t,  x,  y,  etc.  aequationes  differentiales 

(1)     -'i^  =  J,     -^y-=B,     etc.: 
^      de  df 

ipsaeque  A,  B,  etc.  non  altioribus  afficiantur  differentiallbus  quam  ( jj  —  1)'"  ipsius 
X,  {q—lj"  ipsius  y,  etc.  Patet,  habende  pro  novis  variabilibus  dependentibus 
differentialia,  quae  Lagrangiano  more  per  indices  denoto, 

"^     ^      dt      '        "^       ~      Jf-      '■•■•■'"'  —      ^j^y-l      ' 

y   =  —^  .     V    =  — ^ ,     •  •  .,     '/-''"'  = r- ,     etc.. 

^  dt    ■     -^  dt'  -^  dt"-' 

aequationibus  differentiallbus  (1)  has  alias  substitui  posse  primi  ordinis: 
,.2s     I  -.dy.dy'  :...:  dy<-i-^^  :  dy^^-'l :  etc. 

'        ■■  y'  ■■  y"  ■■■■■■  y^''~'^  ■  B-.etc. 

Quibus  in  aequationibus  variabilium  numerus  summani  ordinum  altissimorum  dif- 
ferentialium in  (1)  unitate  superat. 

Multiplicator  aequationum  differentialium  primi  ordinis  (2),  cum  quibus 
aequationes  differentiales  (1)  conveniunt,  etiam  a  me  in  sequentibus  appellabitur 
aequationum  (1)  Multiplicator.  Unde  ut  omnia  theoremata  de  Multiplicatore 
aequationum  differentialium  primi  ordinis  in  duobus  Capitibus  praecedentibus  in 
medium    prolata    ad    Multiplicatores    aequationum    differentialium    cuiuslibet    or- 
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dinis  (1)  applicentur.  sufficit,   iit  pro  aeqiuitionibus  ibi  propositis 
(3)     </.c  :  (/*■,  :  dx,^  :...:  d.v^  =  X  :  X,  :  X,  :  . . .  :  X„ 

siiinantur  aequationes  (2). 

Si  aequationes  diiFerentiales  prinii  ordinis  (2)  et  (3)  inter  se  comparainii>. 
videiiuis  in  illis  specialitatem  quandam  forniae  locum  habere,  videlicet  qiianti- 
tatiira  primis  differentialibus  proportionalium,  qiiae  generaliter  variabilium  func- 
tiones  sunt,  maximam  partem  in  ipsas  abire  variabiles,  neque  vero  in  eas. 
quarum  differentialibus  proportionales  ponuntur.  Quo  habitu  speciali  fit,  ut 
aequationum  (2)  Multiplicator,  quem  aequationum  (1)  quoque  Multiplicatorem 
voco,  definiatur  formula,  quae,  tantopere  licet  aucto  in  (2)  variabilium  numero. 
non  pluribus  constat  terminis,  quam  si  ipsae  primi  ordinis  fuissent  aequationes 
differentiales  propositae  (1).  Consideremus  enim  formulam  ad  definiendum  aequa- 
tionum (3)  Multiplicatorem  propositam  §.  7  (4): 

dX        ex,  ßX  dhgM 

^  ^      6,v  ö.i'j  B.v^  dx 

Si    pro    aequationibus  (3)    sumimus    aequationes  (2),    fit    x^=t,    vY  =  1:     porro 
variabilibus  .i'i,  .n,,  etc.  substituendae  sunt 

X,     x',     x",     .  .  .,     x'-P^-\     x^r>-^\ 

y,  y',   y",   ■  ■  -,    y^''-'\    ,y''~'^    etc.; 

functionibus  denique  X^,  X,  etc.  substituendae  sunt  quantitates 

x',     x",     x'",     .  .  .,     x'i"^\     A, 

y',  y",  y"'>   ■  ■  ■>   i/'''"'^   b,   etc. 

lam  in  (4),  quoties  est  X^  una  e  variabilibus  ,r,  .c,,  .r,,  etc.,  ab  ipsa  .r,-  diversa, 

evanescit  terminus     ^  /    ,  uti  generaliter  fit,  si  f unctio  X,  ipsam  .r,-  non  iraplicat. 

Unde  sumendo  ])VO  (3)  aequationes  (2),  abit  aggregatum  (4)  in  hanc  expressionem 
simplicem : 

dA  dB  __        f/logJ/ 

e.r(P-o  +  e^(7-i)  +'^*''-  —        dt 

Hac  formula   Multiplicator   M   definitur   systematis    aequationum    differentialium 
cuiuslibet  ordinis  (1). 

Sequitur  e  (5),  quoties  simui  ipsum  .4  a  differentiali  (p — 1)'°  ipsius  a; 
ipsum  £  a  differentiali  (</— 1)'°  ipsius?/,  etc.  vacuum  sit,  sive  generalius,  quoties 
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CKjgrecjutum 

dA  dB 


identice  evanescat,  statui  posse  M  =  \.  Si  aiiOTegatiini  (ö)  iion  identice  evanescit, 
ad  indagandum  Multiplicatorem  circLimspiciendutn  erit  difFerentiale  completum, 
cui  idem  aggregatum  sua  sponte  vel  etiuui  per  aetpiationes  difFereiitiales  ^vo- 
positas  aequetur. 

§.  15. 

Priiicipium  ultimi  Jlultiplicatoris  systemati  aecjuationum  diHcreiitialium  cuiuslibet  ordinis 

applicatum. 

Aequationum    difFerentialium  propositarmn  (1)  §.  pr.   Integralibus   praeter 
unum  Omnibus  inventis,  quantitates 

{t,     .V,     x',     .  .  .,     .t(p-% 
M        y,     !/',..  .,     J/('-'^,  etc. 

omnes  exprimere  licet  jjer  diias  u  et  r,   pro  quibus  siimere  licet  biiias  e  quan- 

titatibus  (^4.)  vel  earum  functiones  quaslibet.     DifFerentialia  — ^  et  -^ ,  substi- 

tiiendo  difFerentialibus  x^''\  y^''\  etc.,  si  opus  est,  valores  A,  B,  etc.,  et  ipsa 
aequantur  quantitatum  f,  x,  x',  etc.  functionibus.  Quae  functione8,  Integralium 
inventorum  ope  per  u  et  v  expressae,  si  denotantur  per 

rr_jhi_  dv 

^^  dt   '     ^  —   dt  ' 

dabitur  inter  u  et  v  aequatio  diflferentialis  primi  ordinis,  ultima  quae  inte- 
granda  restat, 

(1)      Fr/M—  Udv  =  0. 

Secundum  ea,  quae  §.11  tradidi,  cognito  aequationum  diflerentialium  proposi- 
tarum  Multiplicatore  M,  erui  potest  factor  N,  qui  eius  ultimae  aequationis  diffe- 
rentialis  (1)  laevam  partem  efficiat  differentiale  completum,  quem  ultimum  Multi- 
p/icatorem  appello.  Habendo  enim,  quod  per  Integralia  inventa  licet,  quantitates 
{A.)  pro  functionibus  ipsarum  u  et  v  Constantiumque  arbitrariarum ,  quas  Inte- 
gralia implicant,  earumque  functionum  formando  Determinans  J,  fit  icltimus  Multi- 
plicator  N  =  J.M. 

Principium  lütimi  Mnltiplicatoris,  quod  Propositione  antecedente  continetur, 
etiam  sie  coucipi  potest: 
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diriso  ultimae  aequationis  (/i/fefeiititiils  (1)  MiiitipUcatore  per  Determinans  //, 
conditionem  Eulerianam  pi'o  Multiplicatore  valentem  transformari  in  aliam 
conditionem  ab  Integralihus  reductioni  adhibitis  independentem,  cni  formu- 
landae  sufficiant  solae  aequationes  differentiales  propositne. 
Videlicet  aequatio  conditionalis ,  cui  aequationis  (1)  Multiplicator  N  satisfacere 
riebet,  fit 

d{NV)    ^    d(NV)   _  ^ 
du  6v 

Quae.  ponendo 

et  substitiiendo  Coiistaiitibus  avbitrariis  t'iiiictiones  quantitatam  (4.)  aequivalentes, 
traiisforiuabitiir  in  hanc: 

dheM  8A  dB 


dt        '     da^p-'^     '     Ö7/(«-i)    ^  ^"'  "~     ' 
cui  forniandae  sufficiunt  aequationes  differentiales  propositae  (1). 

Sint  Hl  =  0,  IL  =  0,  etc.  aequationes  integrales  reductioni  adhibitae 
binaeque  aequationes,  quibus  u  et  v  ab  ipsis  t,  x,  x',  etc.  pendent,  sive  etiam 
aliae  quaecunque  aequationes  cum  illis  aequivalentes:  constat  e  Determinantium 
functionalium  proprietatibus ,  aequari  J  fn/ctioni,  cums  denominator  sit  func- 
tionum  JI^,  JI,,  etc.  Determinans  foriiK/f/un  quantitdhnn  (^.)  respectu,  numerator 
autem  earundem  functionum  Determiiuuis ,  quantifatuni  u  et  v  Constantiumque 
arbitrariarum  respectu  formatum.  Si  pro  u  et  c  ipsae  sumuntur  t  et  x,  pro 
aequationibus  JI^  =  0,  TL  =  0,  etc.  solae  sumendae  sunt  aequationes  integi'ales 
simulque  t  et  x  in  binis  Determinantibus  formandis  de  numero  variabiliiun  tol- 
lendae  sunt.  Porro  aequatio  (1)  in  hanc  abit: 
dx—  Vdt  =  0, 
ubi  V  est  ipsius  —r-  valor.    Integralium   inventoruni    ope   per  ^  et  a;  expressus. 

Si  aequationes  11^  =  0,  II.,  =  0,  etc.  inventae  sunt  per  integi-ationem  successivam, 
ita  ut  in  quaque  aequatione  insequente,  in  qua  nova  accedit  Constans  arbitraria, 
simul  unius  vai'iabilis  difFerentiale  altissimum  ad  ordinem  proxime  inferiorem  sit 
depressum,  alterutrura  Determinans  in  uiiicum  terminuni  abit.  Sic  proposita 
unica  aequatione  differentiali  ?i"  ordiiiis  inter  t  et  x 

d".r-  _    r    ^   ^  d"-'x  \ 

dt"    ~     V'  '^'    dt    '  ■■■'    dt"-'  /' 
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integratione  successiva  inventae  sint  aequationes 

cr~  X    /  dx  d 

de     ~      ' '''  ' 


(2) 


-  /  dx 


dt 


f,{..,^. 


de-' 

d''-'x 


de 


«.-i)' 


in  quibus  «,,  «2,   .  .  .,  «„_,  sunt  Constantes  arbitrariae:    simpliciter  erit 

cum  alteram  Detenninans  in  ipsani  unitatem  abeat.  Si  f'unctio  /  ab  ipso 
— — f—  vacuum  est,  fit  aequationis  diiferentialis  propositae  Multiplicator  =  1. 
Quo  igitur  casu  hoc  eruitur  ultimum  Integrale: 


J  da,       da.-, 


da 


[(/.«— /'^^_j(^,  X,  ßj,  ßg,  ...,  ß^^_j)(Z<]  =  Const. 


ubi  quantitas  sub  integrationis  signo,  per  t  et  x  expressa,  fit  differentiale  com- 
pletuni.     Ut  per  solas  t  et  x  exprimator  valor  producti 

öffj      da.,         ^^n~\  ' 

d"'  X        ä^~^x  dx 


sufficit,  ut  in  eo  mccessive  substituantur  differentialium 
valores  /ö ,  f.^,  .  .  . ,  /i,_, . 


de 


de- 


dt 


§■  16- 

Formula  .syml)olicii,  qua  Multiplicator  sjstematis  aequatiouum  differentialium  impliciti 
definiri  potest. 

Aequationes  differentiales,   e  (luibus  petantur  altissimorum  differentialium 
valores 

(1)  .•«W  =  J,     »/W  =  B,     etc., 

ponamus  forma  dari  implicita 

(2)  y  =  0,        (/'  =  0,      etc. 

E  (|uibus  aequationibus  ut  eruantur  valores  differentialium  partialium 

dA  ^jm 
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quaruiii  summa   aequat  ipsum 

(:5) 


(5) 


t  Ipsum 



-j — ,  statuo 

=  «, 

'*!! 

etc. 

fJW 

=  ^ 

dtp 

=^, 

etc. 

etc., 

C(f 

=  «, 

d(f 

=  «n 

etc. 

d.r'i'-^^ 

%(•'-» 

dil> 

=  ß, 

duj 

=  1^>- 

etc. 

etc., 

ßj:('-') 

6</'V.) 

(""  + 

'r"i+ 

••H-(a-+ 

',"l+- 

••  = 

0, 

formoque  aequationes 

(^)     Y>n-^\u,A h(ir-H,i,c,  +  -..  =0. 

Resolutioiie  aequationum  (5)   si  determinantur    u,   u,,  etc.   ut  f'unctiones  lineares 
quantitatum  v,  i\,  etc.,  erit,  quod  ex  elementis  calculi  differentialis  sequitur, 
dA      _  du  dB      _   clu, 

unde  prodit 

f  8u        du,  1 

(7)    ,/,„g.l/=-)_  +  -^+...}./. 

lam  e  formulis,   quas  de  aequationum  linearium  resolutlcjue   et  Determinantium 
proprietatibus  tradidi,  sequitur,  sl  ht  acquationibts  liiiearibiis  (5)  ponatiir 
^u(/f  =  da.     it^</f  =  ^a^.     etc., 
^^^     {ßdf  =  c)/j,     ß^iH  =  db        etc.     etc., 


(OU  CU,  1 


fieri 

(  du  du^ 

Unde  formula,  qua  Multiplicator  il/ definitur.  ])ropoiii  potest  hac  forma  symholica: 
(10)    dhgM  =  6\og2±ab^.... 

Cuiformulae  ea  inest  signiticatio,  ut,  variando  per  regulas  notas  ipsum  Ig^zha^i... 
atque  elementorum  variationibus  singulis  substituendo  valores  (8),  obtineatur  ex- 
pressio  ipsi  d\ogM  aequalis. 
Si  statuitur 

fadf  —  ?.il(>  =  Ja.     t(^(lf—?.Ja^  =  Ja.,     etc., 
^^^^     \ßdt^).,lb  =  Jb.     ß^dt  —  ?.db^=Jb^.     etc.     etc., 


I 


AEQUATIONLTM  DIFFERENTIALIUM  VULGARIÜM  ÄPPLICANDI.  401 

characteristicae  ()'  substituendiun  est  Xd-hZl,   unde  abit  (10)  in  hanc  formulain: 

(12)     (]  log  AI  =  ?.dhg:s±:ab^----hJ\og^±a/j^..., 

sive,  designante  i  Constantem: 

M 
(13)     (/log ~ ^  =  Jlo«2±ab,... 

Quae  formula  cum  commodo    adhibetiir.    quoties   variationum  Ja,  Ah,  etc.  va- 
lores  valoribus  variationum  da,  dh,  etc.  simpliciores  sunt. 

Sint    n  aequationes    differentiales    inter    t   et    variabiles    dependentes  .r,, 
.r.,.   .  .  .,  .t„  propositae 

(14)    (^,=0.    y,  =  0,    .  .  .  ,    y„  =  0, 
sintque  altissima  dift'ei-entialia   in    iis  obvenientia    et  quoiann   valores    ex   iis   pe- 
tere  liceat 

^^".\     4"^'.     .   .   .  ,     ;^n>_ 

Statuendo  secundum  antecedentia 

^'        dt  =  da^')  =  Af/öW+JaW, 


fit 

idXogM  =  (Jlog.5'±rtj«"...aW, 
*^^^'^     1  (/log — ^  =  d\og2±a'a':...d'». 

Accui-atius  examinemus  casum,  quo  fit 

(17)     ««  =  a<f\ 

unde  elementa  «i''  ad  numerum  — ^-^ — -  reducere  licet.     Differentialia  partialia 

uncis  includendo  aut  non  includendo,  prout  ista  reductio  facta  est  aut  non  facta 
est,  habetur,  si  /  et  /•  inter  se  diversi   sunt, 

(  dR   \  ^    dR  dR         l  dR    \  _  JR_ 

\  öaW  )  daf^  "^  öaW  '     V  dd')  )  ~"    daf  ' 

Designante  R  Determinans 

R  =  js-zh^; «,;'...  flW 

constat   [ler    notas  Detenuinaiitiuin   proprietates,    si    aecjuationes  (17)    locum  ha- 
IV.  h  1 


dB. 

daf 

dR 

daf  ) 

.,  SR 
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boaiit.   etiaiu   fieri 

(IS) 

Hilde 

(19) 

Cum  in  symbolis  adhibitis  variationes  da^p  vel  Ja'p  ab  ipsis  «f  independentes 
sint.  ex  aequationibus  (17)  iion  etiam  variationum  aequalitas  sequitur,  unde  in 
formanda  Determinantis  variatione  pro  diversis  haberi  debent  Snf  et  Saf^  vel 
A(6p  et  Aaf\  ideoqiie  post  institutam  ipsius  R  Variationen!  demum  aequationum 

(17)  usus  faciendus  est.  At  observandum  est,  in  Determinantis  variatione  bi- 
norum  elementorum  af  et  «f  variationum  tantuin  summam  obvenire,  cum  per 

(18)  et  (19)  habeatur 

Qnae  fonuula  docet,  in  Determinante  R  etiam  ante  eins  variationem  instituendam 
poni  posse  a'p  =  (if\  modo  ipsi  da^>  =  Saf^  tribuatur  valor  \\daf-\-daf'''\. 
Quoties  igitur  aequationes  (17)  locum  habent  sive  fit 

Ihf^  "  3.r-;-''  ' 

valebunt  adliuc  aequationes  (16),  etsi  Determinantis  elementa  ad  numerum 
?t(w-t-_)^   .^^^^^.  ^^^   inaequalium  revoeentur.   dummodo  statuatur 

(20)    h\^^'      +^^gl^U^  =  J«M  =  Arf^[-)+j««. 

Quod  si  igitur  aequationes    differentiaks   propo.ntae  (14)    ita   comparatae  sunt,    ut 

habeatur 

6(f.  d(fi. 


■dt  =  ).d- 


designante   '/.  Vomtantem,  evanescet  variatio  A  dahiturque  Multiplicator 

f^  ,    ^9^1       0^2        ^y„  y- 

Cuius  Propositioiiis  applicatio  infra  dabitur. 
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Observo  ipsum  R   pro  Determinante  functionali  haberi  posse:   erit  enlm 


R  functionum  (f^,  (f.. 


<f„  Deterrainans,    si  sola  altissima  differentialia  x^l 


;!'i"'-\  etc.  pro  variabilibiis  sumuntur,  qiiaruin  respectu  Determinans  formetur. 
Quanim  variabilium  valores  cum  supponamus  ex  aequationibus  (14)  peti  posse, 
non  fieri  potest  ut  Determinans  R  iclentice  evanescat;  alioquin  enim  fanctiones 
y),.  (fi,  etc.  earum  variabilium  respectu  non  a  se  invicem  independentes  forent. 
(V.  Comm.  de  Det.  Fund.  §§.  3  sqq.)  Si  vero  per  ipsas  (14)  evanescit  Deter- 
minans i?,  id  indicio  est,  duo  valoriun  variabilium  systemata  inter  se  aequalia 
evadere,  unde  aequationum  praeparatione  quadam  opus  est,  qua  radicibus  du- 
plicibus  liberentur. 

lam  praecepta  generalia  variis  applicabo  exemplis. 


§•  17. 

De  Multiplicatore  systemiitis  aequationum  dift'ereiitialium  liuearium. 

Proponantiu-  aequationes  differentiales  lineares  primi  ordinis 
dx. 


(1) 


quarum  Coefficientes  A^^'  solius  f  fanctiones  designant.     Systematis  aequationum 
(1)  Multiplicator  M  definitiu-  tbrmula  difFerentiali 


dx., 

,i    =  A['  ■'•,  +  A  -.  +  ■ 

^  =  ^S^4^^.^- 

•  •+4"..„  =  x„. 

d\ogM 
dt 


-  u: 


dX„ 


dx 


unde 


-~/\a[+a'.:+---+a^"^\'I>_ 


(•2)    A/ 

Hac  formula  cognito  i/,  sequitur  e  §.15,  si  aequatmies  dijferentiales  lineares  (^l) 
per  quascunque  n —  1  aequationes  integrales,  n  —  1  Constantibus  arbitrariis  affectas, 
ad  unicam  aequationem  differentialem  primi  ordinis  inter  duas  xmriabiles  redn- 
canltir,    eins    quoqiie   nitinun'    aeqnafionis    integrationem  per    Qnadratnras   abso/ri 

51* 
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posse.     Quofl  liacteiuis  iioii  <;üiistabat.  nisi  aequatioiies  quoque  integrales  rediic- 
tioni  aclLibitae  lineares  erant. 

Aequationibus  (1)  alterum  systenia  aeiiuationinn  differentialiuni  linearium 
coniugatuni  est 


(3) 


^^^     -    _|^;^_  +  j:'^^-H...  +  ^-^3/J, 


'^  =  -\Aly^-^A:!j^+-  +  A^^y,y 


Aequationibus  (1)  respective  per  i/, .  ?/._,,   ....  y„  atque   aequationibus  (3)  respec- 

tive    per   a-'j,  x.,.  ....  .r„    multiplicatis    omniumque    aequationura    provenientium 

arlditione  facta,  terniini  ad  dextram  positi  omnino  abeunt.  expressio  ad  laevam 

auteni  fit  dift'erentiale   aggregati  a:^y^-\-x.,y.j-\ \-x„jj„:    unde   integTatione  facta 

eruitur 

(4)    .iyy,-h.r.^y..-\ \-.rj,,  =  Const. 

Quot  habentur  aequationum  (3)  solutiones  particulares,  tot  formula  (4)  suppedi- 
tantur  aequationum  (1)  Integralia,  et  quot  habentur  solutiones  particulares  aequa- 
tionum (1).  tot  eadem  formula  siippeditantur  aequationum  (3)  Integralia.  Aequa- 
tionum (3)  Multiplicator  invenitur 

imde  binorum  systematum  aequationum  differentudium  linearium  inter  se  con- 
iugatorum  Midtiplicatores  M  et  N  valoribns  reciprocis  gaudent. 

Functionum  i/,.  y.^.  ....  y„  denotemus  n  systemata  a  se  independentia  per 
,iyW,     ?/l*-\    .  .  .  ,    .»y», 
tribuendo   successive    indici    superiori   k  valon's    1,   2,   ....  ?».      Unde    aequatio- 
num (1)  proveniunt  u  Integralia  huiusmodi 

designantibus    «,,  a,.   ....  «„  Constantes   arl)itrarias.      Secundum  Multiplicatoris 

definitioneni.   initlo  liuius  Comnientationis  adhibitam,  fit 

(  6f,       dL         cf 

M  =  ^'zh-^ — — 

(ö)     [  öJj      Ö.S.,         dx^^ 
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Uiide  ol)tiiic'tur  fonnula 

(ß)  -±y\y::...y^;:> 
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-f\A\^-A'.l-\ +^,^"'lr/« 


Qiiae  sie  directe  demonstratur. 

Desisnante  enim  R  Detenninaiis  ad  Jamain,  fit 


dR 


ciR 


((yW 


-^     QUk)     V^,'Jx     +^,    lJ->    H  t^^J,     Un    l'"' 


extensa  duplici  summatione  ad  omnes  indiciim  /  et  /:  valores  1,  2,  .  .  .,  ii. 
Summando  primum  indicis  k  respectu,  evanescunt  terniini  in  /!,',  A'- ,  etc.  ducti 
praeter  eos,  qui   in  /if-"  dncuntnr, 


,(,)[  dR     ,        dR     „  dR      ,A, 


=  —Af.Rih, 

sicuti  notis  Deterniinantiuni  proprietatibiis  patet.     Hinc   altera  stunniatio  indicis 
i  i-espectu   institnta  suggerit 

,/R  =  —\A[-i-A!,'-i. hAl"^\.Rdt, 

cuius  aequationis  integratione  fbrmula  (6)  obtinetni'. 

Si  aequationes  differentiales  lineares  proponnntia-,  quae  altiora  quam 
prima  differentialia  involvunt,  secundum  §.  14  (5)  statira  earum  quoque  Multi- 
plicator  obtinetur.     Brevitatis  causa  duas  tantum  consideremus  aequationes 


CO 


d'x 

fit" 


d'x 


A  .v-hA, 1 hA 

'  df 


+  ß  x-hB, 


■/r^-4-i?;-|^- 


■■  +  AI 
■■  +  B' 


d"-x 
df""^ 

^    .^ 

''       dt'' 

d"-'x 
-'    dt"-' 


in    quibus    Coefficientes    .4,   A^,    etc.    solius    /    l'imctiones    dcsignant;     iit    earum 
aequationum  Multiplicator 

l\)uamiis.   addendo  aequationes  (7)    re.spective    per  /  et    //    midtiplicatas   produci 
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aequatioiuMii  per  se  iiitegrabilem:  seciindum  conditioiies  iiitegTabilitatis  fiei-i  di'bet 

I  dt"  dt"-'  dt"-'  ^^  '   '  •^' 

l  df  dt''-'  df-'  ^         ■  ^ 

quod   est  aequationum  differentialiiiui  systenui  proposito   coniugatuni.      Quod.   si 

j}   et   q    iuter    se   inaequales   sunt,    non   ea   gaudet    forma,    qua   §.  14    supposui 

aequatioiies  differentiales  exhibitas  esse,   videlicet  ut  altissima  difFerentialia  in- 

veniantur   per   inferiora   ipsasque   variabiles   expressa.      Si   p>q,    ut   ea   forma 

obtineatur,    aequatio    posterior   /*  —  g  —  1    vieibus    iteratis    differentiaiida   est  et 

aequationum  ope  provenientium  eliminanda  sunt   e  priore  ipsius  ju  differentialia 

superiora  Qj  —  1)'".     Hac  eliminatione  priorem  aequationem  novi  non  ingrediuntur 

termini  (/)  —  1)'°  ipsius^.  differentiali  aflfecti.   unde  in  ea  immutatus  manet  nnicus 

(/''  '/l 

terminus  ditferentiale  — r^   imi:ilicans 

dt"-'  ' 

-^"-'llt"^- 
Porro  in  aequatione   posteriore  unicus  extat  terminus  ipso  — -^^^  affectus 

'-'  dt"-' 
Unde    secundum    §.   14    aequationum  (8),    dicto    modo    pi-aeparatarum.    eruitur 
Multiplicator 

,.         J'\a      +b'     U, 

Videmus  igitur,  bina  quoque  systemata  coniugata  (7)  et  (8)  Multiplicatoribus 
reciprocis  gaudere.  Similiter  pro  pluribus  aequationibus  demonstratur,  in  syste- 
mate  coniugato  per  eliminationes,  ad  formam  normalem  obtinendam  instituendas. 

hos  non  mutari  terminos.    qui  valorem    ipsius    — j —  afficiunt,    unde   facile   se- 

quitur,  binorum  systematum  coniugatorum  Multiplicatores  semper  evadere  inter 
se  reciprocos. 

Observo.  formam  normalem  aequationibus  (8)  conciliari  posse  sine 
diff'erentiationibus  et  eliminationibus.  cum  earum  loco  hoc  pateat  substitui 
posse  systema  aequationum  differentialium  liuearium  [»rimi  ordinis  inter  p-hq-h^ 
variabiles: 


J 
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(9) 


1^ /+.]'((!, 


(if 


|ßA+ß'/'|- 


(B) 


Aequatioues  (9)  eodem  gaudeiit  Multiplicatore  N  siipra  invento.  Quod  adnotari 
nieretiir.  Nam  valor  supra  inventiis  N  Midtiplicatori  aequationiim  (8)  con- 
veiiiebat  siipponendo  eas  locum  tenere  aequationiim  differentialium  primi  ordinis, 
in  qüibus  praeter  t,  ).,  fi  pro  variabilibiis  habeantur 

(^      d^  d"-'x 

..      I  dt  '     dr  '    ■  ■  ■  '     dt"''^ 

I  dt   '     dr   '    •  ■  •  '     rf(«-'   ' 
dum  aequatioues  (9)  sunt  inter  t,  Z,  fx  aliasque  variabiles 

l/(,,    /(,,    .  .  . ,  ;(,^_,. 

Aliis  autem  variabilibus  introductis  vidimus  in  secundo  Capite  mutari  Multipli- 
catorem,  videlicet  eum  dividi  per  novarum  variabilium  Determinans,  ipsarum 
formatum  variabilium  respectu,  quarum  loco  introductae  sunt.  I^nde,  cum  utrique 
aequationum  systemati  idetn  conveniat  Multiplicator  N,  se(iuitur,  si  quantitates 
(B)  per  t,  Ä,  ,u  et  quantitates  (A)  exprimantur,  Determinans  quantitatuin  (B), 
ipsarum  (.4)  respectu  formatum,  aequari  Constmiti.  ac  reapse  aequale  inve- 
nitur  unitati. 

§•  IS. 

Aequiitioues  dillVreiitialos  secundi  ordinis,  quarum  assifinarc  licet  Multiplicatoreiii. 

lixempla  Euleria  na. 

Paullo  inunorabor  ap|»licationi  theoriae  iiovi  Multipücatoris  ad  aequationes 

ditterentiales  seciuidi   ordinis   inter  duas    varial)iles.    (lui  est   casus   simplicissimus 
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post  ae(|uati()nes  «liHeiviitiales   ]jrimi   ordinis.    ad   (juas  Euleriaiiiis   Miiltiplicator 
refVrtiir.      Ac  pi-iininii   per  theoreniata  §§.  14,  lö  tradita  patet, 

..si  propoiuihir  aequatio  -j-f--l-/l  '^f  -+-7j  =  0,  in  qua  A  soliiis  x,  B  utriiisque 

,f  et  y  fuiictiones  quaecunque  sunt,  atqne  i)ite(/ratione  prima  eruatur  —^  =  u, 

designante   u  variabilium  x  et  y  et  Constanfis  arbitrariae  cc  functionem,  forr 
a/tenivi  Integrale 


];./-.-|^(^-«,.^  =  co„.t. 


da 

QuantitatiMii    suh    inaiore    iutegrationis   signo   esse  differentiale    completum.    sie 

verifieari    potest.     Nain    ut    aeqiiatio   differentialis  proposita   proveniat   differen- 

tiatione  aequationis  -~  =  »,  lüciiui  Imbere  debet  aequatio  identica 


oti 


-^^~T-^^  ^--hA2t-\-B  =  0. 
ö.r  oy 


Qua  ipsius  a  respectii  difFerentiata  et  per  e-^'*''''  iiiultiplicata.  prodit 

6x  cy  ' 

quae  est  conditio  re{|uisita.   ut  qiiantitas 

ca      ' 
differentiale  completum  sit. 

Generaliiis  e  §§.  14.  15  sequitur.  si  proponatur  aequatio 

in  qua  et  (f  et  B  variabilium  x  et  y  functiones   quaecunque  sunt,   afque  integra- 

tione  prima   inventum  sit  —y-  =  u,  designante  u   variabilium  x  et  y  et  Constantis 

arbitrariae  a  fanctionem,  fieri  aequationem  inter  x  et  y  qnaesitam 

(2)    j>'1^(r/y-«,/,.)  =  Const. 

Aequationis  (1)  tractavit  Eiilerus  specimina,  qiiibus  et  integratio  prima  successit 
(Cf.  Calc.  Integr.  Vol.  II.  Sect.  I.  Cap.  VI.  §§.  915  sqq.).  At  aequationes  dift'e- 
rentiales  primi  ordinis,    ad  quas  ea  ratione   pervenit,    tanta  irrationalitate  erant 
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implicatae,  ut  de  integratioiie  directa  desperans  alia  artificia  clrcuinspexerit. 
Atque  missum  facto  Integral!  iiivento  contiglt  ei,  aequationes  differentiales  se- 
cundi  ordinis  propositas  differentiando  alias  deducere  lineares,  Coefficientibus  con- 
stantibus  affectas,  quariim  nota  integratio  propositarum  qaoque  ei  suppedi- 
tavit  integi'ationem  completam.  At  per  antecedentem  forniulain  (2)  illariim 
aequationum  difterentialiuni  primi  ordinis  quamvis  complicätariim  assignare  licet 
Multiplicatores.  Adiiingam  ipsain  variabilium  separationem ,  qua  elucescat.  re- 
vera  adiectis  illis  Multiplicatoribus  aequationes  sponte  integrabiles  fore. 

Exenipla  Euleriana   forma   paullo   generaliori  exhibebo,   quod  sine    cal- 
culi  complicatioiie  ßeri  potest. 

Exenipluni  I. 

(b  et  c  Constautes.) 
Secundum   Eulerum   aequationis   propositae   fit  Integrale  primuni,    quod 
si  plaeet  differentiando  comprobare  licet. 

-\-cy'>-^h-if-x~2bciix-+c'-.v'^  =  u, 

designante  a  Constanteui  arbitrariani.      Cuius  aequationis  resolutione  eruatur 

d„ 
•'iLv  ""'^"  ""  '"' 

designante   v  radieem  aequationis  cubicae 

(      -\-cy'-^-\-iy-ii'-.e  —  2bc!jx--\-c-x'^  =  a. 
Comparaudo  aequationem  differentialeni  propositam  cum  (I)  fit 

f/'  =  21ogvy,     e'r  =  ir, 
unde  secundum  (2)  invenitur  alterum  Integrale 

Fit  auteni  e  (3) 


da  ?>vv-\-'ihxv-\-y{hy — Zcx) 

Quem   aequationis  ydi/  —  v(Lv=()    Multiplicatorem    esse,    propter    ipsius 
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tionalitatem    iioii   lacile   cognoscitiii-,    et    minus    adhuc    separatio    variabiliiim 
promjDtu  est.     Quam  sie  assequor. 

Aequationem  (3)  bene  vidit  Eulerus  liac  ratione  exhiberi  posse: 
(4)     /■./'./•"  =  a, 
posito 

(5)         /■'    =  r^Vy+^x, 

f"  =  v-^):'d+~x, 

designantibus  /,   /',  /"  radiees  diversas  aequationis  cubicae 

00     l'+hk-e  =  0, 
luide  ;i -+-;.'-!-/"  =  0.  //'/"  =  c.     Ex  aequationibus  (4)  et  (ö)  sequitur 

6f  cf  fjf"  cv 


unde  expressio 


Ca 

1 

da 

ff 

+rf+ff 

-rdc 

f'f"-hf"f+ff' 

iieri  debet  differentiale  completum.     Invenitur  autem  e  (5): 

d(f'-f")  =  (}.'-?."Wj/-?.dx), 

<Kf"~f  )  =  (/."-Ä  Xdu-rdx), 
<Kf  -/■')  =  C^^  -A'X'/j/-^" '/*•), 
^■f-'Kf'-f")+^'f'-'Kf"-f)+^."f".d(f~f') 

siquidem  ponitur 

.7  =  /-(;.'_Ä")+/'-(/"— ;.)+/."-(;.— ;.') 

=  (A-/'X/-A"X/'-A"), 
atque  adnotatur  fieri 

=  ^/(/  +  /.'+/")  =  0. 
Hlnc  substitutendo  /"  =  —  (/-i-/.')  fit 

^(,/<}y-odu-)  =  X  i(f+f"),if'^d(ff")\ 

-  >-\if'-^f")df-difr% 
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unde  denuo  substituendo,   qiiod  e  (4)  ^sequitur. 

d{ff")  =  -ff"-  ^  .      Jif'f")  =  -ff"-  -^  , 

eruitur 

ydy-vdx  1    l  Xdf         l'df] 

f'f"-hf"f+ff'  -  a\t'     f  y 

Quod  per  se  integrabile  est  atque  niliilo  aequiparatum  integral imique  suppeditat: 

log/        log/' 


—  Const., 


quod  alteriiin  Integrale  est. 


^y'^it)  -«y'+'^  •'■'-'-  =  0. 


Exenipliiin 

(«,  b,  c  Constantes.) 
Secnndum     Eulerum     huius     aequationis     integratione     prima     obtinetur 
ydy  —  rdv  =  0,  designante  r  radicem  aequationis  biquadraticae 

(7)     („rt-4Z.)p/2  — 2(«^.!.'-'+«r-'-4i.riO+[-^=-^-^^±^]'  =  a 

atque  ce  Constantera  arbitrariam.     Comparando   aequationem  difterentialeni  pro- 

positani  cum  (1)  tit 

(f  =  log^,     ''*'  =  !/, 

unde  e  (2)  eruitur  ae([uatio   integralis  inter  ,r  et  y  quaesita 

r     Su   ,  ,            ,   ,          l'ov       ijdii — rd,r 
^y^\dy-ud.\  =j-,^-J-^^ =  Const. 

Ponamus  a  =  k-irk',   b  =  AA',  abit  (7)  in  hanc  foi-mam: 


y 


CS)     I  [c^xr.v^+r^f 


Ponatur 

(9)     r-l'a;  =  {X-X')p,     r-X,- =  (X'-?^p', 
unde 

j  ,V  r=  p  -^p  \       l-  r=  Xp  +  X'p  ', 

yX.]i-\-yX'.p   = — ;='- — ^^.     1//.W  — l/A'.w' = — -J- — j^.-; 
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abit  (8)  in  liaiic  aeqiiationem 

Hiiic  lit 


(12)    .!/  =  \e  +  ?.pp  +  yt'+Ä'p'p', 
siquideiii   ponitur 

(i-^)  *=  4(A-A')^  +  2(/-/')  '  "'=  4(A-/')-'  +^(r=iy 

E  fornuilis  (9)  et  (13)  sequitiir 

dp  Dp'   1  cv 

du  6a  ?. — /'      da  ' 

de    _  de'    _  1 

da-  ""  du     ~   iß^l'y   ' 
unde  e  (12)  obtinetiu- 

-14)    J_ .  ^  =  l . 

^  >/   '  Sa  S(X-?:)\?:p']/7+J]^—?.p]/e'+k'p'p'}  ' 

qiii    fieri   debet   Multipiicator   aequationis    ijdjj — rd.r^O.      Ac    reapse   invenitui- 

e  (10)  et  (12): 

f       /.pclp  l' p' dp'       1  ,    , , , 

,/dy-vd.v  =  \         ^  -+-^~^^^L=-\{Yi:^Xpp+ye'+?.'p'p' 

^   \e-i-/.pp  y«  +///)  i'  i  f        .r  c    r      > 

-!        '/;'       -t-         '///  \\      ^p      +       ^'P'         \ 

(ye-h?.pp       V£+/'p'//J 
Unde    per    factoreni    (14)    atqiie    snlistitiitioneni  (9)    aequationem    ditferentialeni 
ydi/  —  r <-/,(•  ^  0  in  aliam  niutainiis.  in  qua  variabiles  sepjaratae  sunt, 

]/e-hlpp  ye'-h/.'p'p' 

Cuius  integratione  prodit: 

(yj.p+ye^nypy''  _  _  ^,^^^^ 
(Y^.p'+ye'-hü'p'p'Y^ 

Ponendo  auteni 

(|/I+l/r)i/+r+yXr..«  =  A, 
(yi— ]/¥);/+ ü~y)j:.x  =  B, 

iyj—]/Y)y—v+]/n'.x  =  c, 
lit  e  (10)  et  (11)  post  calculos  faciles 
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AB+c 
AC—c 


Uiide  aequatio  inteoralis  inveiita  sie  exhiberi  potest: 

{AC—cY'-  ^  '' 

iibi  ß  est  nova  Constans  arbltraria  atque  quantitas  v,  quae  ipsas  A,  B,  C  af- 
ticit,  est  radix  aequationis  biquadraticae  (7),  poiTo  P.  et  i'  sunt  radices  diversae 
aequationis  quadraticae  P  —  (tX-i-f)  =  0. 

Integrationem  bis  (biobiis  exi-niplis  praestitam  etiani  assequi  liciiisset  po- 
nendo  cum  Eulero  dx  =  ydt,  et  aequationem  diflferentialein  secundi  ordinis 
exemplo  primo  propositam  sernel,  exemplo  secundo  propositam  bis  difFerentiando, 
ita  ut  t  pro  variabili  independente  habeatur.  Quo  facto  respective  pervenitur 
ad  aequationes  difterentiales  lineares  tertii  et  quarti  ordinis,  quae  Coefficientibus 
gaudent  constantibus  notis(|ue  methodis  integrantur. 


§•  19. 

De  Multiplicatore  systematis  aequationum  diffcrentialium  vulgarium,  quod  mecliante  solutidue 

completa  unius  aequationis  clifterentialis  partialis  primi  ordinis  integratur. 

Systema  aequationum  diflferentialium  vulgarium  proponatur  hoc: 

dt    ~  8p ^  '     dt    ~     \  dq^  "^^''  ö  r  r 

dq.,  dcp  dp.^  t  d(p  3(p  \ 

~dr^^~8jJ^'     ~dr'^~'[~8^~^^''l)v\' 


(1) 


dl„ 


dt 


d(f> 
8(f  d(f 

ubi  (f  est  functio  quaecunque  quantitatum  5,,  q.,, 
nante  il/ aequationum  (1)  Multiplicatorem,  secunt 
t/logA/    ^     d''tp     ^^y.\    d'(p 


8^ 


+Pn 


dv. 


H h/'„ 


"^Pn 


■  ■  •  </„!  ^^5  Pi,  pi,  ■  ■  ■,  Pn-    Desig- 
uu  formulas  nostras  generales  fit 


dt 


dp.dq. 


^li^Pi 


a{.,-|^+ft 


8-(f 

av 


■+p„ 


d<f 

~dv 

dtp 


sp„ 
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tribuendo  indici  /  valores  1,  2.  ....  ii.  Unde,  reiectis  tei'minis  se  destruentibus, 
obtinetiir 

cllogM    _  ^  d<p 

^-^  dt        ~  "  ÖT' 

Qiuie  evanescit  expressio.  si  (f  ipsa    V  vacat.      Quoties    igitur  functio  (f  ab  ipsn 

V  vacua  est,  uequcttionum  (1)  Multiplicatonm  unitali  acqvure  licet. 

x\eqiiationuui  (1)  habetur  Integrale  uniim 

(3)    y  =  A, 

designante  /(  Constanteni.     In  ea  aequatione  ponatiir 

8V                  bV  dV 

(4)    /-  =  -^ —  .     p.^  =  — — p   =  -^ —  , 

obtinetur    aeqiiatio   differentialis    partialis    primi   ordinis.    in   qua    V  est    functio 
(piaesita  atque  5i.  q...  ....  ^„  sunt  variabiles  independentes.     Faciamus.  inventani 

esse  eius  aequationis  diflFerentialis  partialis  solutionem  quamcunque  V.  dico  aequa- 
tiones  (4)  totidem  esse  aequationes  integrales,  quibus  aequationes  difFerentiales 
vulgares  ,(1)    gaudere    possint.      Nam    difFerentiando    ex.   gr.    earum    primani 

-^ p^  ^  0  ft  substituendo  aequationes  ditierentiales  (1)  prodit 

..,      .^      c'V  dq  cq  c)q 

^  ^  öq^  oq.       dp.  dq^        '  '   öV 

Cui  aequationi  satisfit  substituendo  ipsarum  jj,,  ^jjj  etc.  valores  (4).  Nimirum 
e  suppositione   facta  aequatio  (3)  identica   evadit  substituendo  (4)   solutionisque 

V  valorem.  eam  autem  aequationem  identicam  ipsius  q.^  respectu  diiFerentiando 
prodit  aequatio,  in  quam  abit  (ö)  per  aequationes  (4).  Itaqiie  aequationes  (4)  una 
cuvi  ipsa  aequatione,  qua  V  per  </i,  q.,.  .  .  .,  q„  definiri  ponitur,  constituunt  sy- 
stema  n-\-\  aequatioTium  integralium  idque  tale,  e  quo  differentiando  ipsasque 
aequationes  differentiales  propositas  suhstituendo  dedxicere  non  licet  aequationes  inte- 
grales novas.  Scilicet  aequationes  provenientes  (5)  per  illas  ?i-f-l  aequationes 
identicas  fieri  vidimus. 

Constans  h,   ubi  servat  significationem  generalem.  ingredi  debet  solutionem 

dV 
quamcunque  T",   unde.  data  V,  ditferentiale  quoque  partiale  ~^.—  assignare  licebit, 

quod  per  z  designabo.     Erit  per  (1),  (3),   (4) 


(6) 


dz   -^    ^^  ^         ^f    ^f  ^V       1         ^9 

~w~"  chdq.  ■  "e^  ~"  ~8/i       eF^"~      ~FF 
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Si  sokitio  V  aliqnaiu  involvit  Constanteni  arbltrariam  cc  atqiie  poiiitur  — —  =  y, 
similiter  erit 

n-)    j^  _  V    ^'^      ^9  _  J^  _  ^v  „  _  _  ^f 

^^      ,h         ^   dadq.    ■   dp.    ^    da  dV  ^  ~         ö  F  ■^• 

Scilicet  t'uuctio  <f^  substitiiendo   datam  soliitioiieiii    V  ixiunc  ixuieiulo  p  =  ^r — , 

'  ^  '        öq. 

identice  aequatur  Constanti  h  ideoqiie  post  eain  substitiitionem  ditterentiata 
ipsius  h  respectu  iinitati  aequatur,  differentiata  ipsius  cc  respectu  evanescit.  E  (2) 
et  (7)  sequitur 

,/log.l/  =   —  rer/logi/, 

ideoque  fit 

desigimnte   ji  Coustaiitetn.       Haec    tbrinula    docet,    Midtiplieatori    M   coiupetere 
valoreiu,  qui  per  ae(][uationes  integrales  (3)  et  (4)  aequetur  ipiantitati  \-^ — [ 
Observo  adluic.  e  binis  formulis  (6)  et  (7)  sequi 

ildz—zchj  =  ijdt, 
unde,  designante  U  functionem  quaiititatum  y  et  ^  houiogeueani  rationalem 
(— 1)"  ordinis,  assignari  poterit  integrale  7' Z/rf^.  Si  solutio  F  plures  Constantes 
arbitrarias  involvit,  totidem  habebuntur  aequationes  (8),  binarunique  divisione 
obtinebuntur  aequationes  integrales,  inventis  (3)  et  (4)  accedentes.  Si  functio 
(p  ab  ipsa  V  vacua  est  ideoque  ilf  =  1,  aequationes  (8)  per  se  sunt  aequationes 
integrales. 

Si  habetur  solutio  covipleta  V=  F,  ii.  Constantes  arbitrarias  r?,,  «,,  ....  «„ 

dF 
involvens,  ponitur(|ue  — —  =  »,,  ht  systenia  aetiuationuin  integraliiuu  oonipletai-uni: 


(9) 


designantibus  /y,,  /ij,  .  .  .,  /)'„_,  alias  Constantes  arbitrarias.  Si  ex  bis  aequa- 
tionibus  petuntur  valores  quantitatum  h,  «,,  //,,  atque  functiouuni  iis  aequiva- 
lentiuni  formantur  Determinantia  partialia,  in  quibus  una  quantitatum  q^,  /;,,  V 
pro  Constante.  reliquae  pi'o  variabilibus  habentur,  ea  aequare  debent  quanti- 
tates    ad    dextraui    ae<|uatiouuin    dilTcrentialium  (1)   positas.    in    Mitltipl(catore}n 
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diictas.     Superseilere  resolutioni  aequationum  (9)  et  inmiediate  t'uiictioniiiii  /' —  F, 

BF 
-^ », ,  etc.  surnere  liossumus  Deteniiinantia   iiartialia.  dunimodo  ea  dividiimis 

per  eanindeiu  fiinctionum  Determinans,  quantitatiiin  /(,  «,,  /y,  respectu  tbrmatuni. 
Qua  de  re  Cap.  I.  egi.  Detenninantia  f'nnctionalia  hie  obveiiientia  in  alia  sim- 
pliciora  redeunt,  propterea  quod  qnantitates  V,  ;;,,  ]>.,,  ....  p,^  tantum  in  n-\-\ 
prioribus  aequationum  (9),  quantitates  /y,,  /?o,  .  .  .,  ß„_^  tantum  in  n — 1  poste- 
rioribus,  singulae  in  singulis  reprehenduntur.  Sic  Determinans,  quantitatum  /;, 
«,,  ßi  respectu  formatum.  quod  per  v  designabo.  aequatur  Determinanti  func- 
tioninn   ah   ipsis  />'    vacuarum 

/■     HL       J^H  HL 

dq^  ■        8q.,    '     '   -  '  '        dq^  ' 

solarum  h  et  «j.  a.j.  ....  a,,  respectu  fbrmato.  Determinans  partiale.  in  quo 
q„  pro  Constante  habetur  et  quod  per  (q„)  designabo.  aequatur  Determinanti 
functionum 


formato  solarum  respectu  q^.  q., </„_,.      Per  theorema  autem  in  Comment. 

de  Detenvlncnttihvs  fnnctionalihvs  comproliato.  quod  Determinantia  spectat  func- 
tionum communi  denominatore  praeditarum.  fit 


iO  =  K"Qn 

-m^^^^ 

du.,      du^_ 

•'        --Ö2, 

■    Sq.,           dq„_, 

posito 


ubi   formantur  Determinantis   Q„   termini   permutando   omnimodis   functiones   (z,. 

II; II „.     Sulistituendo  autem  valores  ».  = -- —   et  difterentiationum  ordinem 

da. 

invertendü  se(]uitur,   Ik'tcjiiunoi.s  Q„  fien  Determinans  functionum 
^     _aF         cF^  dF 

'        dq^   '        8q.,    '     ■   ■   ■  '       dq^_^  ' 

quantitatum  a^.  cc...   ....  «„  respectu  formatum.     lam  aequationem  identicam 

(  j.     8F       dF  dF\        , 

<f[iv'i.-----'L^  ^ij^^  %:'••■'  -d^)^'' 

dF 
differentiando  respectu  quantitatum  h,  «,,  a.j.  ....  «„.  quibus  ipsae  F,  -^ — ,  etc. 
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8F 
afficiuntur,  scribendoque    V  et  'p^   ipsaruiu  F  et   -" —  loco.    obtiuentur   inter  iii- 

cognitas   -^v-  et  ~^-  aeqiiationes  ?/-|-l   lineares,   (j[aariim   resoliitione   invenitur 

^Pu  V   ■ 

unde 

i^h)_  ^    gy   /  öF  |-. 

V        ~       (^Pn     •■   C'«,  J 

Eadem  ratione    generaliter,    ubi   vocainiis  ((/,)   functiomim  (9)  Deterininans    pai'- 
tiale,  in  quo  q,  pro  Constante  liabetur,   invenitur 

Vocando    TI'  t'unctionuni 

dF_        dF_  BF 

dq^  '        dq.^   '     '  '   '  '       ß^^^ 

Deterniinans.    quantitatum  «, .   a.j et,,    respeotu  forniatum,    earundem   //+1 

nequationinn   linearium   resolutione  eruitur 

Jhf,    _     W 

Functionum  (9)    Deterininans   partiale   (p„).    in   quo  j:)„   pro   Constante   habetur, 
aequatur  Deterniinanti  functionum 

C'F  «<j  ?<2  M^__j 

dq^  '       M^   '       M^^   '     ■  ■  ■  "         M^^     ' 

quantitatum  7,,   <;,,.   .  .  .,  q„  resjjectu  formato.      Invertendo    autem  ordinem   dif- 

PF 
ferentiationum   in    diüerentialibus   ipsius  -^ —  atque    similes   adhibendo   formulas 

earum.   quibus   supra   (q„)   ad  Q„  revocavi,    redit  >il(p„)   in  ditferentiam   Deter- 
niinantis  F„  functionum 

F     -^      -^  1^ 

dq^   '       dq.,   '     ■   ■   ■  '       dq^^   ' 


quantitatum  q„,  «,,  a.,,   .  .  .,  a„   res'pectu   formati.    atque  Deterniinantis   fiuictio- 
W  per   -7, —  multiplicati,  sive  tit 


nalis  modo  adhibiti    W  per   -7, —  multiplicati,  sive  tit 
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Ailüciendo    aiiteiu    /; -+- 1    aequat'umiljus    linearibiis   conimeinoratis    aliam    prove- 

nientem  ex  actiuatione  (fi  ^  h.   quantitatis  q„  res])ectu  differentiata.   eriiitur  per 

..    .       .  .  dw         8<f         o(f  o(f 

eliminationein  (iiiaiititatiini  ^>ri   ^^,    ~^r~  ^   ••••   ~^- : 
'  oV'      öp^         op.^  ■  dp^ 

Tilde  fit 

(/'„)  _  J  BF  ^"1 1\  _     J^\  _       f^l—  {d^  dif  \ 

eadeiiique   ratione   obtinetur   jieneraliter,    iibi    (/),)   est   fiinetioiiuin  (9)   Detennl- 
iiaiis  partiale,  in  quo  liabetur  p,  pro  Constante: 

Quae  paLilIo  difticiliora  eraiit    indaüatu.      Postreino   fanctiomini  (9)  Deteriiiiiians 
partiale  (T),  in  (juo  habetur    I'  pro  Constante.   aequale  erit  {'unetioiiuni 


Determinanti.  quantitatum  q^.  q.,.   ....  q„  respectu  ibrniato.      Qiiod.    adliil)end 
notationem  siipra  traditam,  fieri  patet 


(V)  = 

-.f<'.>- 

8F 

8q, 

('/,)+-4- 

-  t.  ^'"^ 

Ulli    ( 

1(1)  invenitnr: 

(12) 

V 

-+p. 

8^ 

-\—-+}\ 

8<f 

Formulae  (10),  (11),  (12)  docent,  functionum  ad  laevam  aequationum  (9)  posi- 
taruni    Deterniinantia    partialia    aequari   quantitatibus   ad    dextrain    aequationum 

dift'erentialiuni  (1)  positis.  per  factoreni  communem  4^ — |  niultiplicatis.  Ea 
Determinantia  partialia  auteni  sunt  ut  differentialia  clq^,  dp,.  (IV.  lüde  ante- 
cedentibus  continetur  demonstratio  directa,  aequationes  differentiales  propositas 
o  formulis  (9)  difFerentiatis  per  aequationum  linearium  resolutionem  lluere  easque 

Multiplicatore  gaudere  1-.:^ — [     ,    qualis   e    formula  (8)   obtinebatur.     Quam  de- 
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inuustratiuueiu  liic  brevitei-  indicasse  placuit.  cum  ad  illustraiidain  Determi- 
iiantiiim   theoriain  faciat. 

Casu,  quo  ip  ab  ipsa  V  vaciia  est,  cum  cognitus  sit  Multiplicator.  vi- 
(leamus,  quid  sit,  quod  ea  cognitione  lucremur  in  exemplo  simplicissirao,  quo  n  =  2. 
Tributo  Constanti  h  valore  particulari,  substituamus  aequationi  <f  ^  h  aliani, 
qua   ipsiiis  ^a,    valor   per   (/i,   </.,,  ^;,    exhibetur,    ita   ut  aequationes    dift'erentiales 

proponantur  sequentes: 

dp.,  dp., 

(13)     .,,:.,^,:./,,   =   ^:-l:_^. 

Quai-um  Multiplicatorem  patet  unitati  aequari.  cum  summa  differentialium  (piau- 
titatum  ad  dextram,  respective  secundum  (/,,  q.,,  p^  sumtorum,  evanescat.  Unde 
si  post  primam  integrationem  exprimitur  p^  per  </,,  q.,  et  Constantem  arbitra- 
riam   a,  secundum  principium  ultimi  Multiplicatoris  fit  alterum  Integrale: 

Sub  integratlonis  signo  haberi  differentiale  completum,  e  Lagraiigiana  aequa- 
tionum  differentialium  partialium  theoria  sie  probatur.  Nam  cum,  expressis  p^  et 
p.2  per  q^  et  q.,,  fieri  debeat  Pidqi-hpodq.j  differentiale  completum  atque  p.,  per 
</n  ?2  5  Fl  expressum  detur,  pro  pi  talis  sumi  debet  quantitatum  (j^  et  q.,  functio. 
qu&e  satisfaciat  conditioni 

Qualem  functionem,  e  theoria  aequationum  differentialium  partialium  primi  or- 
dinis  Uneariinn  constat,  e  quocunque  Integrali  aequationum  differentialium  vul- 
garium  (13)  erui.  Quod  ubi  Constantem  arbitrariam  a  implicat,  eandem  impli- 
cabunt  valores  ipsarum  y;,  et  p-2  per  q^  et  q^  exhibiti,  qui  expressionem  P\äq^-[- p..dq., 
integrabilem  reddebant.  Qua  secundum  Constantem  a  diffei-entiata,  rursus  ])ro- 
<lire  debet  expressio  integrabilis,  sive  expressio 

evadere  debet  differentiale  comj)letum.  Q.  D.  E.  Simul  videmus.  Integrale  (14) 
obtineri  aequiparando  novae  Constanti  arbitrai-iae  differentiale  partiale  solutionis 
V ^ /{pidqi-hp^dq^] ,  ipsius  «  respeetu  sumtum,  id  quod  cum  supra  expositis 
coiivenit. 

53* 


420  TIIEOUIA  NüVI  .Mri.Tiri.lCAToKIS  SVSTKMATI 

§•  20. 

De  Multiplicatore  aequatioüum  differentialium  vulgarium  systematis,  quod  mediaiite  solutione 

completa    problematis  Pfaffiani  integratur. 

Prohleina  Pfaffianum  voco  integrationem  singulavis  aequationis  dit- 
ferentialis  linearis  prirai  ordinis  inter  numerum  variabiliiuii  parem  per  semisseiii 
aequationura  finitarum  numerinn.     Sit  aequatio  difFerentialis  singularis  proposita 

(1)    0  =  X^cLv^-{-Xjh:,-\ hX,jl.r..^^^, 

desio'nantibus  Xj.  X.,,  etc.  variabiliuui  .r, ,  .fo,  .  .  .,  x.2„,  t'unctiones  quasciinque. 
Qua  integrata  per  numerum  m  aequationum,  totidem  Constantibus  arbitrariis  affec- 
tarum,  demonstravi  Diar.  Crell.  Vof.  XVII.  pcjg.  148  sqq.  (cf.  h.  Vol.  p.  112  sqq.). 
praestari  integrationem  c-onipletam  systematis  aequationum  differentialiuin  so- 
quentis : 

X.ßt  =  — ö,  „f/^-,        .  -i-a.,.j</a;,H l-«-..o„/^'«'ä„.) 


(2) 


ubi 


(3) 


Dedi  in  Diario  Crell.  Vol.  II.  p'Hj.  3.34  sqq.  (cf.  h.  Vol.  p.  26  sqq.)  resolutionem  alge- 
braicam  generalem  aequationum  linearium  ad  instar  aequationum  (2)  formatarura. 
Cuius  ope  exhibitis  aequationibus  differentialibus  forma  proportionum  nobis  usitata 

(4)     dx^  :  d.r.^ :...:  dx,^^^  =  A^:  A,:  ...  :  .-!,,,, , 
investigemus   formulam,    qua  aequationum  (4)   Multiplicator  detiniatur,   sive  va- 
lorem  expressionis 

ÖJ,         dA.,  oA.,  dlogM 

"ö h    a     '    H h    ^    ""'     =  —A    — -z 

ox,  äx,-,  öx,,  '       d.v. 


(5) 


Auspicabor  ab   aequationum   linearium  (2)  resolutione,    quae  sie   proponi   potest. 
Deriventur  de  producto 

a,  .)'*j4-- •".,„,_,  .),„ 
alii    similes    termini,    mntando    indices    2.    3,    ....    2»/— 1,    2/n    respective    in 

;;.  4 '2in,   2,  eandemque  indicum  commutationem  repetendo,  donec  ad  ter- 

minum   primitivum  reditur,  id  quod  suggerit   2//( — 1   terminos  diversos.      Ea  ra- 
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tione,  Indicuiii  oerto  ordine  proposito,  si  quisque  eornm  in  proxiine  seqiientem. 
ültimus  in  primum  nintatur  idque  repetitur,  dum  ad  ordinem  indicnm  primi- 
tivuni  reditui-,  dicam  indices  cyclum  percurrere.  Postquam  e  producto  propo- 
sito 2m  —  1  termini  deducti  sunt  per  eyclnni,  quem  indices  2,  3,  ....  '2vi 
fecimus  percurrere,  rursus  in  eorum  terminorum  unoquoque  ponainus  indices 
2m  —  3  postremos  cyclum  percurrere.  unde  nauciscinuir  terminorinn  iiumerum 
(2m  —  l)(2?rt  —  3).  In  eorum  terminorum  unoquoque  rursus  ponamus  indices 
2««  —  5  postremos  cyclum  percurrere,  erit  terminorum  diversorum  provenientium 
numerus  totalis  (2m  — l)(2m— 3)(2jn— 5).  Ita  pergendo,  donec  postremo  soli 
tres  indices  postremi  cyclum  percurrant.  producta  'A.b...  (2m  —  1)  ex  uno 
jiroposito  deducta  erunt,  quormn  omnium  aggregatum  B  voceviius.  Sit  ex.  gi'. 
//(  =  3.  erit  B  aggregatum  quindechii  terminorum 

+aj,aj  ,^«i.,,-Ha,.5aj,;a2,-,+«,3«4  2«5,; 

-+-«1.4"5,;«2,3-t-«,.4"r,,2«3,6  +  «.,4%«6,2 

-\-a.  ,«,.„«,, -ha,  -«.,«,„-!-«,,«,,«.,, 


quorum  qulrnjue  in  prima  verticali  ex  eorum  uno  derivantur,  identidem  mu- 
tando  indices  2,  3,  4,  5,  6  in  3,  4,  5,  6,  2;  terni  iuxta  positi,  indicibus  tribus 
posterioribus  cyclum  percurrentibus,  ex  uno  eorum  fluunt.  Aggregatum  B  fit 
denominator  communis  expressionum  algebraicarum,  quibus  valores  incognitarum 
exhibentur.  Numeratorum  autem  Coefficientes,  qui  ducuntur  in  terminos  ad 
laevam 'aequationum  linearium  constitutos,  sunt  ipsius  B  diiferentialia ,  quanti- 
tatum  rt,4  respectu  sumta,  ita  ut  aequationum  (2)  resolutione  proveniant  valores 

dx^  dR  dR 


(bn 


da. 

./.^^,  fJR  '  dR 

df  da,.,        '  da. 


(I.r,  dR  dR 

R~^  =  ^ X-t-^^ X.,+ . 

at  da,  ,^^_      '■       da.,  ,,^^^ 

Aggregatum  B  gaudet  proprietatibus  plane  analogis  earum,  quae  de  Determi- 
nantibus  circumf'eruntur.  Quarum  gravissima  ea  est,  ut  biniis  indicum  1,  2,  . .  .,  2//( 
//i/f/'  se  permutatis  shtml  omties  ipsixs  B  (ermini  valorci  oppo-sdus  nubiant  ideoque 


dR 

dR 
da,,  +• 

•■+«,„,,. 

dR 

versi  sunt. 

dR 

■■+«2„M 
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ipsum    R  in   rclnrini)   oppositum  aheat.      Porro   tit 

(6)  R  -- 
t't   (luoties  /  et   k-  iiiter  se  diversi  sunt. 

(7)  0  =  «, 

ubi  terininus  in  «,.,  ductus  oimuittendus  est.     Designantibua  /,  /',  /",  etc.   indices 
inter  se  diversos,  si  suniuntur  dift'erentialia  partialia 

dR  d'R  ^^^  . 

da...  '       da.., da-,,,,,,   ' 

ea    erunt   aggregata   ad    instar   aggregati   li  tbrmata.    respective    reiectis   Coet'ti- 
c'ientium  hinis.   (jnatuot  etc.  seriebus  cum  liorizontalibus  tum  verticalibus.  eritque 

d'R  d'R  d-R 


(H) 


da.  ..da.,,  .„,  du.  .,.du.„, .,  du.  .„,da., 


His  rebus  praemissis,  quarum  demonstrationem  aliis  x-elinquo  vel  ad  alium  iucum 
releffo,  Multiplicator  quaesitus  sie  invenitur.  Sequitur  e  (5*).  siquidem  signo 
summatorio  subscribuntur  indices,  (juorum  respectu  summatio  instituenda  est, 

d.i-  cR 

(9)     R^^  =  A,  =  Z- X,, 

dt  •         a     oa^.      "■ 

unde 

dR 

dA^          dA,                  cA.,                  ^^TT                     dR        dX^ 
(10)    ^r~^  +  ^r-^H 1--^-^'    =2: — ^-^^•^,+^-7> ^ — , 

S.rj  dx^  '^'■''■',„  "■'        C'.i'^  "      a.i    da,^  .       ö.c 

ubi  indicibus  et  et   i  tribuuntur  valores   1.   2.   ....   2?«,  solis  onimissis  valoribus 

.     dR 
1  =  u.      Examinemus    tbrmulae  (lU)    summani    priorein.      Aggregati   -^- —    cum 

terminus  nullus  at'ticiatur  eleniento,  cuius  alter  index  est  a  aut   /.   fit 

-,    dR 

da    .  d"-R  da,, 


dx.  ic.t    <^0',,ß"kt      ^•^',     ' 

,      ,.  .      ,  (2m— 2)(2/H— 3)  ,  .     ^.  ^  ., 

summatione   duplici   ad   omnes  ^ ^^ combmationes   extensa,  quihus 

indices  k  et  /  valores  obtinent  et  inter   se  et  ab   ipsis  «  et    /  diversos.  E  for- 
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mula  antecedente  sequitur 

da   .  8'R  6a,, 

^  "id =    V liL 

d.r.  ,-,*_/  da^.da^^^      dx.     ' 

ubi  iiuliemn    /,   k,   l  valores   in  quoque    terniino  sub   signo   summatorio  et   iiiter 

se  et  ab  indice  a  diversi  sunt,  ipsi  i  valores  1,  2.  ....  2  m  conveniunt,  binorum 

/■  et  /  valoi'es  non  inter  se  penmitari  debent.     Unde  triplex  summa  conflatur  e 

(2ot  — l)(2w— 2)(2m  — 3)    ,        •   •     ,     ■  r 
^      90 ternnnis  hinusmodi 

8''R       (  6a. ,  da,.  da.,  ] 


da^.da,i  (  dx.  6X1,  6x^    J' 

qui    obtineiitur   suniendu   ])ro    indicibiis    /,   k.   I    tenios    diversos    ex   indicibus    1, 

2 a  —  1.  f^-t-l.  ....  2//(.      At    substitiiendo   quantitatum    a-,^   valores  (3), 

tenioniu)   tei-niinoruni   uncis  inclusoruni  smnma 

du^,  5«,,  da^j^ 

dx.  dx,  dx^ 

identice  e\aiiesfit.  ideoqiie  pro  quoque  ipsius  cc  valore  fit 

^_dR_ 

da    . 

slve  formulae  (10)  prior  summa  evanescit.  Alterius  summae  valor  faeile  in- 
venitur  permutando  indices  a  et  i  formulamque  (6)  in  auxilium  vocando,  quae 
summata  pro  omnibus  indicis  i  valoribus  suppeditat 

„  dR  „  r. 


Hinc  enim  tit 


dR        8X  dR     I  dX  6X.  1  8R 

^.    8a^^ .       6x.  '■  ^    da^^  .   l  dx.  öx^    )         \.    öa^ .     "■' 

Unde  iam  formula  (10)  in  haue  abir: 

dA,  dA.,  dA^ 

(12)     -^^  +  — ^H h-v^^  =  niR. 

ax^  dx.,  dx.,^^^ 

Ciiius  lorniiilae  luii's  laeva   cum  secundum  (5)   et  (9)  ipsi   — Ä  '    ■^"'      aequetur, 
ae(|uati(>!inni  dillerciitialiuni  (4)  Multiplicatorem  statuere  licet 
(LS)      .1/  =  e-"". 


j    \   '    =  it-t-Coust. 
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Docet  i'a  fbrimila    aoquationibus  rlifferentialibus  (4)  complete  integratis.  ad   erii- 

endam   relatioiicm    iiitt-r   /  et  variabiles  x,    iiulla   ainjilius   opus   esse  Qiiadratura. 

sed   valovem  inteüralis 

Rda; 

~Ä7 

exhiberi   posse   per   louanthiniini    Determiiuiiitis   fiinetioiiuiii.    cjiiae    Constantibiis 
arbitrarüs  aequantiir. 

Ponanuis.    quod    seniper    licet,    A\>,„  =  — 1    sintque   Coeflicientes    reliqiii 

oniiies  X, ,   Xj X„_,  a  variabili  .r.,„,  vacui.   redit  problema  Pfaffianiiin   in 

hoc,  >if  expressio  dißcrentia/is  2  m  —  1  voriahilium 

X,  dx^  -h  X,  dx,^ h  X,„__,  (/.r,„__, 

j)er  VI  —  1  aequationes  finitas  reddatur   differentiale  completiim   dx.2,„.     Scilicet  ea 
re  effecta,  obtinetur  7)f  aequatio  pei'  solas  Quadraturas 

.r,„_ + Const .  =  / 1 X,  (/o- ,  +  X, d,r^  H H  X,,,,_^  f/.r,,,,_,  \  ■ 

Eo   casu   evanesciint   omnes    quantitates   a,.,„^    ideo(jue    ipsuin    quoque   dt,    unde 
aequationes  diflferentiales  (2)  in  has  abeunt: 

[Ü=  *  -I-    r/,2   dd:-,+    tf,3    (/./■.,    H i-«i,2„,-i'^m-i- 

(14)      r^="■>,'^■^^  *  -t-   «...3   '^•^•.   H 1-«2.2,„-,'^<^2„,-,' 

Quarum  una  e  reliqiiis  fluit,  sicuti  sequitur  summando  aequationes  respective  per 

dR  dR  dR  ,  .   ,.     ^         T7  .-, 

^r ,   -7^ -^ multiphcatas.     Lvanescentibus  rt,o„,,  evanescunt 

^a^  .,^   '      ca.,  ,,^^^  ''-''" im-i  ■>,„ 

et  ipsum  R  et  oinnia  ipsius  R  diflferentialia   — ,   in  quibus  neuter  indicum  i 

et  k  ipsi  2n)  aequatur.      Unde  e  (9)  fit 

4   =      M_       4   =      '^^  A        =— i-^— 

^■2,n  =  A>lj  +  X,J,H l-X^,,„_,Ä,„,_,. 

Cum  A.,„,  a  varial/ili  .r,„,  vacua  sit,  formula  (12)  abit  in  hanc: 

öic,  da;.,  ^•'^■^,„—\ 

Quae  docet.  aequationum  dijferentialium,  qiiae  e  (14)  proveniunt, 

(Iß)     dx^  :  d.r., :...:  d.c,^^_^  =  A^  :  A.,:  ...  :  ^,,,  _, 
Mnltiplicatorein  (leqiiftri  vnitati. 


AK(^UATI()M'.\I  DIl'FEKKNTIALirM  VCLOARIUM  AI'l'LirANhr.  4l'.) 

Priiicipiuin   ulthiii   Multiplicatoris  applieemus  i-xeiiiplo  siaiplicissiiiH).    quo 
■III  =  2  sivc  (juo  aequationes  diftei-eiitiales  proponuntiiv 

_    dX.^         dX.^      ÖX,         dX^      ÖX,         ÖX, 

Iiiventa  per  jiriiuam   integrationein    variabilis   ,r,   expressione  per   r, .  .r.,  et  Con- 
stantein   arliitrariani   a.    sectindnin   priiicipiuui   illml   fit   altei-a.  .aeqiiatio    integralis 
/•  che.    (/  dX..  c'X,  \  /  dX.,  ÖX.-,  \        1 

Quaiititateni  siib  integratioiiis  signo  dilferentiale  completum  esse,  sie  verirtcari 
potest.  Siilistituta  variabilis  ,r,  expressione  per  integrationem  primain  inventa 
in   foriniila    X^<l.i\-\- X.,(lv.,-{- X.j.(lx.,.   ohtiiietiir 

(x,  -f-  X^,   '^^- )  ,/.r,  +  ( X^  4-  X,  -^'f^  (b:^ . 

I'jadem   expressione  substituta    in  aequationibus   differentialibus.    proilit   ae(juatio 

öx,       öx^        ac,  I  dx.,       öx,  1      dx.^  ( ex,       öx,  , 

rJ.r.,     ~  Ih^  ^   7)J^'  rä^  'KrTl  "^  79:^  [ßj^  T^T I  " 

((iiae  est  eonditio.  iit  foi-inula  ditrerentialis  antecedens  sit  ditl'erentiale  ali(inod 
completinn   r/,r,.      Si  ipsiiis  .7'.,  expressio  iinplicat  Constantein  arbitrariani  r(.  tit 


CA.,  "  \^'  +  ^-^  7^*71  '-'  r^--'  +  ^^  -5:7) 

(/  -^ —  =  ^ fli\  4- 7^ —  da;., 

da  da  '  da 


dx^  (f  ex,       ex,    e^-^  \         /  ex,      ex,    dx.^  \     ■ 

-hX, 


f  e'.i'.,  e^j,'.,      1 

l  dx^da     '  '        dx.ßa     '  -') 

«,  f/  öA,        ex,  \  /  ex„        ex,,  \      1 


dx.,  {( ex,       ex,  \         /  ex„       ex 

dx..  Ox 


Uiide  secjuitur.  (piod  pro|)Osituni  erat,  {juantitatein  snb  integratioiiis  signo  aetpiari 
diiVerentiali  eoiiq)Ieto.   videlicet  diff'erentiali 


f       e.<:,  \  äx^ 

'V'^^d^-'-da^ 


(,|)no(l   si   igitiir    t'imctio  x,   inventa   est.    aecinatioiiein   integralem   (18)   sie   (^axpie 
IV.  :)4 
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repraesentare  licet: 

dx.,  dx, 

(19)     X..  -^ ^  ^  Const. 

•'   da  da 

Qiiae  de  Ibrinulis  quoque  generalibus  deduci  potuit,  (pias  loco  citato  tradidi  de 

aequationum    diiferentialium  (2)   systemate    per    solutionein    completam    aequa- 

tionis  (l)  integrando.      Qua  de  integratione  liac   occasione    iiovas  addam  Propo- 

sitiones  novas(jiie  deiiionstrationes  sequentes. 

s^-21. 

Coiulitiones  iit  iiequatio  differentialLs  vulgaris  linearis  primi  ordinis  inter  p   variabiles   per 

pauciores   quam  ^p  aequationes  integrari  possit. 

Ac  primuin  cniuprobabo  Propositionem.  xi  acquatio  dtfi'ereit/i/i/is  sinfj)i/ari.<( 
(20)     ÄV/,r,H-X,./.r.,H hX//.r,  =  0 

znfegretur  per  m  aequationes  quascunque,   eanim  ope  fieri,    >U  de  qniJjttsqiie  m  i- 
numero  p  aequationum  differentialium  sequentium: 

(21)      U\.''^  =   "...''■^  *       +"..:,'^H ^«2./^-*^' 


I  X  .1/  =  a   ,(/.'■,  +  «    .,'/x.,  +  «   ./Ar.,+ . 

',.'■,  ■  5X  dX^ 

rehquae  p  —  m   sponte  Jiuauf.    ipsi-s   a^.^.    dciigntnitd»!^   qudutitutcs  -^^^ = — 

Ciiius  Propositionis  demonstrationem  sie  adorno. 
Designo 

per  h,  li'  etc.  indices   1,  2,  ....  in, 
per    /,    i'  etc.   indices  iti-\-\.  ««-1-2.   ....  p, 
per  k,  /, '  etc.   indices    1,   2,   3,   ....  p. 
Aequando  .r, ,  .r.,,  .....  :r„,  quibuscunque  reliquariiin  variabiliuiii  .i',„_,_,.  x,,,^.,,  ..., 
fnnctionibus,  abeunt  aequationes  (21)  in  sequentes: 

(22)    0  =  u^.  =  X^(h—2:f\ ,'^, 

siquidem  statuitur 

Idx  dx.-,  dx 

K,  =  «.,  sj:  + «...  -ar  +••  •+".™  ä^  +« 
^-^    I  '       Bx,    ' 

(  '"'         u       '      ox. 

Ponannis  porro 

dx,  dx,,  dx 

(24)     «,.  =  X,  -^  -t-X..  -^^-f-...+X    -^  -t-X, 
'   dx,  -   dx.  "•  dx.  • 
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rit  hiubstitiiendo  (22): 


(25)     -^M,  +  ^^ 
posito 


",."'''— ^  «Vi ''^'z' 


dx.^  dx 


(^*')    '  a. 


t\i 


'>,,,  +  ^-T^6,,.,. 


.SubstitLieiido  i{)saram  h^.  ■  valores  (23).  indiiit  c,, ,  valorem  sequentem: 

t'.'',  dx,,  dx,       dx,. 

sive  reponendo  quantitatuin  a^^.,   valores: 

ax,      ex.         f  öx.,      öJC,  I  dx,^        r  öx^,      öx  i  e.»,,. 

^'■^'■'^^  '■'■• '  =  ^z      äZT'  ^f  i'ö^;;;^     ezrl  'dt  ^f  1"öx^  ~  ^:^j  'd^ 

f  ÖX,  öX,  1    dx,      dx,, 

^ ,_,  l  dx^^  dx^^,  i  ö^^.       öoC., 

Includamus  uiu-is  dirtei-entialia  partialia.  in  qiiibus  solae  .r,  sive  a',,,^.,,  ;i',„_,_2)  •••,  x, 
\n-o  independentibus  habentur  atqiie  quantitates  x,,  sive  x^,  x^,  ...,  x,„  pi-o 
eariiiii  functionibus:  erit 

/  dX.  \  ÖX,  dX,       dx, 

unde 

ex.,  \     /  ex  \        f/  ex  \  dx,      /  ex  \  e^-, 


(30) 


_  (  c'x,.,  \     /  ex,  \         u  ex,,  \  e^„      /  ex,,  \  dx,_  i 


ex        dx        dx 
Id  quod  sequitur,  indicibus  A  et  /('  in  summa  duplici  ^  „    '''  .  -^ — 5~^  inter 

se  permutatis  nee  non  in  (29)  scrii)to  /i'  ipsius  h  loco.    Inventam  autem  ipsius 
f,.,  expressionem  (30)  ope  t'ormidae  (24)  sie  exhiliere  licet: 

reiectis  qni  se  miitno  destrnunt  terminis: 


dx.,dx.  ''   dx.dx.. 

54* 


42S  TIlKnuiA  NOVl  MrLTII'I.lCATOKIS  SYSTEMATI 

(^hlo   ipsius  r.,   valoiv  siihstituto    in   ('2h),    cniimiis    formulani.   quae  valet.   (jiku'- 
aniqiie  siiif  (pKnilifates  .r,,   reliqnnmm  x,  fmicflotics: 

Od-,  dx.,  öx  \(  VC,   \       (  f'f  .\\ 

(^)iiantitatibus  x,,  per  variabiles  .r,  exprest«is.   ciuu  üat  e  (24) 

(33)    A',  </.,•  +  X.  ,ü:,  H \-X^  dx^  =  r_^^_^ ,  ,/.r„,^,  +  >-;,.+'A';,.^-j-^ — ^  'y, ''/'' 

si   per  ;n    ae(]iiatioiies.    quiluis    (piantitates    ,r,,    pei-    varial)iles   ,r,„+i,  .r„,^_., ,r , 

ileterniinautiir.   aeqiiatio  difterentialis  (20)  iiiteaTatiiv.   sinauli  terniini  ad   dcxtrain 
toriiiiilae  (33)  per  se  evanescere  dement,   sive  tieri  debet 

m  '■„,,,  =  '•„,,.  =  -  =  'v  =  o. 

Tiiile  etiani  aeciuatiunis  (32)  pars  laeva  evanescere  debet  sive.  scribendo  ('  ipsiii- 
/ '  loco.   jiro  (pi()Hl)et  ipsius  /  valore  fieri  debet 

ex  gU',,  cx 

(34  *)     -^  u ,  +  -^r^  ii.,-{ h  -^  w„,  H-  «,  =  0. 

9.r      '        dx.     -  öx. 

(}\\iw  toriiiula  docet.  sl  per  )n  ae([uationes  integretur  aecpiatio  differentialis  (2('\ 
eannu  af(|uationmn   ()|>e  tieri.   ut   ex  aequatioiiil)us 

«I  =  U.         u,  =  0.     ....     «„_  =  <) 

relitpiae 

",„+,  =  0.     «,„_^.,  =  Ü.     ....     u^^  =  0 

spoiite   tluaiit.      g.   D.   E. 

Siy>>2/;(,   inter  coei'iicientes  A',,  A'j,  ete.   eertae  quaedam  lociun  habere 

delieiit  relatlones.    cinii   deterniinando   //(  functiones  ,r,.  ,c.,.   .  .  ..  .r„,   satistieri   de- 

beat  piuril)us  coiiditionilms.  videlicet  ^J  —  //(  aeqiiationibus 

dx,  6x.,  c.r 

0=r  =  A',    V---+X,  -.r---  H HA:    -.-"'-  +A  . 

'    r-,i-^  -     r.'.r.  "'  cvc. 

(^>uae   relationes  obtineri  possmit  e  ibrmnla  (32).      Xaiu  sectindiini   eaiii  t'ürimilani 

aiMiuationibus  ditlerentialibiis  (2  I)  sive  aeciuatioiiibus 

«_  =0.     «.,  =  0 ",,  =  '-* 

satistit  per  munerinu   2/;/  ae(|iiationuni .    videlicet  per  ?//  aecjuationes.    quiluis  ,r,. 

.1, .r„,  per  reliquas  variabiles  determinantur.  atque   ;/(  aequationes  difteren- 

tiales  »I  =  0.   h.j  =  0 7/,„  ^  U.     Unde    inter  qiiantitates  X^.  X,.  etc.  tales 

lociini  Labere  ilebeiit  relationes,   ut  de  }>  aeciuationum  (21)  numero   2ni  reliquae 
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/>  —  2  m  spoiite  fluant  sive,  ope  2  m  aequationuni  differentialiiiin  u^  =  0.  a.,  ^0,  .... 
,/^,„,  =  0  eliminatis  2  m  differentialibus  dXi,  da\,  ....  f/x,,,,,  reliqiiae  p  —  2m  aequa- 
tiones  difterentiales  »2m+i  =  0,  »2,„_,_..,  =  <*.  ....  "^,  =  0  identicae  evadant.  Se- 
eiindum  observationem  olim  a  me  factaiii  in  Diar.  Crell.  Vol.  IL  pag.  352  (cf.  h. 
Vol.  p.  24)  liae  j) — 2??*  aequationes  post  eain  eliiiiinationem  forniain  induiint 
eanilem    atqiie  propositae  (21),  videlicet  formain  huliisinodi: 

ubi  /a- =  — /j,,.  (lUiae  aequationes  ut  identicae  evadant,  evanescere  debent  et 
ji  —  2  ;/(  (|iiantitate8  f,  et   -^ ^-~ — —  qiiantitates  /J^.     ünde /oc»m  ha- 

here  rlebent  -~ — - — ^ i)     coiiditiones ,    ut   ueqiMtlo    dilfereiituiUs    lineuris 

jirimi  iirdinis  uitcr  p  rarialii/e-'^  (20)  per  m  <C  r^p  aequationes  inteijrari  possit, 
nu'dt'mqttf  sunt  (•(iiiditioncs .  qatlin.'i  efßcitur,  ut  p  aequationes  lineares  (21)  ex 
('(inim  numevd  2 iii  jludiit.  Si  p  =  2»i-i-l,  prodit  una  conditio  iam  a  Cl.  Pfaff 
olini  exliibita.  qiiae.  .si  m=  1.  notam  conditionem  integrabilitatis  siippeditat. 
Si  j)  ^  2)11^2 .  locuni  habere  debent  tres  conditiones,  qiias  pro  //i  =  1  accu- 
ratiiLS  exaniineniiis. 

Sit    igitur   proiiositum    indagare    coiiditiones.    ut    aequatio  differentiaüs  li- 
nearis  inter  quutuor  variabiles 

(35)     X,dx^+X.,dx.^+X.^Jx^-hX_^dr^  =  0 

uuica  aeiiuatione  integrari  possit.  Qua  aequatione  si  expriniitur  una  variabiliuni 
.(■4  per  .)■, ,  x.j,  x.,.  proposita  (o-'i)  identica  lieri  debet,  id  quod  aeipiationes  poscit 
sequentes: 

<3JJ_^  Xj  8x^  Xj  dx^  X^ 

'^■■^^'^    dj-:^  =  ~  x7 '   1?:^  ""  ~  x7 '   ^  "=  ""  "x;  ■ 

Secuuda  et  tertia  earum  aequationuin  suppeditant 

r-'.r  I  c'X^         X.,      r)X,  1  r  ex,         X,      ÖX.,  1 

_      f  ÖX,      X.,    ex,  I        r  ex,      x^.    ex,  ^ 
-  ^-^  r  e..,,  ""  x;  ■  e^ j  -  ^^  {"e^;;      x; '  -3^'] ' 

I  nde,  ponendo  ",j,= -^7-^ -s siinilescpie    ae(|uationes    de    tertia    et    pi-inia. 


4.30 
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0  = 

*     -+-(' 

,X,-h< 

,,Ä;  +  «. 

,,Ä',. 

0  = 

".,x. 

*     -ht 

,",x,+«. 

',x,, 

0  = 

«.mA',+. 

^^■ 

.          -+-fl 

',Ä',, 

0  = 

v.^'.-t-" 

■.^;+' 

...^. 

,    , 

0  = 

('.,.."  .+'/ 

,".,4  +  ' 

'.,«.      . 

de  ])niu;i  et  >cciiii(ia  aequationum  (36)  deducendo,  obtinentur  ti-es  [minae  acqiia- 
tioiiuin  scquentiiim,   quibus  diias  alias  addidi   ex   iis  proveiiientes: 


(37) 


Ad  easdeni  auteni  relatiüiie?«  8eeiiridiiiii  l^ropositionem  jiOiieraK-iii  supi-a  conditaiu 
pervonire  debemus.  si  quaerimus  oonditiones.   ut  quatuor  aequatuinuui  linearium 

X.,c!f  =  n^yU-^  ♦     -]^„^ß,v^-^-a,_^^d;r^. 

X.//t    =    «3  ,  (/.f, -I- W  .  -  (/>.,  ♦         +"3  4 ''•''4^ 

binae  e  duabus  reli(jiiis  fluaiit.  Qiioil  re  vera  fieri,  facile  comprobatin-.  Aequa- 
tionum (37)  quatuor  primae  sunt  notae  conditiones  integrabilitatis  aequationis 
differentialis  linearis  primi  ordinis  inter  tres  variabiles,  ex  eadem  aequatione  (35) 
provenientis ,  si  successh'e  .i\,  .r,.  .r,.  a^  constantes  ponuntur.  Quatuor  illai-uni 
aequationum  ternae  cum  quartam  secum  ducant.  sequitur.  si  frcs  (icqua/ioiics 

X.jLv,  +  X^^,/,-^-^X^,h-^  =  0. 

X^dr^-hX.^cU^-hX^dx^  =  0, 

A'^r/.rj  +  X./Z.r,+X^r/.r^  ==  0, 

huhitis  respective  a,",,  x.2,  .r.j  jn-o  Co)istantihi.s,  concUtioni  infefjn'hi/ifdtis  safisfacianf, 
haiic  quoque  aequationem 

X^d.K^-^-XJ.r.,  +  X.d.r.^  =  0. 

si  in  ea  x^  pri)  Co)is/ai)/e  haheatur,  conditioni  infcrirahilitdtis  safis/achiram  esse, 
nee  11011  aequafioi/ciii  Ä\(Li\-h X^dx-^-h X^dx-^-h X^dx^  =  iK  in  (/xc  omnes  quuhior 
quantitates  x^,  .r,,  x.^.  x^  rariahiles  sunt,  wiica  aequatione  integrari  posse.  Ut 
ipsa  absolvatur  integratio,  opus  erit  integratione  completa  trium  aequationum 
difi'erentialium  primi  ordinis  inter  duas  variabiles,  id  quod  simili  ratione  demon- 
stratur  atque  in  tractatibus  Calculi  Integralis  probatur,  ad  integTandam  aequa- 
tionem difFerentialem  linearem  primi  ordinis  inter  tres  variabiles,  conditioni  inte- 
grabilitatis satisfacientem,  requiri  integrationem  completam  duarum  aequationum 
differentialium   primi  ordinis  inter  duas  variabiles.      Quae   res    in   tractatibus  ita 
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propoiii  solet,  ut  alteram  ne  condere  quidem  liceat  aequationem  difFerentialem, 
iiisi  iam  antea  altera  complete  integrata  habeatur.  At  observo,  si  aequatio  diffe- 
rentialis  inter  tres  variabiles  x, ,  o;,,  x^,  conditioni  integvabilitatis  satisfaciens.  est 
Xldx^-^-Xodx2-\-X■^(/x.^  ==  0,  pvo  duabus  aequationibus  inter  diias  variabiles  iiite- 
grandis  sumi  posse  has,  quae  separatim  tractari  possint: 

X^(h-^-hX.,d.r.,  =  0,      X;'(^  +  ^,"(:k,  =  0, 

(piae  e  proposita  proveniunt,  prima  habende  x^  pro  Constante,  secimda  ponendo 
.(•,  =  0.  Scilieet  post  integrationem  secundae  in  locum  ipsius  x^_  substituenda 
est  ea  quantitatum  .!,.  x.,,  .r^  fanctio,  quae  per  integrationem  primae  aequi- 
paratiir  valori  varial)i]is  .r,,  qiii  ipsi  ;i',  =  0  respondet.  Similiter,  si  proponitiir 
iutegrare  aequationem   inter  quatuor  variabiles: 

conditionibiis  (37)  locum  babentiltus.  pro  tribus  aequationibus  inter  duas  va- 
riabiles. (juae  inteiirandae  sunt,  sumi  possunt  sequentes  separatim  tractandae: 

X^  ,7.r,  -I-  Xjh:,  =  0,     X:,d.v.,-\-Xld.v.^  =  0,     X*(^  +  X;"<A/-,  =  0, 

in  quibns  designant  A.1'  et  X?  valores,  in  quos  X^  et  A".j  abeunt  pro  x^  =  0. 
porro  A",""  et  A™  valores,  in  quos  A'3  et  A'^  pro  .fj  =  .r,  =  0  abeunt;  deinde  in 
prima  aequatione  x■^  et  .I4,  in  secunda  x^  pro  Constantibus  habendae  sunt.  Inte- 
grata tertia  aequatione,  ipsi  x^  ea  substituenda  est  quantitatum  X2,  x.^,  x^  functio. 
quae  per  integrationem  secundae  aequat  variabilis  x^  'valorem  ipsi  x.^  =  0  re- 
spondentera;  ac  deinde  ipsi  x„  ea  quantitatum  x^,  X2,  x^,  «4  functio  substituenda 
est,  quae  per  aequationis  primae  integrationem  aequat  variabilis  x.^  valorem  ipsi 
,r,  =  0  respondentem. 

Propositis  j)  aequationibus  differentialibus  vulgaribus  inter  p-hl  varia- 
biles quibuscunque,  aequationes  iii  inter  ipsas  variabiles  sunt  integrales  j)roj)0- 
sitarum.  si  effieiunt.  ut  harum  numerus  //(  e  reliquis  p  —  m  fluat:  porro  talc 
constituunt  aequationum  integralium  systema,  e  quo  per  diffei'entiationem  aequa- 
tionumque  ditl'erentialium  substitutionem  aliae  novae  non  obtineantur,  si  earum 
adiumento  non  plures  (|uam  m  aequationes  diflPerentiales  e  reliquis  fluunt.  Ante- 
cedentibus  \  idiuius.  ]:>er  /;/  aecjuationes,  quibus  integretiu*  aequatio  differentialis 
vulgaris  linearis  intei-  ji  variabiles  (20),  fieri  ut  e  p  a(^(iuationum  diiferentialium 
vulgarium  (21)  nuniero  -m  reliquae  p  —  m  sponte  Huant.  rnde  si  p  —  ni  =  vi 
yive  p  ==  2m,  qui  est  casus  problematis  Pfaffiani,  sequitur.  quascitiupie  m  aequa- 
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tioiies.  (luilnis  intc-gretur  aoquatio  differentialif;  liin-aris  priiiii  onlinij;  iiiter  '2m 
varial.iles 

0  =  A'//j-,  +  X./fe.,H i-A'.,„  </.<•.,__,. 

liahi'ri  posse  i>ro  iutctiralilnis  ^vsteiiiatis  2//;  ae(|uationiiiii  (litlViviitialiiini  viilpii-iimi 

X,</f  =   r,^y/.r^^a^jl.t:^-^ h  ",,,„'/.'■„„, 

ex  iisqin^  per  diiTerentiatioiiein  novas  deduci  non  posse  aL'<|iiatu)iies  iiiteiiraJcs. 
Si  nt<C^p  atque  aequatio  (20)  inteo-rari  potest  ?»  aLMiiiatioulliiis.  vid'muis  p 
ae(|uatiomim  (21)  tantum  2m  a  se  independentes  esse,  ivliqiias  ji  —  2?/(  ex  iis 
sponte  fluere:  unde  ex  arl)itnü  iis  addere  licet  p  —  2??i  aequatioiies  differentiales. 
ut  habeatur  systema  p  aequatioiuiiu  diiferentialium  inter  p-f-1  variabiles.  En 
casu  aequatioiies  m,  quibus  aequatio  (20)  integrari  suppoiiitur.  rursus  hal)ei-i 
possunt  pro  aequationibus  eius  systeiiiatis  integralibus.  quaeeumpie  sint  j)  —  '2iii 
aequationes  differentiales  ipsis  (21)  ex  arbitrio  adieetae.  cum  illae  m  aequatioues 
efficiant.    quod   e    (32)    sequebatur.    ut    >/*  aequationes    differentiales    ?/„,_^,  =  0. 

?/„^^.,  =  0 «2m  ^  0  ex  aliis  systeuiatis  aeiiuationil)Us  ditterentialibus   »,  =  0. 

ii.j  =  0.   .  .  .,   »,„  =  0  obtineantur. 

Designantibus  Ai.  A.,,  etc.  quaseunque    varial)iliiun   .c,,  .i:,,   ....  :v^   t'unc- 
tiones.  quoties  aequationum  differentialiuni 

<I.i:^  :<b:,:...:-lr^^  =   J,  :  .1,,:  ...  :  .1^, 

dautur  aequationes  integrales  ?;(.  (piarum  differentiatione  aliae  novae  non  prodeunt, 
earumque    ope    exprimüntur    x,.   .i.>.    ....   .i„,    ut     functiones    variabilium    .r,,,^.,, 

.7„,_^o r,.   eas  functiones  satisfacere  constat  systeniati  aequationum  differen- 

tialimn   jiartialiuni   linearium  prinii  ordinis  seijuenti: 


(38) 


8.1- 
p 

Qua  de  re  pluribus  egi  in  alia  Commentatione  Dicr.  Crell.  Vo/.  XXIII.  inserta  (cf.  li. 
Vol.  p.  230  sqq.).  Systema  (38)  ita  est  comparatmu.  ut  in  quaque  aequationeeiusdeni 
functionis  reperiantur  differentialia  partialia  seciuidiun  diversas  variabiles  indepen- 
dentes sumta,  atque  diffei'entialia  partialia  diversaruni  functionuin  seeundum  eandeni 


-^1 

=  '1,„_, 

-■  ar,,_^, 

-+^'1„.+. 

ä«,„,, 

-+• 

■+4.-a^. 

A, 

=  A^^^^ 

+  ^„.+-.. 

dx., 

--!-• 

-^^' 

ö-,„+-.- 

A 

=  A 

^^... 

-^A    ... 

ö.i-„_ 

--I— 

Od- 

■^A    .  '"  • 
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variabilem  in(le[)ei)(lentein  in  diversis  aequationibus  sumta  eodeni  afficiantur  Coef- 
ficiente.    Eiusinoili  systematls  lux-,  a  ciiiiis  solutione  problema  Pfaffianiim  pendet, 

(39)  «„,^.=0.  <\„_,  =  0.  .  .  .,  ..,„,  =  0 
<|iiüdaimnodü  inversiini  est,  sicuti  e  functionis  ?•,  expressione  (24)  patet;  quippe 
in  quaqiie  liiiius  systematis  aequatione  diversanim  fiinctionum  differentialia  re- 
prehenduntni-  secundum  eandem  variabilem  sumta.  atqiie  eiusdem  functionis  diffe- 
rentialia, secundum  diversas  variabiles  independentes  in  diversis  aequationibus 
sumta,  eodem  afficiantur  Coefficiente.  Secundum  antecedentia  e  systemate  (39) 
sequitur  aliud  eius  inversum  formae  systematis  (38).  Nam  ubi  aequationes  (2) 
ad  formam  aequationum  (9)  revocamus,  sequitur  ex  antecedentibus,  m  aequationes, 
quae  systemati  (39)  satisfaciant  sive  quibus  (1)  integretur,  ipsarum  (9)  fieri  aequa- 
tiones integrales,  quarum  difFerentiatione-  aliae  novae  non  prodeant,  ideoque 
easdem  systemati  aequationum  (38)  satisfacere.     Unde  haec  obtinetur  Propositio. 


Propositiü. 
„E  syxteiiiate  aequationum  difl'i'reiifiaiinm  parttalunn   liiwarinm  pnmi  arduDs 
h}('a(.^iri(i(li 


(Bi)*) 


'   dx 


dx 


dx., 


—  A' . 


X, 


dx 


-     dx„^^^  '"     äx^ 

hoc  s'-qaifar  alterani  foinnae  qiiodaminodo  iiirersae 

ex  dx,  dx, 


dx. 

,  1       '^-^      , 

dx. 

'"+-  d^,..+. 

dX,       dx 

dx 
1/1              '"        1 

dx 

*■                             1             •                            .            T^ 

ubi,  posito  a,.j..  ^=  -^— * 3-7—  »c  dcsüjaante  R  agc/rer/afiim,  c  l .  3  . . .  (2  m  —  1) 

tern 1 1.1 1  in  lia iusm odi. 
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ratione  siipra  di'scripta  conjld/iun,  jif 

dR     ^_^   dR  dR 

omisso   /i'nniiio   in   X^  dvcto.- 
lliiiiis  inenioraliilis  Propositioiiis  si  deinonstrationein  ciipis  ab  aei[uati()niini  diff'e- 
reiitialium  viilüariuin  consideratione  independeiiteni.  rem  sie  adoniare  licet. 
Sit  rursiis 

dx,  gU'  dx 

'  1  dx.  -   o^:.  "'  öx.  • 


ae 

desi^iKintil)iis 

U"= 

iititates  indefiiiilas,  ponatur 

dx^              e.i-. 

Öo-v, 

^  -^*       8x     .   •^"'+'        f..   ...  ^'"+2     - 

8x.  y-^ 

■^^-m-m:'- 


Eodein     modo,     atque    (32)    probavimiis,     demonstratnr.     quaeeunque     sint    .r, . 
.r.,.   ....  ■(,„  reliquarum  variabilinm  .^'„,^_,,  .''„,+2,   .....  x.^,,,  functiones.  fieri 
dx  dx.-,  c'x 

-^  71.  +  -7^  M.,H h  -;=; U    +  ? 

cU-.        '  O.K.        -  CX. 

Partes  ad  dextram  signi  aequalitatis  evaneseunt.  ubi  pro  ,r, ,  ,j'^,,  ....  ,r,„  su- 
muntiir  functiones  satisfacientes  in  aequationibiis  r,  =  0,  qiiae  snnt  ipsae  func- 
tiones in  theoremate  tradito  propositae,  quas  a  se  independentes  esse  snli- 
intelligo.     Hinc  si  qiiantitatum  u,.  expressiones  substitunntur  atqne  statuitur 

dx  Ox^  dx 

sequitur.  per  )ii  aequationes  r,  =  U  obtineri  in  sequentes: 

•     C40)  [''  =  l^r^+l^^^+--^t^«+^. 

Siqjponamtis,   qiiantitatum  indetinitarum  y.  //,.  etc.  functiones  lineares  L\.  LL 

U.2,„  a  se  independentes  esse,  sive  quantitatem.  supra  ]jer  li  designatam. 
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iieque  per  se  neqiie  siibstittientk»  t'anctionum  .C;  valores  evaneseere.  Quac  se- 
ciindiiin  supra  tradita  est  eonditio.   ut  aeipiatio 

iion  pauciui'ibus  quam  m  aequationibus  integrari  possit.  Eo  casii  etiam  m  t'iiiic- 
tiones  ipsaniiii   J',,    Y.,.  ....    J',„  lineares,  quas  per  IJ,  desio-nabo. 

/.,,  1;  +  L,};h hL,„.F„  =  R 

a  se  indepeiideiites  eriint.  sive  noii  dabuiitur  tactores  ab  ipsis  i/^  independentes 
^1.  ^i..j.   etc-..  qul  ef'ficiant 

Nam  si  eitismodi  dantiir  tactores,  seciindiini  (40)  aut  .Ti.  a:,,  .  .  .,  ,r,.  non  a  se 
independentes  sunt  aut  datur  aequatio  inter  functiones  lineares  U^.  Uo,  .  .  .,  U.,,„, 
(juod  ütrunique  contra  suppositionem  est.    Functiones  auteni  a  se  independentes 

//,„+,,  II,„+j ^h,n    oniiies    simul    evaneseere    non    possunt,     nisi    siniul    eva- 

uescinit  omnes  }\.  ¥..  ....  J'„.     lani  igitur  cum  pro  ipsarum  ^.  v/,.  etc.   valorilius 

omnes  simul  evanescant  Ui.  U.,,  ....  U^,„,  siquidem  quantitatum  A^,  R  va- 
lores  sunt  ipsi  in  Propositione  tradita  assignati,  ideoque  omnes  secundum  (40) 
evanescant  //,,  [;ro  valoribus  illis  omnes  quoqtie  1",,  J^, .  ....  J'„  evaneseere 
debent,  sive  pro  ipsius  /;  valoribus   1,   2,   ....   in  fieri  debet 

6.C,  dx,  dx, 


''         ^■«,„+,       ""*"'        9.r„,_^._,       "'+2  a^^„^ 

quae  est  Propositio  denionstrunda. 

Propositionis    antecedentis    pro    casu     siuiplicissimo    m  =  2    hoc    addani 

exeniplum: 

,.,  .  .  öX„         dX. 

_Ll)i   semper    iionitur  (t.^^=^. — ;r— '^.   ex  aequationibus 

'         '  '  d^'j  5.i;^    ■  ' 

dx,  dw„ 

-X,  =  x^^+x,^, 

dx,  6x,, 

-X,  =  X,  V'+^- -.— 
*  '   dx^  -    6x^ 

Hiumt  sequeutes: 
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<',,X.,  +  a^.,X.^  +  a.,,X^ 

Si  y)>-2/H  atque  vai-iabilium  independentiuni  .i„,+, .  .i',„+o.   ....  .r^,  functiones  .r,, 

.r, .i'„,  ita  determinari  possunt.   ut  p — //;  aequationibus    v- ^  0   satisfaciant. 

liabentur  complura  systemata  aeqiiationum  diiierentialiiim  partialiuin.  ad  instar 
ao(iuationuin  (38)  foiinata.     Videlicet  e   luiniero   w  aequationuiii 

,-^  _^  ^^j  =  0,     '-■^,_,„+.,  =  0.     .  .  . ,     v^^  =  0 

per  Proposition  ein  autecedentem  deducere  lit-et  alterinn  ;/(  aequationuui  ditie- 
rentialium  partialium  systema  (38).  eaque  ratione  aliud  aliudque  systema  (38) 
obtinebitar,  prent  aliae  jj  —  2  m  e  p  —  m  varial)ilibns  independentibus  Constantiuni 
loco  liabentur. 

Ponamus  iani,   esse  .r, .  .r.j.   ....  ,r,„   variabiliuui  •z,„_^.l.  .r„,+2)   •■■;  •''^p  func- 
tiones iiirnlrcntea  Consta ii fem  ai-hlfrartiiyti  a.  sitciue 


porro 


(41)  »■  =  x,-,;;;^+x,4f 


dx,  d,v.,  dx 

X,  -^  +X.,  ^^H hX  ,  -^  +X, 

'    dx.  -    dx.  '"   dx.  ' 

ßX,  rJX.,  dX 

X.dt—dX.-h—-^dx^^^^^dx.,-\ h-^r^'/.« 

''  *■        cx^         '         oxg.         -  dx^ 

dX.  dX,       dx, 

X,dt—dX.-h  Z  -^^-^  dx.  -hZ  ~^^  ■  -^  dx. . 
*  ^  ox.  '        ,.     ex.         dx.        ' 


(,)nae  nbi  substituuntur  in  fornuila 


{  '-'  dX,+  ''^^  ./X.+. 
l  ca         '        c>« 

da           ' 

d  f                      r  /• 

x,f/  ;■'  -+-x„(/  r-  +• 

'      da           -      ca 

.  +  X   d^ 
'"      da 

ZX°  '"'■     dx., 

.\KQUATIOXr.\I  DIFFERENTIAI.lUil  Vl'I.GARIUM  APPLICANDI.  437 

olitiiietiir 

r)x  ox.,  dx 

dir  —  W(U+  -^  M.  +  -^-^  lt.,  H 1-  -„-^  M_,, 

aa       '        ou      -  cht       '" 


(42) 


r/  dX.  \  u  dX,  \  dx,  d\v,    11 


siquidem  uncis  diflFerentialia  partialia  includendo  inuuitui'.  ante  differentiationes 
snbstltiitos  esse  functionum  .r,,  .r.,.  ...,  .r„,  valores.     Si  >n  aequationibus,  quibus 

.)■, .  .v.J. )■„,   deteriiiinantur.  integratur  aeqiiatio 

0  =  X^dx^-j-X,dx.,-i hX///', 

locum  habere  debent  p  —  */(  ae({iiationes  c,  =;  0 .  uude  aequationis  (42)  dextra 
pars  evanescit  sive  fit 

d.e  dx.-,  d.v 

(43)     dw  —  ir(h-\-  ~^u.  +  ^^u.,-\ h    ,-,-'"  11     =  0. 

^     ^  da       ^        da      -  da 

Si  p^2m,    vidiuuis   siipra.    »*  aequationibus    illis  tieri.    ut   de   ;/<  aequationibiis 

differentialil)üs   ;?,,=  0  rtiiant  p — //i  reliqiiae   ?/,  =  (),   ita   ut   m  aeqaationes  illae 

sint  aequationes  Integrales  systeinatis  aequationum  differentialium  u^  =  0.  quarnni 

/)  —  2m  e  reliqais  fliiunt.    Fonnula  (43)  docet,  si  insuper  inter  variabiles  t,  .r „,_(., . 

.(',„+0,   ....  ,r,,  statiiatur  aequatio  tv  =  ße'  sive 

dx,  dx,  dx 

(44)     X.  ->-^  -^X.,  -^-^  H hX    -„-^   =  ße', 

^     '         '    do.  -    da  '"    du  ^ 

designante  /)' Coiistantem  arbitrariani ,  ipsas  jx  aequationes  differentiales  »^^  =:  0 
in  earuni  m  —  l  redire,  ideoque  (44)  esse  novam  eiusdem  systeniatis  »,.  ^  0 
aequationeni  integralem.     Si  m  aequationes,  quibus  aequatio 

Xplx^-^XJx.,^ hX//.'.-^  =  ü 

integratur.  plures  involvunt  Constantes  arbitrarias,  per  (44)  totidem  obtinentur 
systeuiatis  i\,^  =  0  aequationes  integrales,  quas  diversae  ingrediuntur  Constantes 
arbitrariae  />',  et  e  quarum  binis  per  solam  divisioneni  eliminatur  t.  Quae 
nianent  aequationes  integrales,  (piaecunque  p — 2»;  aequationes  differentiales 
adiiciantur  systemati  Uf,  =  0,  quippe  quod  tantum  2m  aequationum  difFerentialium 
vices  gerit.  Übi  Constantes  arbitrariae  sunt  numero  ■»(,  habetur  pi-oblematis 
Pt'affiani  solutio  completa,  simulque  m  aequationes  (44)  iimctac  m  aequatio- 
uibus,  (piibus  aequatio  (20)  integratur,  suppeditant  systematis  aequationum  difie- 
reutialiuni  (21)  integrationem  eompletani. 
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Si  ji^=-2iii,  aequationes  Constantem  arbitramiu  «  iiivolventes.  (iiiilni-; 
ai'(|iiatio 

X,  ,L-^  4-  X.^  di:^  4 h  X,,,_  </.<,„,  =  0 

iiiteüTatur  i't  (luilms  (letci-miiialiantur  t'iiiictioiie.s  ,i-, .  x.j.  ....  .r„,,  sunt  aequa- 
tiones iiik'iiTales  ssy.-teinatis  aeiiiiatiuiiuni  (litferentialiuiu  (2).  sive  rcsolntiniic 
uaniin  ])roveniiMitium  (4): 

'/.',  :'^'-,  :...:'/•',„,   =   - 1,  : -I.  :  . ..  :  v^,,,. 
(,)iianiiu   MiiltiplicatoiTiii.   dorent   loriuulae  (lo)  et  (44).    per  illas   ///  aequationes 
inteorales   imluere   xaloreni 

f       d,i-  du:,  d.r    1-'" 

l      1    O«  -    r«  '"    f«     J 

Si    A',„,  ^  — l    at([ue    onmes   A', .    A\, A\,,„_,    vai-iabili    .r.,„    vacant.    vidinius 

supra  Multiplieatoreni  Constanti  aeciuari.  Ac  reapse  eo  casii  evaneseente  df. 
e  (44)  eruitui- 

A'  -^  -1-  A,  ^  H h  A,,_  ~--'    =  ,i, 

1  r'a  -    au  '"  i:a 

(|uae  ipsaruni  (4)  ae(piatio  integralis  est.  Quae  pro  //i  =  2  euni  foruiula  (11) 
eonvenit.   ([uani   supra  alia  via  erui. 

Metlioduni  ad  solvendum  probleuia  P  f a  t't'i  a  n  u  ni  ab  ipso  autore  adhl- 
bitam.  data  occasione  observo,  per  plures  et  altiores  procedere  integrationes  quam 
inethodus  vera  et  genuina  poscat.  Quam  novam  methodum  exemplo  simplici- 
ex|>lieal)o.      Ad  acquationem  difFerentialem 

A,</.;-,  +  X._,(/./;._,-l-A.,f/.(;.,-HA,</.;-,  =  0 

per  duas  ae([Uationes  integrandam  poscit  Pfat'fiana  methodns  integrationem 
completam  systematis  triiun  ae(|uationinn  ditt'erentialium  primi  ordinis  inter 
(piatiior  variabiles  ac  deinde  unius  aequationis  differentialis  primi  ordinis  inter 
duas  variabiles.  lllius  igitur  systematis  Integrali  ano  invento.  secundmu  illani 
metlioduni  restat  iutegratio  completa  duarum  aequationum  differentialium  primi 
ordinis  inter  tn-s  variabiles  sive  unius  aequationis  differentialis  secundi  ordinis 
inter  duas  vai-iabik>  ac  ileinde  aecjnationis  differentialis  primi  ordinis  inter  duas 
variabiles.  At  observo.  si  Integrali  illo  invento  exprimatur  .x\  ])er  .r,.  .r,,  .(:;. 
aequationem  diflerentialem  jiropositam  abire  in  aliam  linearem  primi  ordinis  inter 
tres    variabiles.    conditioni     intecrabilitatis     satisf\icientem :     cuius    inteürationcm 
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vidimus  absolvi  posse  per  integrationes  separatas  diiariuii  aequationuiu  differen- 
tialiiim  priini  ordinis  inter  duas  variabiles.  Unde  loco  aequationis  differen- 
tialis  secundi  ordinis  tantum  integrandae  sunt  duae  aequationes  difFerentiales  se- 
paratae  primi  ordinis,  qiiae  est  reductio  maxime  insignis:  integrationi  aiitem 
aequationis  differentialis  primi  ordinis  postremo  pracstandae  oTnnino  supersedetur. 
Tractatio  hiiiiis  rei  gravissiniae  conipleta  ae  genei-aüs  alii  Couiinentatioui  i'eser- 
vanda  est. 


§.22. 

Novum  Priücipium  generale  Mcchaiiicum,  quod  e  Principio  ultiiiii  ^lultiplicatiiris  lluif. 

Sint  .(■,,   (/,,  Zi  Coordinatae    orthogonales    puneti   niassa   m,    praediti:    sint 
:-es   massam    ni,    secundinn    directiones  Coordinatarum    sollieitantes   A',    }■.  Z.,. 


Ubi    systema   /*  piinctorum    materialium    /»,.   m...   .  .  . 

inter  tempus  (  atque  Coordinatas  pimctorinn  lia])entu 
tiales  secundi  ordinis 


pi'oi-sus    liberum    est. 
'   aequationes  ditferen- 


(1) 


z. 


Vires    X.„   Y„ 
iiatarum  .r,,  y-. 


suppositione    maxime    generali    erunt    functiones    8/;  Coordi- 
,  temporis  t  at((ue  differentialium   pi-imorum   Coordinatarum 


<]uae  sunt  punctorum  veloeitates  in  Coordinatarum  directiones  proiectae.  Se- 
cundum  (5)  §.  14  systematis  ae(|uationum  differentialium  dynamicarum  (1)  Multi- 
Ijücator  detinitur  ibrmula 

d\mM  1    f  dX.  dY.        dZ.\ 

(2)    — l-~-\-:s^^\  ^^  +  -^,-  +  -.,^    =  0. 

<ll  m.  \  öx'.  öl/.  dz'.  J 

iudice   /  valente  ;ul   omnia   puncta  materialia  systematis. 

Quoties  vires  sollieitantes  a  solis  massarum  positionibus  in  spatio  pendent 
sive  praetei-ea  etiam  a  tempore  f,  (]uantitates  X^,  1",  Z,.  ipsa  .i/,  //,',  -/  onmino 
non   invoK'uiit.   ideo((ue  evanescente  expressione 
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1     /   riX  dY. 

m.   \  ax.  cy.  oz.    J 

statuere   licet 

.1/=  l. 

fliiu-  seciinduiu   priiicipimii   iiltiuii  Multi[)liratoris  s(M|uitui'.   rii  systt-ina   pmictoiMim 

iiiaterialiiiiii   lilienim  sit   atniU'   vires   mobilia   itropi-lleiitcs  al)   eoruiu   velocitatihiis 

non  peruleaiit.   ultiiiiaiii  iiitefii-atioiK-iu.   \el  si  viivs  etiain  a  tein])ori'   noii  explicite 

pcudeant.    diKis  ulfimas  iiiteyrüdoiic.^;    revocari  posse   ad  Quadratnras.      Videlicet 

posteriore    casu    constut   tempiis   /   prorsus    separari   posse   et    post   alias    onines 

integrationes  transactas  per  Quadratiiram  inveniri. 

Idem    iam    demonstrabo    pro    casu   generali,    (pio   systema   n  j)unctoriiiu 

niaterialiiun  non  est  liberum,   sed  certis   obnoxiuni   est   conditionibus,   cjuae  ex- 

primantur  jjer  aequationes  inter  Coordinatas  .r,,  y/,.   :,  locnun   liabentes 

(3)     n  =  0.     r/,  =0.     etc. 

Aequationes    differentiales    dynaniicas    pro  motu   sie    iinpedito  praeeepit   111.   La- 
grange  liaberi  sequentes: 


(4) 


1   f           ö// 

d'lJ, 

dt'- 

m.   l    '            vy. 

c/y, 

d% 
~dt^'^ 

-  '^+'- '"+'■. 

6n^ 

otc.j 


tactoribus  /.,  /,.  etc.  determinatis  per  aequationes  lineares,  quae  obtinentur  sub- 
stituendo  aequationes  differentiales  (4)  in  aequationibus  conditionalibus  bis  diffe- 
rentiatis 

d-n  d-n, 

,ir^    =•'■      llt^- 
Ad  eas  aequationes   lineares  t'orniandas  pono 


0. 


(J^) 


i:\< 


f\  =  ^\- 


dt 


\<^ 


,  ^" 

+y: 

f^.!// 

dt 

eri, 

.1^ 

dz, 


~"-~l 
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fit 


d-n 

dt- 


d-n^ 
dt- 


an 

da-. 

d'.r.  an 
dt'  ^  %, 

d'y.       an 

dt'            dz. 

d'z 

dt' 

r:/7j 

dS          Ö/7, 

dt'        a,,, 

d'y,      an^ 

dt'      '     dz, 

d-z, 

dt' 

u.- 


übi  in  bis  aeqiiationibus  sabstitLiiintur  tormulae  (4)  atque  pouitur 


m.    [   d.r.        '         dy.        •          ös.        ')  ' 

(ö) 

'             ^           »/(,.      öjv         '        dy,        '        dz,        '}  ' 

etc.                            etc., 

rro 

(T)    («W?)  =  (P 

„s            V     1     f   ^^«         ^^..      ,       ^^a         Sil,       ,       Öi7„          dn,  ^ 

aequationes,  quibus  /,  >?i.  etc.  (letenninantiir,  evadunt  se([uente.s: 
1  0  =   V  -+-(0, 0)/l-t-(0,  l)/j-f-  etc.. 
(8)       0=   r,  +  (1.0)/  +  (l,l)/,4-etc., 
I  etc.  etc. 

His  de  factoriuii  /,  /j.  etc.  valoi-ibiis  praeniissis,  aequationum  Lagrangianaruin 
(4)  investigabo  Multiplicatorem. 

Ac  priuium  observo,  seciindiun  ea.  quae  de  viribus  sollicitantibus  statuta 
sunt,  in  dextris  partibns  aequationum  (4)  soIos  factores  ^,  .^,,  etc.  implicare  difFe- 
rentialia  prima  xl,  y',  zl.      Unde  e  (5)  §.  14  Multiplicator  M  definietur  formula 

dl       an     ai       an 

ax'.  ay,        ay'.  dz, 

öAj         5n,      aAj  ÖJ7, 

d.f!         dy,         dy',  dz, 
etc.. 


dlogM 
dt 

■m,   [   dx, 

V     1      1    S^' 

+-    .,    1  dx, 

+               etc. 

quam,  posito 

dl  \ 


(9) 


./.,  .  =  ^^-■ 


dn^ 

dx. 


dl,, 


dn,^     öAj 

"öl        Ö^" 
56 
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(10)    dhgM  :=  —l /„„+,/,  j  +etc.! *. 
Ad  quaiititates  ./„„.  ./,,.  etc.   deterniinandas.  aequationes  (8) 

0  =    F.-h(ß,0)l-i-(ß,l)?.^+  oti'., 

qiiariiin  Cocfricientes  (ß,  U),  (ß,  1).  etc.  solariim  a',,  //,,  J;  fiinctiones  sunt,  se- 
ciinduin  omnes  quantitates  .r,',  y-,  z[  difFerentientiu-,  aetiiiationesque  difFereii- 
tiatiüiiibiis  provenientes  respective  per  quantitates 

1       5/7,^  1       5/1,  1       £1/7, 

m.      6,v.     '       m.      dy.     '       m.       dz. 

inultiplicatae  consummentur:  prodit 

(11)    0  =  u,,.+(ß.  0).4,^  +  (^.  1).4,+  etc., 
siquidem  statuitiir 

1  f  £n,^    e  V.      en^    8  v.      en^    d  r,  ^ 

"■■■'         ~   m.  [  d.K.        c\v'.  8t/.        8ij'.  dz.         dz'.     J 

Cum  secunduni  (ß)  habeatur 


8U^ 


8V, 


äV. 


8ü\ 


8a-'.             c.r'.     '        dl/'.             ci/'.  '        dz'.             dz'.      ' 
(juantitates  »„  ^  sie  repraesentare  licet: 

_  ^  1  fö/T^    du,      dn^  du,      dn^    dU, 

"■•'         ~   vr  \  d.v.        d,v'.           dy.  dy'.           dz.         dz'. 

At  e  (.'))  obtinetur,   evokuione  difl'ei-entialiuui  r/ -.-—   etc.  facta, 


(12) 


quibus  valoribus  substitutiv  fit 


m. 


dU^ 
dU, 


dn, 

8y, 
dt 

dn. 


dz. 
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ö/Tj  6J7j  öHj 

1  f  an     '^~8^      en     '^^~8t~      an     "^"d^  \ 

Cuius  iu'(|iiati()nis  benelicio  obtinentur  (juantitatum  (cc,  ß)  per  formulam  (7)  de- 
tinitarimi  diftere-ntialia 

lu  aequatione  (11)  indici  ß  valore.s  0.  1.  2.  etc.  trihiiendo  obtinentur  ae(|ua- 
tiones  lineares,  quibus  quantitas  -4,«  determinatur.  At  qiiantitatum  omniuni  sie 
inventarum  ./„  „  aggregatum  docui  per  tbrnuilam  syuibolicam  concinnam  exhi- 
beri  posse,  quaecunque  sint  quantitates  ?(„  }.  Voeetur  enini  R  earum  aequa- 
tionum  lineariam  Determinans  sive  sit 

2'±(00)(11)(22)...  =  n, 
atque  statuatur 

|{m„  -+«,  J<//  =  J(«, ,:;)  =  äiß,  a): 

^equltiir  i)er  ratioeinia  similia  atque  §.  16  adliibui: 

—  !./,„+. /,_i  +  etc.lf/c  =  ^logfi. 
Unde  cum  secLuidum  (14)  sit 

d{u,  ß)  =  (Iftt,  ß)     ideoque     ()log7?  =  dlo^R, 
eruitur  e  (lU) 

—  !.4„+-/,^,H-etc.!(yi'  =-■  (HogM  =  dlogR, 
id   (piod  suppeditat 

(15)     M=R  =  I±:  (00)(  1 1)(22) . . . 
qui  est  Multiplicatoris  quaesiti  valor. 

Operae  pretiura  est  adnotare,  aequationeui  inventam  ü/^ /?  non  tantum 
ad  casum  valere,  quo  functiones  X^,  Y^,  Z^,  vii'ibus  sollicitantibus  aequales, 
tempus  t  explicite  continent,  sed  ad  hunc  quoque  casum,  quo  tempus  t  ipsas 
explicite  afficit  aequationes  conditionales  TI  ^  0,  IIi  =  0,  etc.  Eo  casu  aequa- 
tiones  dynamicae  Lagrangianae  (4)  eandem  servant  tbrmam,  sed  factoribus 
2,  2.,.  etc.  alii  competunt  valores;  quippe  quantitatibus  U,  U^,  etc.  ideoque  etiam 
quantitatibus  F,  T, ,  etc.,  quae  aetjuationum  linearium  (8),  quibus  factores  ?., 
Ai,  etc.  determinantur.  terminos  constantes  constituunt,  respective  addendi  sunt 
termini 
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,  sn  ,  on, 


dt       '  dt 

At  patet,  inde  non  mutari  aequationes  (12);  uncle  aequationes  quoque  (13)  et 
(14)  imimitatae  manebunt  ideoque  forimila  pro  aggregato  Jo,a-i-^i,i-^  ^^C-  Jn- 
venta  ideoque  etiam  ipsius  Multiplicatoris  valor  R. 

Si  vires  sollicitantes  Xi,  Y^,  Z;  solarum  fiinctiones  sunt  Coordinataruiii 
.T,,  i/i,  z„  atque  inter  has  solas  dantur  aequationes  conditionales  J7  =  0. 
J7,  =  0,  etc.,  valor  J/=  R  inventus  secundum  principium  ultimi  Multiplicatoris 
hoc  suppeditat  theorema: 

Novum  Principium  Generale  Mechanicum. 
-PropoHdtur  motus  systematis  n pundorum  materialiiim,  quae  in  datis  super- 
ficiebus  vel  curvis  mit  dato  qiiocunque  modo  inter  se  connexa  manere  debent,  ita 
ut  inter  Coordinatas  eorum  locnm  habeant  k  aequationes  conditionales;  porro  vires 
sollicitantes  et  macjnitudine  et  directione  solis  punctorum  positionibus  datae  sinf: 
semper  duas  nltimas  intecjrationes  ahsolcere  licet  Quadraturis.  Sint  enim 
pnnctorum  viassae  ///,,   ///.,   ....   nif,: 

massae  vii  Coordinatae  orihof/onalcs  .r,,  y,,   -,,  earumqiie  differentiaUa  prima 
dx.  ,  (/;/.  ,  dz. 

^'  ""  "rfT '  •^'  ^  'iiT '  ^''  ^  "iir ' 

sint  aequationes  conditionales  11=  i).  11^  =  0,  .  .  .,  77;._,  =  0  H  dijferentia- 
lione  prima  ex  üs  prorenienfes  TV  =  0,   Tl[  =  0,   ....  /Z^L,  =  0,   uhi 

inter  Qn  quantitatcs  .r,.,  i/,,  z,,  .x',',  yl,  z\  praeter  2k  aequationes  TL,,  =  U,  Hl  =  0. 
inventa   sint  6?t—  2/.  —  2  =  u    Integralia  F^^  u^,    F^^=  a.,,  .  .  .,  F^^  a^,   de- 

signantibus  a, .  a.^ «,,  Cnnstantes  arbitrarias;  restabit  integratio  unius  aequa- 

tionis  differentiaUs  prinii  ordinis  inter  duas  quantitates  n  et  v 

v' du — u' dv  =  0, 
ubi  u.  et  V  esse  possant  ipsanun  x^,  i/,-,  z,,  .r,',  y-,  :'■  ftin.ctiones  quaecunque  atqiii 
u'  et  v'  designant  valores  differentialium  -^  et  —r-,  adiumento  aequationum  da- 
tarum   et  integratione  inventarum  nee   non    ipsarum   aequationum   differentialium 
dynamicarum  per  ipsas  u  et  v  expressos.     His  praemissis,  ponatur 
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1   f  dn      dn,      dn     dn,      dn     dn„  ^ 

(a,ß)  =  I — Hr^•-V^^ — n^-^r^-i — ^•-^-  ' 

^     ^^  m.   l   da;.        d.v.  öy.         dy.  dz.         dz.    J 

atque  kk  quantitatum  («,  /?)  forineiur  Determhuais  R;  porro  si  vocatur  A  Deter- 
minans  fimctionale  6?^  functionnni 

77,     J7,,     .  .  .,     77^    ^,     77',     77,'.     .  .  .,     77;_,, 

(iit  qiudititdfiim  Xi,  i/i,  Zj,  x',  y[,  z[  resjiectu  funiKttiiiit,  cxpriiiKnihtr  R  et  A  et 
iptM  per  solas  k  et  v:  erit  aequationis  i^'dn  —  ii'dv  =  0  Mtütipliattor  -~r- ,  unde 
iiovu    hahetiir  (leqiidtiu  tiäei/ndis 

du  —  n'dr)  =  Coiist. , 


/^c 


i(bi  expt'essio  sub  integrationis  signo  est  differentiale  completum;  denique  si  nova 
lila  aequatione  integrali  expxim.itur  v  pei-  u,  unde  evadit  etiam  u'  soliits  u  functio, 
iiHH'aitur  snuplice  Qiunlratiird 

^+Cou.st.  =/^.« 

Sub  forma  antecedente  priiicipiimi  novuin  mecliaiiiciim  ante  hos  tres 
annos  cum  ilJustri  Academia  Petropolitava  communicavi.  Alias  eiusdem  formas 
infra  tradam.  Ultimam  integrationem,  qua  t  per  Cooi'dinatas  exprimatur,  Qua- 
draturis  absolvi,  res  erat  nota  et  sponte  patens.  At  inventum  novum,  penul- 
timam  quoque  integrationem  Quadraturis  perfici  posse,  constituere  mihi  vide- 
batur  principium  mechanicum. 

Si  tempus  t  vires  solHcitantes  sive  etiam  aequatioues  conditionales  afficit, 
non  amphus  ipsum  t  a  rehquis  variabihbus  separare  Hcet,  unde  eo  casu  prin- 
cipium nostrum  tantam  omnium  ultimam  integrationem  per  Quadraturas  ab- 
solvere  docet.      Sunnonendo.  inventa  esse   6  k — 2  k  —  1   Inteiiralia 


atque    u    et   r    esse   ipsius   t  et   (in   quantitatum   .?',,  y,,  z,.  x',  y',  z\   l'unctiones, 
Üeterminans  A  f'ormandum  est  Gk-h-I   functionum 

F,,     b\,,     ....     i';„„.,j_,,     77,     77,,     .  .  .,     77^_,,     77',     77;,     ....     77;_,,     «,     v, 
()«  +  !    quantitatum    /,  .r,,   ?/,,  .?,,  .r,',  y\,  z\  respectu;    eadein   manento    ipsius   R 
significatione .    rursus  exiirimenda  erunt  R.  A,   «'  =  —;—,   v'  ^ —r-  per   ?(  et  v. 
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eritque  aequatio  integralis  ultima 

f^(v'du  —  ti'<Jv)  =  Const., 

ulii  expressio  8ub  integi'atiünis  signo  est  differentiale  conipletmu. 

Habemus  lue  exemplum,  quo  ad  reductionem  ae(iuati()num  difFerentialiuui 
propositarum  adhibentur  Integralia  particnlaria:  nam  ex  aequationibus  difFereu- 
tialibus  (4)  sequuntur  Integralia  completa  111=  C\,  ila.  =  ('j^Cl,;  designaii- 
tibus  C„,  €'„  Constantes  arbitrarias.  Xeque  tarnen  sunt  Tl[  =  0,  JI„  =  0  aequa- 
tiones  integrales  particulares  quaecunque,  sed  tales,  pro  quibus  secundum  §.12 
lit,  ut  Multiplicator,  quo  aequationes  differentiales  earum  beneficio  reductae 
gaudent,  e  Multiplicatore  propositarum  (4)  deduci  possit.  Scilicet  aequatio  quidem 
integralis  particularis  est  J7^  =  0,  at  functio  JI^  ita  comparata  est.  ut  Constanti 
arbitrariae  aequiparata  suppeditet  Integrale  completum;  porro  si  reductioni  ad- 
hibetur  aequatio  integralis  particularis  77,',  ^  0  ex  eaque  nova  deducitur  aequatio 
integralis  TI„  =  0,  rursus  innotescit  functio  jfl„ .  quae  Constanti  arbitrariae  aequi- 
parata non  quidem  aequationum  differentialium  propositarum  (4),  sed  reductarum 
tarnen  Integrale  completum  suppeditat.    Quod  secundum  §.  12  poscitur  et  suflicit. 

Designentur  Zn  quantitates  Xi^/m^,  i/,V^,,  z-^riX;  per 

?P       h:       ••    ••       hn^ 

fit  e  (7) 

Unde  secundum  Propositionem  notam,  in  Commentatione  de  formatione  ntque 
proprietatihus  Determinantium  §.  14  (cf.  h.  edit.  Vol.  III  p.  385)  probatam,  quan- 
titatum  («,  /y)  Determinans  exhibere  licet  ut  aggregatuni  quadratorum  Deter- 
minantium functionum  H.  11^.  ....  J7;._i.  Ibrmatorum  respectu  quarumque 
k  e  numero  quantitatinn  Ij.    'S..,.   ....  ^;,„  sumtarum.  sive  ponere  licet 

f       an     Ö/7,       an,  ,  yj 

sicjuideni  ru'.  m",  ....  vi"-'  designant  quoscunque  k  diversos  ex  indicibiis  1, 
2,  ....  3/;.  Ex.  gr.  pro  uno  puncto,  massa  ^  1  praedito,  cuius  Coordinatae 
orthogonales  sunt  x,  y.  z,    et   quod   nioveri   debet   in   superficie.    cuius  aequatio 
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si  punctum  moveri  debet  in  curva,  ouius  aequationes  sunt  TI=0.   77,  =  0,  lit 

f  dn    dn,       dn    dn,  12 

l  dy  dz  dz         dl/     J 

I  dn    5/7,       dn    dn,  \i 

'^V^z      a«         dF"d^\ 
^  dn    dn,       dn    dn,  12 

l  dx        dy  dy        d.v     i 

Erat  li  Determinans  aequationum  linearium,  quibus  factores  Lagrangiani  P., 
^1,  etc.  determinantur,  qui  igitur  factores  indeterniinati  aut  infiniti  evadere 
nequeunt.  nisi  evanescat  R.  At  docet  Ibrmula  (16),  non  evanescere  posse  i?, 
nisi  slngula  evanescant  Deterrainaiitia  functionalia 

dn     dn,       dn,._, 

'''?,„•  ^?,„-  '5?„,('0 
Id  (jUdd  uh'i  Uhnitice  fit,  ipsaruai  11,  11,.  .  .  .,  7/^. _,  una  rerupiarum  functio  est, 
quo  casu  aequationes  conditionales  aut  sibi  contradicunt  aut  inia.  quae  e  reliquis 
sequitur,  est  superflua.  Singula  Detenninantia  illa  sl  non  quidem  identice  eva- 
nescunt  sed  ipsarum  aequationum  71^  U,  II,  =  0,  ....  ]I^_,  ^  0  adiumento, 
id  indicio  est,  earum  aequationum  unam  reliquarum  ope  ibrmam  Quudrati  in- 
duere.  Eo  casu  per  certas  eliminationes  et  radicis  extractionem  transfbrmari 
debent  aequationes  77  =  0  etc. ;  quam  praeparationem  semper  factam  esse  sup- 
poni  debet,  ut  aequationum  dynamicarum  Lagrangianarum  usus  esse  possit. 
Si  ex  antecedentibus  semper  supponere  licet,  Determinans  R  non  indefi- 
nite evanescere,  fieri  tarnen  potest,  ut  R  evanescat  pro  punctorum  materialium 
positionibus  particularibus  determinatis.  Quemadmodum  si  inter  tres  puncti  Coor- 
dinatas  una  vel  duae  habentur  aequationes  conditionales  repracsontantes  super- 
ficiem  aut  curvam  apice  praeditam,  evanescit  R,  si  punctum  in  eo  apice  col- 
locatur.  übi  agitur  de  aequilibrio  systematis  punctorum  materialium  in  eius- 
modi  positionibus  particularibus  collocatorum.  pro  quibus  Determinans  R  eva- 
nescit, praecepta  statica  generalia  aut  deficiunt  aut  accuratioribus  explicationibus 
indigent.  Nee  non  si  in  certo  temporis  momento  systema  in  motu  suo  ad  tales 
positiones  particulares  pervenit,  velocitatum  intensitates  et  directiones  nmtationem 
finitam  in  temporis  intervallo  infinite  parvo  subeunt.  Si.  ut  in  rei'um  natura 
fieri  solet,  conditiones,  quibus  systema  subiicitur,  non  exprinumtur  per  aequa- 
tiones, sed  per  inaequalitates  71  >0,  7Ii  >  U,  etc..  inde  ab  eo  temporis  mo- 
mento ipsae  plerumque  aecjuationes  differentiales  (4)  cum  aliis  connnutari  debent. 
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§•  23. 

De   Multiplicaloro   aoquatioiium   dift'erentialiuni   dyuamicarum    forma   I-asi'augiaiia    secunda 

exhibitarum. 

111.  Laüi-ange  aequationes  difFerentiales  dynamicas  generales  alia  quoque 
forma  meniorabili  exhibuit,  Coordinatarum  3n  loco,  /;  aequationibus  conditi.i- 
naiibus  satisfacieiitiiun.   introducendo   3;?  —  k  quantitates  a  se  independentes 

'Ji'      'h-      ■    ■    ■•      'l.:n-V 

Quarum  ipsae  Coordinatae  a;,,  ?/,,  s,  tales  esse  debent  functiones,  quae  substi- 
tutae  in  aequationibiis  conditionalibus  TL  =  0,  ü^  =  0,  etc.  sponte  iis  satisfaciant. 
Unde  etiam  aeqiiationem  JT„  =  0  cuiiislibet  variabilis  q,,,  respectu  difFereiitiando 
habetur 

f  ön^       Bx.  611^       6y.  6n^       dz.    y 

^  '       .   \  d,T.         8q^^  By.         8q^^^         Bz.  Bq^^  J 

Statuatur 

f       Bx.  Bii.  Bz.  1 

(2)    z  \  X..  -^  +  y  -4^  +  Z,  -^   =  Q,„  ; 

,    i    '    Bq^^^  '    Bq^,^  '     Bq^^^  J 

Bx^  By.  c: 

constimmando  3«  aequationes  (4)  §.  pr.  respective  per  vi,-^~^,    ?n,  ^  '    ,   to,~ 

multiplicatas.  evanescunt  secundum  (1)  aggregata  in  factores  /.  ij,  etc.  ducta, 
unde  prodit 

f  (Px.      Bx.         (l'u.      Bii.      d'z       Bz.  1 

(3)   ^.,{-^.^  +  -^.^.-^._^[  =  g,„. 

Ponendo  (/,',  =  —^  et  considerando  quantitates  .r,'    ut  quantitatuni  ^,„,  5,',  func- 


</:>„-; 


Porro 

dx. 


iones,  quae 

lantur  Ibrmula 

,          Bx.             Bx.                      Bx. 

»equitur 

•            Sq^  ^'    '     öq,   '^-^   '          '     e^3„_, 
Bx;           Bx^ 

^1m  '^Im^ll  ^'^Im^li        '  ^Inßlsn-k         "' 


I 
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Eodem  modo  pro  omnibus  tribiis  Coordiiiatis  fit 

dx'.           dx.                  dl/'.           dy. 

dz;       dz. 

(4) 

d  ^■'''                               d  ^^' 

Unde  ae(iuatio  (3)  sie  exhiberi  potest: 

(  dx'.       dx'         dl/'.       dy' 

'^'■'      f'"'\dt    ■  dq;,^  '   dt      dq;,^ 

dz'       dz'.  \ 

(       dx'.                dl/'.               dz'.    \ 

dt                     -'"'C' 

dx'.               dy' 

sive  poiiendo 

2  =  ^2:»r\x;x;-hy;i/;-hz 

<s, 

fit 

,  dT 

dt                dq^^^ 
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Qua  in  tbrmula  ubi  T  et  quantitateK  ^„,  per  6»  —  2k  quantitates  (/i,  (^2,  .  .  ., 
'hin-ki  '/i?  </l'?  •  •  •?  ^a'ii-;,  expriiuaiitur  at(jue  indici  m  tribiumtur,  vaiores  1, 
2,  .  .  .,  o»  —  k,  obtinentiir  oit  —  /■  aequationes  difFerentiales  secundi  ordinis  inter 
teinpus  f  atque  3»  —  />■  variabiles  a  se  independentes  q,„: 

,dT 


C^)) 


dt 

dT^ 


dt 
dT 


dT 

dT^ 

dq: 


■Q, 


0. 


Ö?3.,-* 


dT 


-Q,,.-,  =  o, 


dt  Ö<y.,,,_,. 

qiiae  altera  est  tbriiia  Lagrangiana  ae(|uatiomuii  differentialiuiii 
Aequatiomiin  (5)  iain  investigabo  Miiltiplieatorem. 
Siiit  aequationes  dynamicae 

(f^  =  0,     (fj..  =  0.     .  .  .,     ^j„_^  =  0, 
IV.  57 


dviu 


uncariiin. 
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ubi  (f\.  (f.^.  etc.  designent  laevas  partes  aequatioiiuni  (5).     Statuamus 

(6)      T^\Za:,<iW„ 

iitroque    /  et   i'   ad   omnes  indices    1,  2,  ....  3«  — /t   valente    et    desiüiiantibus 
qiiantitatibus  ",.,-.  ^ '',-.,■  solaruin  </,.   q...   ...,  (j-jn-k  functiones.     Hinc  fit  e  (')) 


<h  ^^    öfy„, 


(V-q. 

linde,  ponendo  (/,•  ^     ,  „  '  ,  eruitur 

CO      »  ,'!'   = «,        ideoque      ^  ,,    =    ^  ,,   • 

PoiTO  si  vii'es  sollicitantes  X,,    F,,  Z^   a    qiiantitatibus   .r,',  ?/,',  j/    non    pendent 
ideoque  etiam  quantitates  Q,„  ipsa  <^i',  (/.'.  etc.  non  implicant,  fit 
dtp  da^  du.  da.  I 


ude.  reiectis  terminis  se  mutuo  destruentlbus.  fit 

ioq:  da,    ^  da 


Ort)                    dw, 
J LJIL.  ,1 Li. 


^^^  *l^;    '   c\y;  j  ~      </^      -      rf< 

At  e  Propositione  generali,  quam  sub  finem  vj.  16  tradidi.  ponendo  ?.  =  1  se- 
quitur,  ubi  formulae  (8)  locum  habeant.  aequationum  differentialiuni  (."))  fieri 
Multiplicatoreni 

d(p^       d<p,         d(p^,,_^. 


(9)     J/ 


^-h- 


Si  riirsus  on  quantitatum  x^Vm^,  y^Vm^,  ZiVm-  loco  poninuis  |i,  l^;   •  •  •?  Isn;  ^t 

(10)   r=^|j;i;+s:s:+--f-i;j;j, 

qua  expressione  in  formula  (6)  substituta,  obtinetur 

öj,    ÖS.      e«,    öS,  5s,„    öSj, 

o</.      dq..  oq.      dq.,  öq.        dq., 

Hariini  quantitatum  Determinans,  secundum  eandem  Propositionem,  quam  §.  pr. 
allegavi   (De  Jonn.  et  propr.   Determ.  §.14),    aequatur    aggregato    quadratorum 
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Determinantium    fmictionaliuni    ijuarimiqae    3»  —  k    e     namero    functiomini    ^i, 
I25   •••)  ^3m5  qiiantitatiim  (/j,  </..   ....  ry.,„_;  respectu  fonnatorum,  sive  fit 

designantibus  m',  m",  etc.  quoscuiKiue  3?«  —  k  ex  indicibus   1,  2,  .  .  .,   '6)i. 

In  deduceiidis  aequationibas  difFerentialibus  (5)  supposui,  aequationes 
conditionales  tempus  t  non  explicite  continere.  Quod  ubi  fit,  statuendum  erit, 
fanctiones,  quibus  8n  quantitates  ;r,,  y-,  Z;  aequantur,  praeter  3;;  —  k  quanti- 
tates  g,„  etiam  ipsum  t  continere.  At  hinc  non  mutabuntur  formulae  (1),  (3),  (4), 
ideoque  ipsae  aequationes  (5)  immutatae  nianebunt.  Unde  altera  quoque  forma 
Lagrangiana  aequationam  diff'erentialium  dynamicarum  ad  hunc  valet  casum, 
quo  aequationes  conditionales  tempus  explicite  continent.  Neque  eo  casu  mu- 
tationem  subeunt  formulae  (7)  et  (8),  unde  etiam  valor  Multiplicatoris  inventus 
immutatus  manet.     Quod  breviter  adnotare  sufficiat. 

§.  24. 

De  Multiplicatore  aequationum  differeiitialium  dynamicarum  forma  tertia  exliiljitariim. 

Multiplicatores  triam  ibrmanun  aequationum  dift'erentialium  dynamicarum  iuter  so 

comparantur.     l'rincipium  ultimi  ]\Iultipliratori.s  ad  tertiani  formam  relatum. 

Quantitatum  q[,  q!.,  .  .  .,  ql,_^  respectu  functio  T  liomogenea  erat  secundi 
gi-adus,  unde  fit 

^^„       ,  dT      ,  dT        ,    ,      er 

^1   dq[         ^-'  dq^  ''"-'    dql_^ 

sive 

„  ,  dT         .  dT  ^     ^  ,        dT  ^ 

'  c>,y;        ^-'  dq:  '■'"-'  dql^_, 

Si  variamus  quantitates  omnes,  quaruni   T  fuuctio  est,  ponimusque 
sequitur  e  valore  ipsius  T  praecedente 

UT=      q[,)l>^     +     q:^6p^    ^.■-\-qi_Jp,„_,:  ' 

(2)  \  ST  ,  dT  ,  dT       .        \ 

dT        ,         dT     ,   ,         .    . 
ubi  in  dextra   parte  bini  termiiii  se  inutuo  destruentes     ^  ,  «)'(/, ^-j-dq^   omissi 

57* 


452  TIIEORIA  NOVI  MULTIPLICATORIS  STSTEMATI 

sunt.     Fomiula  (2)  clocet.  si  per  3 ?/  —  /.■  aequationes,  e  (6)  §.  \n:   fliuMites. 

(3)    p.  =  «,•,«/; +«,./A'-I !-«,.:,«-;.• '73,,-* 

qiiantitates  ql  per  quantitates  y;,  et  </,  exprimantiir  earumque  valores  in  t'inic- 
tione  T  substituantur,  fore  ipsius  T  differentialia  partialia  quantitatum  9,  et  jj,  i\- 
spectu  sinnta,  quae  uncis  inclndendo  distinguamus  ab  ipsius  T  differentialibns 
partialibus  quantitatum  9,  et  </,'  rcspectu  sunitis. 

,,,    (dT\  dT       (dT\ 

Hamm  formularum  ope  aequationes  differentiales  (5)  §.  pr.  exhibere  licet  ut 
systema  Qn — 2Ä' aequationum  diiferentialium  primi  ordinis  inter  t  et  quanti- 
tates (/,.  q,,   ....  (/:,„_,,  p,,  2;.,,   ....  ]h„_,: 

dq.        [dT\        dp.  fdT\ 

Hae  tbrmulae  tertiam  Ibrmam  aequationum  differentialium  dynamicaruni  con- 
stituunt.  Quas.  pro  casu,  quo  3  n  quantitates  Z,,  J%  Z,  sunt  differentialia  par- 
tialia eiusdem  functionis  U  respective  secundum  .r,.  1/,,  c,  sumta.  primus  con- 
didit  Celeb.  Hamilton.  Astronomus  Regius  Hibernensis.    Eo  casu  fit  e  (2)  §.  ]»r. 

(/  =  -7:: — ,    unde   statuendo  T —  U  =  IL   si  vires    non   a  velocitatibus    pendent 

cq.  i 

ideo(|ue   U  ab  ipsis  pi  vacua  est.    aequationes  differentiales   dynamicae   evadunt 
dq.         (  dH\  dp^  (SH\ 

lani  oiim  quideni  111.  Poisson  in  celeberrimo  opere  de  Constantiuni  arbitra- 
riariun  variatione  id  egerat,  ut  quantitatum  q-  loco  in  aequationibus  differen- 
tialibns dynamicis  Lagrangianis  secundis  introduceret  quantitates  jhl  quae 
aequationes  si  ea  substitutione  abeunt  in 

dq.  dp. 

bene  idem  cognoverat  tbre 

\  dq^    )  -        \   dp^    )  '       V   dp^^    }  -  \   dp^    )  '       l    dq,   )  -  \   8q^     )  ' 

unde  secpiebatur.  omnes  (1 /;  —  '2k  quantitates^,  et  — 5,  esse  differentialia  par- 
tialia eiusdem  functionis.    ipsarum  p^   et  </,  respectu   sumta.      At    meritum.  eam 
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f'imctionem   H  ^=  T — U  ipsam    assignavisse    eaque   re   aequationibiis   differentia- 
liliiis  (lyiuiiiiicis  formam  perfectissimam  conciliavisse,  Celeb.  Hamilton  debetur. 

Casii,  quo  mobllium  Ooordinatae  fiinctionibus  aequantiir,  quae  praeter 
qiiantitates  q^  ipsum  tempus  t  implicant,  forma  simplex  aequationiim  (5)  perit, 
<|iia  de  re  hoc  quidem  looo  transformationem  Hamiltonianam  ad  eum  casum 
iion  applicabo. 

Facile  iuveuitur  aequationum  (5)  Multiplicator  ^1/,.  Etenim  si  aequa- 
tiones  (."))   ])er  formulas  (7)  designamus,  tit 

(üosiM,  (f  BA.  \      {  dB.  w 


At  ])oiiendo 


A^\^.  B^^-m^u, 


(  ÖA.  \       (  Ü/J.  \ 


zip.  ]  ■  \  oq. 

sequitur.  si  vires  sollicitantes  a  velocitatibus  non  peiident  ideoque  functiones 
(i,  quantitates  yj,.  p.,,  etc.   non  implicant, 

dA.  \     (  dB. 

ideoque 

(8)    iK  =  1. 
Si  functiones  (l^  quoque  implicant  quantitates  p,,  definitur  iSL  pei"  formulam 
(71oo-jV.,         dQ.  5Q,  SQ..    , 

''^  dPi  dp.,  dp.,^_^ 

lani  tres  Multiplicatores  M,  M^,  Mo,  pro  tribus  aequationum  diffeivn- 
tialium  dynamicarum  formis  inventos,  inter  se  comparemus. 

Forma  secunda  aequationum  differentialium  dynamicarum  proveniebat  e 
prima  reducta  per  2/'  aequationes  integrales 

(77   =0,     77,  =a     .  .  .,     77,_,  =0, 
'^^*-^)     I  77'  =  IX     1I[  =  0,     .  .  .,     7?;^,  =  0. 

Quae  aequationes  integrales,  licet  non  completae,  ita  tamen  sunt  comparatae, 
ut  aequationum  differentialium  reductarum  Multiplicator  e  Multiplicatore  propo- 
sitarura  per  eandem  fornmlam  obtineatur  ac  si  reductio  per  aequationes  inte- 
grales completas  facta  esset  (cf.  §§.  10  et  12).  Cum  per  aequationes  (10)  revo- 
centur  6n  variabiles  .r,,  _;/,,  j,,  .r',  _;/,',  c'  ad  6n  —  2k  variabiles  (/,  et  q],  secundum 
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(jiiae    1.  c    ti-adifli.    (liioniui    Multiprieatoniiii    (^)iiotiens  -^  aequatur   Deter- 
uiti   C)U   t'unctionuni 


n. 

77,.     . 

•••   ri,-, 

'Iv 

Vj  ^    • 

•     -^        %n 

77'. 

77;.     . 

■   ■'     ^a'-i 

'j'l^ 

ql,   ■ 

•'        7;!,, 

tüniuito  rt'six'ctu  i'ui  qiiaiititatuiii  ,r,,  y^,  z^,  xl,  y',  :'.  Expressiones  novarum 
variahiliiim  q,.  7.,.  vtv.  per  .r,,  _(/,,  r,  per  aequationes  (lU)  diversas  subii-e  possunt 
mutationes.  i|uiljiis  taiiieii  illius  Determinantis  valor  non  mutatur  (cf.  §.  3  (12)). 
Ponanms  rui'sus,  ut  i^upra.  r,ii  (piantitates  §,  loco  quantitatum  x^Ym,;  y/Vm^, 
s.Vm,,  at([ue  3//  (piantitati-s  i".'  loco  quantitatum  xlVm,-,  y-Vm;,  slYmi,  valor 
ipsius  -jj-  etiain  ae(juari  poterit  Deterniinanti  earundem  6»  {'uuctiomau.  foriiiato 

quantitatum  |,  et  §,'  respectu.  quippe  quod  ab  illo  Determinante  funetionali 
tantum  discrepat  factore  constante  (cubo  producti  massarum).  Cum  3?;  quan- 
titates  ^'i   non  reprehendantur  in    ?>n  iunctionibus  7I„,  et  5,,,,   Determinans  Quo- 

tienti  -r^  aequale  induit  formam  producti 


M, 


sn    sn^ 
en'    dn'. 


dn, 


dn: 


Cum  vero  insuper  sit 


077' 


sn 


^'h 

cq. 

Ö73„_. 

ö?.,. 

Shn 

dq\ 

sg; 

5<iL-. 

SK.. 

SK^ 

5?; 

07,;, 

s<L, 

5?,' 

~  si 

utrumque  in  se  ductum  Determinans  aecpiale  evadit.   unde  eruitur 


(11) 


c>77      c77, 


Siut 


indices    diversi   ex   ipsorum    1,  2,  ....  3»    numero.    supponere    licet,    ipsas    ^j, 
9i>   •••!  'iin-k  expressas  esse  per  solas   3/;  —  /■  (piantitates 


tum  autem  Quotientis   ^^  valor  formam  simpliciorem  induit 
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(12) 


^       \--  ös„,.  •  es,,,,,  -  ei,„(3._,)i 

(  dn  577,  377,   ,  1- 

-^  (V  -j- . '  ,..  *—'    l 

\~  9S,„(3n-it+l)         c)S,„(3«-)H-2)  Ö5„,(3„)    J 


siquidem  //i^'"  *■+'',  ?»/■"  '+-\  .  .  .,  m^^"^  designant  k  reliquos  indicimi  1,  2,  .  .  .,  3/l 
Unde  tandem  per  fbrmidaiu  notam  (J)eterm.  Fnnct.  §.  9  (3))  seqiiitur 

Quod  antecedentibiis  supposituin  est,  novas  variabiles  5,,  q.,,  .  .  .,  q^n-k  per 
totidem  quantitates  |„,,,  $,„,.,  etc.  expressas  esse,  id  fieri  non  potest,  quoties  ex 
aequationibus  conditionalibus  77=0  etc.  aeqiiatio  inter  easdem  ^)i.  —  k  quan- 
titates |,„,  etc.  sequitur;  nam  cum  3»— A;  quantitates  q^,  q.,,  etc.  a  se  indepen- 
dentes  sint,  etiam  3«  —  k  quantitates  §,„,  etc.,  per  quas  exprimantur,  a  se  in- 
dependentes  esse  debent.  Nihilo  tarnen  minus  pro  eo  quoque  casu  formula  (13) 
valet.  Quoties  enim  ex  aequationibus  /7  =  0  etc.  fluit  aequatio  inter  solas 
Zn  —  k  quantitates  $,„,,  i'„_„,  .  .  .,  $,„{:;«-*),  liae  aequabuntur  on  —  k  functionibus 
(juantitatum  ^i,  q^,  ....  q.j„_^  non  a  se  independentibus,  quarum  functionum 
Determinans  evanescere  constat.  (Determ.  Funct.  §.  6.)  Porro  si  e  k  aequa- 
tionibus 77^0  etc.  obtineri  potest  aequatio  inter  solas  3«  —  /;  quantitates  ^„,,, 

L ,  ?„,(3^-J),   fieri  debet,    ut  ex  iisdem   reliquae  k  quantitates  ^„/s/^-i+i)  etc. 

eliminari  possint.  At  si  de  k  aequationibits  77  =  0  etc.  totidem  quantitates  eii- 
minari  possunt,  functionum  IT  etc.  Determinans  earum  quantitatum  7'espectu  for- 
matum  per  ipsas  aequationes  evanescit*).  Unde  casu,  de  quo  agitur,  utroque 
Determinante  ad  dextram  et  laevam  signi  aequalitatis  posito  evanescente, 
aequatio  (13)  iusta  manet. 

Si,  quod  secundum  antecedentia  licet,    in  aequatione  (13)  pro  systemate 


*)  Ponamus  enim,  ex  aequatione  11  =  0  eliminaii  pusse  i  (|uantitales  ope  lelicuuirum  aequatiouum 
Jl^  =  0,  11.2  =  0,  . . .,  /7j_j  =  0,  per  easdein  induere  ilcbet  //  fonnam  protlucti  ui-',  ilesignante  F  functionein 
a  k  quantitatibus  vacuam,  ut  ex  aequationibus  conditionalibus  sequatur  inter  reliquas  quantitates  aequatio 
F  =  0.  Secundum  §.3  (12)  in  Determinante  functionum  TT,  77,,  ...,  TT^_i  ipsuin  ,uF  substituere  licet  fiiuc- 
tioni  77.  Quoties  autem  F=0,  differentialia  prima  ipsius,ui^  ita  formare  licet,  ac  si  tactor  ft  constans  esset, 
unde  etiam  in  formando  Determinante  functionum  /xF,  11^,  TI^,  ...,  If^—i  habere  licet  //  pro  Constante. 
Quod  igitur  Determinans  aequivalebit  factori  ^  ducto  in  Determinans  functionum  F,  IT^,  TT.,,  ...,  TT^_^,  ideoque 
ovanescet,  cum   F  ab  ipsis  quantitatibus  vacua  sit,  quarum  respectu  Determinans  fuiu-tiruialc  formatur. 
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iiidicuni  //( ',  m" ,  ...,  ?«'•'""*>  siiimiutui-  (jiiujue  011  —  /■  diversi  indieimi  1.  2.  ....  3», 

()miK'S(|ue 

dit  aeqiiatio 


8«(3w— l)...(3w  — ^+1)  ,.  .      ,  , 

)miK'S(|ue  ^ 19/ ae(luationes  iJi'ovenientes  consumniantiii'.  \> 


(       an     dn,        en,  ,  i? 

l  <■-'?,„,       c'i,,,..  t'^„,(*)      ) 

ubi  in  altL'i-a  .siiuniia  loeo  iiidifiiiu  ?n-'"'~*"'"'^,  /),(■'"-'•+-),  .  .  .,  m^^"\  <[iiiji[)e  qiii 
aliani    11011  liabeiit  significatioiiem   (juani  qiionimque    /.:   diversorum    ex   indicibiis 

1,2 'r>n,   scripsi   ?«',   m",  .  .  ..  iii"'K      Aequatio  antecedens    perfect«    con- 

pTuit  cum  siipra  inventis.  Naiu  seciindiim  formulam  (16)  §.  22  aequatur  M 
siiiuniae  ad  dextram,  seeunduni  i'onimlaiii  (12)  §.23  aequatur  M^  sunimae  ad 
laevain  signi  aequalitatis  positiie. 

Aequationum  dynamicarum  t'uriua  seciinda  in  tertiaiu  miitabatur  intm- 
ducendo  variabiliuni  q[.  q!,.  ....  q';„_^  loeo  totidem  alias  pi,  p-j.  ■■■•])■.,„-):■  Indi- 
secundum  §.  !)  tertiae  lonuae  Miiltiplicature  M.  e  secundae  Multiiilicatore  M, 
obtiuetur  fonmiia 

M,       —  Sq['  dq!,'"  eq:,^_,^ ' 

Dantur  auteni  novae  quantitates  ji,  aequationibus  linearibus 

/';  =  ",.1'?;  +  "..:.'/^^ ^"..^„-ilL-ic' 

posito  secuuduui  (11)  §.23 

ö^j       öS,  d'S.,       c'i.,  ÖS.,^^       5S,^ 

'''■  cq.       8q.,  d(j.       dq.,  dq.         dq.,    ' 

uüde  tit 

^^-=^±«,,„,,. ..„_,_. 

Quod  rui'sus  cum  supra  inventis  congruit,  cum  secundum  (9)  §.  pr.  aequetur 
ili]  Determinanti  ad  dextram,  secundum  (8)  autem  M<^  unitati.  Per  considera- 
tiones  antecedentes  videraus,  e  v^alore  M^  =  1,  qui  sponte  patet,  inveniri  potuisse 
ü/i  et  M,  supra  via  diversissima  inventos.  Qua  metbodorum  diversitate  cum 
Multiplicatoris  tum  Determinantium  f'unctionalium  theoria  liaud  parum  illustratur. 
Princi[tium  ultimi  Multiplicatoris  ad  formam  aequationum  differentiaruim 
dynaniicarmn  tertiam  relatum  sie  eiumeiari   potest: 


I 
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^Fiincturmn  lyiateriaUum  systcma  auhiecturn  sit  conditionibus  et  solHciteiur 
inrihus  quibusamque ,  a  sola  positione  systematis  in  spatio  pendentibiis;  qua 
positione  determinuta  per  /n  qinnilifates  mdependentes  9,.,   semistimma  virinm 

vivarnm  T  exprhnatur  per  quautitatcs  q-  et  q'  =  — -^ ;  «/d  motum  systeitintis 

definiendum,  eliminato  tempore,  integrandae  erunt  2/u  —  l  aequationes  diffe- 
renticdes  primi  ordinis,  quarum  inventa  sint  2,a  —  2  Integralia,  totidem  Con- 
stantes  arhitrarias  involventiu ,  ifa  vt  mteyranda  restet  vnica  aeqnatio  dlffe- 
rentialis  primi  ordinis  inter  diuts  raridbiles  n  et  v 

v'du  —  u'dü  =  0. 
designantihis  in   huc   aequatione  ii'  et  v'  ipsarum   u  et  v  fiiuctiones,    quibus 
qnotientes   dijferentkdes  —j—   et  -^   ope   IntegraUum   inveniorum  aequautur; 

erit  huius  aequationis  differe^itialis  primi  ordinis  inter  duas  variabiles  ultimo 
loco  integrandae  Multiplicator  aequalis  Determinanti  fimctionali  2fi  quantitatum 

8T      ■  -,  . 

qi  et-^-r,    ipsarnm  n,  v   atqne  2 ^u  ^2  Consta}) fi um   arbitrarlanim  respectu 

formato. 
lam  novum  principiiim  generale  niechanicuni  exeuiplis  applicabo. 


§.25. 
De  motu  puncti  versus  ceatrum  fixum  attracti. 
Pro  motu  libero  puncti   in  piano  ex  ultimi    Mnltiplicatoris  principio  ge- 
nerali rtnit  haec 

Propositio. 
Proponantnr  pro  motu  pmicti  in  })lano  aequationes  ditt'erentiales 

(lesignantibus  X  et  Y  Coordinatarum  puncti  orthogonaliiun  x  et  //  f'unc- 
tiones  quascunque:  si  hahentur  aequationuni  differentialiuni  propositanun 
duo  Integralia 

/■(•'•>  u,  ■>■',  }!')■=  «.    vG'^  y,  ^',  !/')  =  i-i, 

u\n  a  et  /i  sunt  Constantes  arbitrariae,  dabitur  orbita  puncti  foi-niula 
r(  da;'      dy'         d.v'      Sy'  \ 

IV.  58 
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sive  etiaui  t'ürniula 


/: 


y'da; — x'dy 


dx'      8ij'  dy'      dx' 

iibi,  duoriim  Integraliuni  inventomm  ope  exhibitis  x'  et  y'  per  x,  y,  u,  ß, 
qiiaiititates  sub  integrationis  signo  differentialia  completa  fiunt  atque  y  ter- 
tiam  Constantem  arbitrariam  designat. 
Aliam  Propositionein,  qua  puncti  liberi  in  piano  moti  orbita  Quadraturis  definii'i 
potest,  si  puncti  velocitatis  intensitas  et  directio  per  duo  Integralia  inventa  de- 
terminatae  sunt,  iam  ante  niultos  annos  cum  illustri  Academia  Parisiensi  cofti- 
municavi  [cf.  h.  Vol.  p.  37],  sed  ea  Propositio  tantum  respiciebat  casum,  quo 
vires  Coordinatis  parallelae  X  at  Y  eiusdem  quantitatum  x  %t  y  functionis 
aequantur  differentialibus  ipsarum  .t  et  ;/  respectu  sumtis,  dum  in  Propositione 
antecedente  X  ei   Y  quantitatum  x  et  y  t'unctiones  quaecunque  esse  possunt. 

Pro  motu  puncti  in  dato  piano  versus  centrum  fixum  attracti  duo  con- 
stant  Integralia  principiis  conservationis  vis  vivae  et  conservationis  areae,  quibus 
si  principium  ultimi  Multiplicatoris  addis,  per  tria  illa  principia  generalia  a  priori 
constat,  eins  motus  determinationem  solis  Quadratuins  absolvi.  Quod  facto  cal- 
culo  sie  comprobatur. 

Pro  motu  proposito  habentur  aequationes  differentiales 
d\v  _         xFjr)  r-y    _         yF(r) 

dt-    ~  r        '        dt'  r       ' 

ubi  X  et  y  Coordinatae  orthogonales  sunt,  quaruin  initium  in  centro  attractionis 
est;  porro  r  =  ]/xx-{-yy  atque  FQ-)  intensitas  vis  attractivae  pro  distantia  r. 
Posito 

R  =  JF(r)dr, 

e  principiis  generalibns  mechanicis  conservationis  vis  vivae  et  areae  statim  ha- 
bentur duo  Intearalia 

(f,  =       xy'—  yx'  =  ß, 

designantibus  a  et  ß  Constantes  arbitrarias.     Unde  fit 

df        dq>  df       da>  ,  ,        , 

dx       dy  cy       dx  '^■^ 

E  duobus  Integralibus  appositis  sequitur 

-t-v'-hyy'  =  Ve, 
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posito 

Unde  seciindum  principiuni  ultiini  Multiplicatoris  dabitur  puncti  orbita  per  aequa- 


/- 


y  dx—x  dy ^   ry'da—j'dy 

df        d(p  df        d(f>  J  Yg 


dx'      dy'         dy'      8x' 
designante  /  novam  Constantem  ai-liltrariani.      Ex  aequationibiis 

•«■,'/'— .V-'-'  =  ft     ^ra:'-\-yy'  =  V? 
sequitur 

Linde  substitiiendo  xdx-\-ydy  =  rdr  fit 

y'dx  —  .r'dy     ^    ydx—xdy  ßdr 

V,  rr  ^   r}^  " 

Posito  igitur  .r  =  rcos.9-,  y  ^  rünS-,  unde  ydx  —  xdy  ^  — rrdd-,  dabitur  orbita 
per  formulam 


^+y 


•y2r\a—R)—ßß 

Si  lex  attractionis  est  Neutonimid,  ponendum  est  F(r)  =  -^,  R= -.  de- 
signante /■"  vim  attractivam  pro  unitate  distantiae,  institutaque  integratione 
prodit  aequatio  sectionis  conicae  inter  Coordinatas  polares  r,  &-\-y. 

Aequationum  differentialium  antecedentium  dextrae  parti  addamus  Coor- 
dinatarum  x  et  y  functiones  homogeneas  (—3)'"''  dimensionis  X  et  J',  aequationum 
differentialium  provenientiimi 

semper  aliquod  obtineri  poterit  Integrale.     Nam  ex  bis  aequationibus  eruitur 

At  est  x\xY — ?yÄ')  f'unctio  \ariabiliiun  x  et  y  homogenea  nullae  dimensionis 
ideoque  t'unctio  ipsius    ■[  .   inide  aequationis  antecedentis  pars  utraque  est  diffe- 

58* 
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rentiale  eenn)letuiu,  factaque  integratione  prodit 

sitjuidcm  ß  Coiistans  arbitraria  est  atqiie 

Si  X  et  Y  sunt  differentialia  pailialia  fiinctioiüs  hoinogeneae  (—2)''"  dimensionis 
U.  ipsarimi  x  et  y  respectii  smnta.  principiiim  coiiservationis  vis  vivae  alterum 
suppeditat  Integi-ale 

siquidein  «  est  altera  Constans  arbitraria  atqiie  rursus 

Ji  =  JF(r)Jr. 
Fanctiones  f  et  <p  inventas  substituendo  lit 

At  ex  Integralibus  inventis  eruitur 

quippe  ponendo 

fit  

^^■U'-y^^'  =  V2  V-\-f;    xx'+ijij<  =  Y^. 
Hinc  seqiiitur 

c:x       dy  oy        dx  '       '  '^ 

Qiiibus  forinalis  substitiitis  in  tertio  Integrali,  quod  principio  ultimi  Miiltiplica- 
toris  suppeditat  ur. 

y'dx—x'dy 


/- 


df        6(f  df        d(f 

dx'       dy'  dy'      dx' 

obtinetiir  formula.  qiiae  puncti  orbitam  determinat, 
/'/    ydji; — xdy  dr    \ 

•'  Vrr  1/2  F+(J^   "^   r\^  )  ^ 


AEQUATIONUM  UIFFERENTIALIUJI  VULGARIUM  APPLICANDI.  461 

sive.  ponendo  rursus  x  =  /'cosi?-,  y  =  rumd-, 

seniper   designante  •/   tertiani  Coiistantein    ai-biti'ariam.      Cuiii   sit    U  fiinctio   ho- 
inogenea  ( —  2)"  ordiiiis,  erit 

unde 

,/(.=  U)  =   -lrX+>jY\(,v.b:  +  ,,,ly)+\.r.-+>j!j\(Xd,-^  YJ,,) 

Eadeii)  qiiantitas  aequabatur  ipsi  dV,  unde  in  tbrniulis  antecedentibus  statiiere  licet 
V  =  rrU, 
^  =  ■2r\a-R)~f-. 

Seciinduni  suppositioneni   factam   tit   rU=  V  ipsius  ^^tango'^  fnnctio.    iinde 
in  aequatione  orbitae 


dr ^  /•       d» 


+  Y 


altennn  Integrale  solius   /■,   alterinn   solius  S-  f'unctio  est.      Temporis   expressio 
habetur  per  formulam 

Kcx'-^ij,/      J  Y^      J  Y-2V+ß^ 

in  (jua  T  est  nova  Constans  arbitraria. 

In  motu  antecedentibus  considerato  vis  FQ'),   (jua  punctum  versus  cen- 
truni  üxum  attrahitur.  aucta  est  alia  vi,  quae  secundum  axes  orthogonales  dis- 

posita  differentialibus   paitialilius  -^^-^  et  -^ —  aequatur.      Eadeni  vis  secundum 
radii  vectoris  directionem  eique  perpendiculariter  disposita  evadit 
\  \    dU  dU\         ,,        \  {     dU  dU\ 

Secundum  suppositionem  de  tunctionis   U  indole  factam  statui  potest 

designante  '^(Jf)  functionem  anguli  8-,  quem  radius  vector  cum  axe  tixo  Ibrmat. 
Qua  expressione  substituta  positoque  — j~^  =  W(&),  eruitur 
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|e/;(y),      q  =  -  l-iis'(i)). 


vSi  lam   ponitiu 


^/^-C-"/!^ 


docent  tbi-mulae  antecedentibus  inventae.  illis  viribus  P  et  Q  ad  vim  attractivani 
i^(r)  accedentibus  orbitae  aequationein  [jolareui  eam  mutationem  subire,  ut  an- 
gulus  &  in  angulum  ©  mutetiir.  At  siniul  videmus,  illa  virium  P  et  Q  acces- 
sione  relationem  inter  radium  vectoreni  et  tempus  omnino  immutatam  monerc 
Quae  curiosa  Propositio  valet  etiam,  si  non,  quod  antecedentibus  supposui,  motus 
in  piano  fit.  Sit  enim  ü  ipsarum  x,  y,  z  funetio  homogenea  (—2)'"  dimen- 
sionis,  ac  [»rojionantur  aequationes  diiferentiales 

df  r       ^  '        6.V 

dt-  r    ^^^^  d,j     ' 

(Pz  z    „^  -        dU 


JF(r)(lr  =  B  ponendo  sequitur 


thmAt 


•2(-i?+t'  +  «), 


^-,„^^.^=-rF0,-2V. 


Quibus  additis  fit 


unde  nuiltiplioando  per  2?-— ^,-  et  integrando  prodit 

ideoque 

/■  rdr 

•'  1/2 /■'(«— i?)+£ 
qua  m  tbrinula  r  et  i  Constantes  arbitrariae  sunt.     Patet  autem,  quod  demon- 
strandum erat,  in  hac  formula  nulluni  functionis  JJ  vestigium  remansisse.    Addo. 
si   TJ  gaudeat  forma  particulari 


(i)l- 
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(Ifsigniuitibus  /'  et  (p  functiones  quascunque,   eum   ipsuin   motiim,   qui  in   piano 
non  continetur,  totum  Quadraturis  determinari  posse. 

Motus  puncti  in  spatio  pendet  a  quinque  aequationibus  differentialibiis 
prinii  ordinis  inter  sex  quantitates  x,  y,  z,  x',  y',  z';  unde  quatuor  Integi-alibus 
liieniiis,  ut  problema  ad  aequationem  difFerentialem  primi  ordinis  intei-  diias 
\  ariabiles  revocetur,  quae  ope  principii  ultimi  Multiplicatoris  per  solas  Quadi-a- 
tnras  integrabitur.  At  quoties  vires  sollicitantes  diriguntur  versus  axem  fixum 
viriumque  intensitates  non  pendent  ab  angulo,  quem  planum  per  axem  et  mo- 
bile ductum  cum  piano  fixo  per  eundem  axem  transeunte  facit,  problema  ad 
motum  puncti  in  piano  revocari  potest,  et  nonnisi  duohns  Integi-alibus  opus  erit, 
ut  totum  absolvatur  Quadraturis.  Designantibus  enim  .r,  v,  ,c  puncti  Coordinatas 
orthogonales  positoque 

sint  aequationes  ditterentiales.  quibus  motus  puncti  detinitur, 

de  '       df  'j  '        dt-  1/  ' 

ubi  secundum  suppositionem  factam   et  X  et  Y  solarum  x  et  y  functiones  esse 
debent:  ei'it 

'   dt'        ^  df     ~  "' 


unde  sequitur 


dj        ^   dv 

dt         ^    dt 


designante  (c  Constantem  arliitrariam.     Fit  autem 

d-'y  ^    r/^'V.'uHlCC    ^  1  /      >/£       .  dvY-  1  /      d'v        ^  d'C  \ 

dt'  dt'  Y^i^^^Q^  'V   dt       ^  dt  j"^  j/iii^+K  'v'    dt'    '^^  dt'  j' 

ideoque 

,tt-  y'   ^ 

Unde  aequationes  ditt'ei-entiales  propositae  evadunt  sequentes 
d'x  d'y  aa        „ 

-W--^'    -de---j^^^- 

(Cf.  Diar.  Grell.    Vol.  XXIV.  pag.  16  sqq.:  h.    Vol.  p.277).     Ponendo 
V  =  )/ cos  /',     i;  =^  ij sin  /', 
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.  dl'  df 


dt  ■^■^    dt 

linde  Constans  «  aequabitur  plani  per  punctum  mobile  et  axem  fixum  ducti  ve- 
locitati  rotatoriae  initiali,  multiplicatae  per  quadratum  distantiae  initialis  puncti 
ab  axe.     Duobus  Integralibus  inter  .r,  y,  x' ,  y'  inventis.  tertium  Integrale  priii- 

i-ipio   Ultimi  Multiplicatoris  suppeditatur.      Quorum  Integralium   ope  si  y'  =  ^y 

per  y  exprimitur.  cum  rotationis  angulus  /'  tum  tempus  /  Quadraturis  deter- 
minautur  ope  tbrmularum 

•'  ir       ^  }/'.'/  •  .'/ 

Unde  in  casu  proposito  cognitis  dnohas  Integralibus  tria  reliqua  a  solis  Qua- 
draturis pendent.  Consideretur  ex.  gr.  motus  puncti  versus  centrum  fixum 
attracti;   posito  r  =  '\/xx-\-yy,  secundum  antecedentia  erit 

d-x   _ 
dt-    ~ 


FO-y, 


IJL-^A  F(ry 


dt  f    ^  ■      ir 

Quae  aequationes  in  eas  redeimt.  quas  supra  integravi.  ponendo 


^.'/,'/ 


unde 


ideoque 


ß.dd- 


2sm=^  ' 
/•     ß.smi^dd- 


ß 


(•osö 


Vß' 


cos  it. 


Si  r  et  L^  sunt  puncti  attracti  Coordinatae  polares  in  piano  fixo.  in  quo  illud 
re  Vera  movetur,  in  aequatione  orbitae.  quam  in  hoc  piano  describit,  angulus  & 
loco  ipsius  3-  substitui  debet.  ut  eruatur  orbita  descripta  in  piano  mobili  per 
axem  ipsarum  x  ducto.  Relationem  inter  r  et  f  pro  motu  in  utroqiie  piano 
eandem  manere,  ex  ipsa  natura  rei  patet.  Plani  angulus  rotatorius  f  datur  per 
formulam 

_  _adt   _       adt       _  u^       d&      ^  aß.d& 

yy    ~   rrsin'it  ^  ß  '  sin'-\'l    ~    u' cos'- & -h ß' ^hv &  ' 
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unde,  designante  i  Coiistanteiu  arbitrariani, 

taug(/+0  =  -^-tang-ö. 

Si  per  centrum  attractionis  ex  arbitrio  axis  fixus  ducitui-,  in  formulis  antece- 
dentibus  axem  Coordinatarum  x  pro  axe  fixo  sumendo  iiiotus  puncti  attracti 
componitur  e  motu  puncti  in  piano  per  ipsum  et  axem  fixum  ducto  i-iugque 
plani  rotatione  circa  axem  fixum.     Statuatur  cc  =  /^sinf)',  erit 

cos^  ==  cosJ.cos©,     taug©  =  sin(J.tang(/"H-e),     sin^.sin(/'-f-£)  =  sin©. 
E   centro    attractionis    describatur    superficies   sphaerica,    cuius    intersectio    cum 
axe  fixo,    cum  radio  vectore  et   cum  piano  orbitae  puncti  attracti  sit  A,   P  et 
circulus   maximus  PQ;    porro  in  sphaera   e  il  ad   circulum  maximum  PQ  de- 
mittatur  perpendicularis  AO:  in  triangulo  rectangulo  sphaerico  AOP  erit 

AO^S,    AP=^,    P0  =  O,     OAP  =  f+s. 
Cuius  constructionis  ope  formulae  antecedentes  geometrice   comprobari  possunt. 

Si  punctum  versus  centra  fixa  quotcunque  in  eadem  recta  disposita  se- 
cundum  Neutonianam  sive  aliam  quamcunque  legem  attrahitur,  quibus  attrac- 
tionis viribus  accedere  potest  vis  constans  rectae  parallela,  e  duobus  Integra- 
libus,  quae  antecedentibus  poscebantur,  ut  reliquae  integrationes  omnes  Quadra- 
turis  absolverentur,  alterum  conservationis  vis  vivae  principio  suppeditatur.  Si 
abest  vis  constans  atque  duo  tantum  sunt  centra  attrahentia  lexque  attractionis 
est  Neutoniana,  alterum  Integrale  Eulerus  invenit.  Eo  igitur  casu  inotus  ille 
principio  conservationis  areae  certi  cuiusdam  axis  respectu  valentis,  principio 
conservationis  vis  vivae,  Integrali  Euleriano,  tandem  principio  ultimi  Multi- 
plicutoris  ad  Quadraturas  revocatur.      Quod  iam  aecuratius  exponaui. 

§  2(i. 
Motus  puncti  versus  duo  centra  fixa  secunduni  legem  Neutonianam  attracti. 
Punctum  inter  utrumque  centrum  medium  sumatur  pro  initio  Coordina- 
tarum, recta  centra  iungens  pro  axe  Coordinatarum  x,  sit  porro  //  distautia 
mobilis  ab  hoc  axe.  Si  massae  centrorum  sunt  m  et  m'  atque  a  semidisfantia 
centrorum,  secundum  antecedentia  valebunt  inter  x  et  y  aequationes  difFeren- 
tiales  sequcntes: 

(   d^v  m(jv — a)  m'(.i'-\-a) 


(1) 


de 

d^y    my  m' y  a' 

de~  -  ~  !(.r-«)=+.rjt        j(.,-f-,o^+^l^ "  ^ If 
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designante  a  Constantem  arbitrariain.     Pon-o  angulus  rotationis  plani  j^er  axem 
et  mobile  ilucti  datiir  formula 

(2)    <//=^- 

y 

A   principio  coiiservationis  vis  vivae  Integrale  suppeditatiir  hoc: 


(H)     l-{.r'j:'+!j',f)  = 


-ß, 


designante    ß   alteram   Constantem    arbitrai'iam.      Integrale   Eulerianum    inve- 
nitur  deducendo  ex  aequationibus  (1)  sequentem: 

maydt  rn'aydt  a'xdt 


d{.cy'-,jx') 


{(^_«)^+^v||  j(.,+  «).+y.j| 


linde  fit 
\d(^y'-ijx'y 


iay\{x—ü)dy—ydx\    _^   m'ay\{x+a)dy—ydji;\ 

a'x{xdy—ydx) ma^ydy m'a'ydy 

Hinc  aequationum  (1)  alteram  substitiiendo  fliiit 

'      !)      V  J      !J      V     ' 


d\--^'  — 


\<K-'!i'-!h'-'y 


f,   ,    r     !J      VI 


j-^^m'a- 


4«^''(y)+«^>''(!/'-«=«'-^ 


1+1 


x  +  a  )  J 


Cuius   aequationis    termini    singiili    cum    differentialia    completa    sint,    obtineti 
Integrale 

(  (.cy'—yx'y  +  Consi. 


poni 


(4) 


(ä) 


2ma(x—<i)  ■2m'a{x+a)  crx' 

2  m  2  in'  a' 


j(^._«)=+_^^'|i        j(^.+«y+y^|i        _^^ 


-2(J. 


duo   Integi-alia  inventa  evadunt 

(6)     x'x'-i-yy  =  L,     ixy'-yx'y-a'y'y' =  M, 


L 
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siquidem  statuitiir 

(f  =  (a-xj'—]i.r'Y—a-y'y'—M+r. 

Si  duorum  Iiitegralium  ope  et  x'  et  y'   per  x  et  y  exhibentur,  secuiidmn  prin- 
cipiuni  Ultimi  Multiplicatoris  obtinetur  tertium  Integrale 

y'dx — x'dy 


/- 


dip      d(p  dip      d(f 

dx'      dy'         dy'      dx' 


Const. 


At  cum  et  L  et  M  ab  ipsis  x'  et  v/'  vacua  sint,  fit 

dxp    _     ,  dip    _    , 

dx'    ~  ■'  '  dy'    —y  ' 

-^  =  —2y(.ry  —yx  ),       -^-  =  2x(xy  —yx  )—2o-y  . 

Quibus  formulis  substitutis,  eruitur 

=  2( 

=  -2\x>/(.r'.r'—y'y')-i-(cr  —  .r+y')x'y'\. 


dxp      dw  dxp      dui  ,-,,      .  ,s/      ,  f\      o    2    '   ' 


Unde  tertium  Integrale  evadit 


(')  A 


■'dy 


xy{x'x' —y'y'  )-h(a''—  x''-i-y'')x'y'  ' 

designante  e  Constantem  arbitrariam. 

In  formula  antecedente  expressio  sub  integrationis  signo  posita,  quanti- 
tatum  x'  et  ?/'  valoribus  substitutis,  evadere  debet  differentiale  completum.  Qui 
valores  ut  eruantur  et  commoda  substitutio  fiat,  adhibeo  methodum  in  calculis 
algebraicis  usitatam,  videlicet  addo  aequationes  (6),  altera  multiplicata  factore  X. 
quem  hac  conditione  determino,  ut  aequationis  provenientis  pars  laeva  evadat 
quadratum  functionis  ipsarum  x'  et  y'  linearis.  Ea  ratione  venit 
(S)  (jv^--a'-hÄ}y'y'—2xyx'y'-^(y'+X).r'x'  =  M^IL, 
quantitate  X  determinata  per  aequationem 

\()  =  {l+!r){l-^x^-a-')-xhf 


(•')     (      =  A'^+Ä(.r+.v'- «=)-«=  y'- 


J9' 
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Hiiiiis  ae(juationis  quadraticae  radices  vocemiis  X'  et  /",   erit 

(10)     a"-y'  =  —X'X",     .c'-h!j'  =  'r  —  X'—/.",     a' x' =  (a"  —  k' )("' — X"  )■ 
Hinc  (juadrata  distantiarinn  puncti  mobilis  a  eentris  attractionum  fiunt 

(x±ay-hir  =  2a=— /'-Ä"±2V(a=-A')(a*— A"), 
ideoqiie  ipsae  distantiae 


PoiTo  fit 


ideoqiie 


(11)       l(.<:±a)-+//-"|4  =  ya'—X'±:]/a'—l". 


(12) 


K  — a'nzaj 


\{x^af+xfY. 
l" — a''±ax 


:V«==F. 


l     \(x^ay-^fV' 

Si  has  forumlas  substituimus  in  (5),  sequitur,  quantitatem  M-hX'L  solius  X', 
quantitatem  M-hX"L  solius  /"  funotionem  esse.  Etenim  si  advooamus  formulas 
e  (10)  fliientes 

In- — X- — A'     __     .j/'H-A"    ^ rt^ 

u^j     .  ^^  ~        ^'         ~  ''/ 


e  (5),  (12),  (13)  eruitur: 

[  ^(3/+A'L)  =  — («;  +  »;')]A7^-=r+«-^(l— ^)+i5A'+i/, 

[  i(M^?:'L)  =        („,_,„')Va^_A"+fr(l-^^j+^^/"+i;-. 

Ipsae  quibus  x'  et  ^/'  determinantur  aequationes  e  (8)  prodeunt  substituendo 
ipsius  X  valores  /'  et  /.".  Quae  aequationes  per  —  «^  multiplicatae,  formulis  (10) 
substitutis,  evadunt 


A"(a^-A' )../'*/ '+2V—A'A"(a-— A')(«—A").j:'(/'—A' («--A").r'j;' 
=  — a-(iV-+-A'L), 

/.'  (a-— A")^'/y'+2y^^^TT'(«''— A')(a=— A").^'^'  — A"(a'— A'  )x'x' 

sive  exti-actis  radicibiis 


i  y_A'(a=— A").y'-y  A"  (a^-A'")..r'  =  a]/A/+A"L. 


I 

r 
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Easdem  aequationes  (10)  differentiando  sequitur 


y — X  (a" — A  ) 

yz  («' — /  ; 
Unde  fonmilas  (15)  snbstituendo  prodit: 


(16)  2iy'd.-.'üy)  =  _  yM+^"i^:äi'  _  y-iM+j:L)Ar_ 

Aequationibus  (15)  in  se  diictis  et  rursus'(lO)  advocatis.  eruitiir 

Per  hanc  tbrmulain  iibi  dividimus  antecedentem  (16),  prodit 
[  y^.v~x'dy 


(18) 


xijQe'x'—y'y')-^{a^—a:^-\-y^)x'y' 
—dl'  ,  dk" 


l  2]/X'(a-~X'XM^X'L)  2]rX"  (a'- X"  XM-h  X"  L) 
Haue  supra  vidinuis  expressionein  seoundum  principimn  ultiini  Multiplicatoris 
fieri  debere  differentiale  eompletum.  Ac  revera,  quantitatuni  i(J/-t-A'Z)  et 
^(M-h^"L)  valoribus  (14)  substitutis,  in  ea  expressione  differentiale  (W  per  solius 
Ä',  differentiale  cU"  pei-  solius  /"  l'unctionem  multiplicatum  reprehenditur.  ünde, 
formnla  (18)  substituta  in  (7),  tertinm  Integrale  per  duas  Quadraturas  obtinetur. 
Si  formiilas  adiicere  placet,  quibus  t  et  f  per  X'  et  A"  solarum  ope 
Quadratnrarnm  deterniinantur,  differentietur  aequatio  (9).  posito  A  =  X,  unde 
prodit 

0  =  (X'—X")dX'-h2X'j:dx—2(a-—X')ydy 

=  (X'-X")dX'-~y-X'(<r-T).[\/—X'(a'~X")dx-h]/X"(<r-X')dy] 
=  (X'-X")d.X'-h2]/X'(a'—X'XAl+JjL)dt. 
Hinc,  si  aequationem  differentialem 

(19)  ^^ = '^ 

j/Ä'(«^— A')(A/+A'L)  yX^'{a'—X"XM-+-X"L) 

advocamus,  ohtinemus 

(20)  ./.  =  -4 ^^    v^-^i: +^-    v^""-^^" , 

Via'-X'X^I-hX'L)       ^  y(,r-X"XM+rQ 
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(21) 


'f  AT 


,   _  ,f ^__  dl'  \_  dk"  J 

His  t'onnulis  videmiis.  ad  variabilium  t  et  /'  valores  per  Quadratiiras  inveniendos 
non  opus  esse,   ut  aatea  varialiiüum  X'  et  Z"  altera   per  alteram  expressa  habeatiir. 

§•  27. 
De  corporis  solidi  ictu  impulsi  rotatione  circa  punctum  fixum. 
Exemplum  applicationis  priiieipü  ultimi  Multiplicatoris  ad  motum  non 
liberum  suppeditet  rotatio  solidi  circa  punctum  eius  fixum,  si  corpus  solo  po- 
nitur  ictu  impulsum  esse,  nulla  accedente  vi  acceleratrice.  Valet  |)i"0  eo  motu 
principium  conservationis  virium  vivarum  nee  non  cuiuslibet  plani  respectu 
principium  conservationis  arearum.  Quibus  si  additur  principium  ultimi  Multi- 
plicatoris, per  sola  principia  generalia  problema  olim  difficillimum  ad  Quadra- 
turas  reducetur. 

Sint  I,  V,  '^  Coordinatae  ortliogonales  ad  axes  i-elatae  in  solido  tixos, 
in  spatio  mobiles,  quorum  initium  punctum  fixum  sit,  circa  quod  solidum  rotatur. 
Sint  x,  y,  z  Coordinatae  orthogonales  eodem  initio  gaudentes,  ad  axes  in  spatio 
fixos  relatae.     In  aequationibus,  quae  inter  utrasque  Coordinatas  locum  habent, 

(1)     ^r  =  a%^^v+yt,      y  =  nJ-t-ß^v-i-Y^C,      z  =r  a,J-hß,v-hY.,'C 
sunt   $,   v,  ^  Constantes,    novem   Coefficientes   «,   ß,   etc.   variabiles,    inter  quas 
relationes  notae  intercedunt,  quibus  illae  ad  quantitates  tres  revocari  possunt*). 
Adhibita  difterentialium  notatione  Lagrangianae  (1)  sequitur 

.r'  =  a'i-{-ß'i'-\-y';.      xj'  =  a['S-hß[v+Y[C,     z'  =  ai;e-irßl.v+Y-X- 
Ponamus 

^Y'+ßj'.-^ß.y'-i  =—\rß'+Yj[+r<,ß'2i  =  «, 

Ya'-\-Y^a\-hY.,u'.-,  =  —{uy'-^  aj[-\-a^Yi\  =  b, 
aß'-ha^ß[-i-a,ß^_  =  —\ßa'-hß,a[-hßy^\  =  c; 


*)  Formulae  (1)  si  Coordinatarum  orthogonalium  transformationem  exprirauut,  fit 

ßj^-y,ß,  =  ±"  etc.,     «(.«,r,-r,,V+/5(;-,«,-«jr,)  +  >'(«,^,-^,«,)  =  +!• 

At  in  hac  rotationis  quaestione,  iam  alibi  adnotavi,  semper  Signum  +  sumendum  esse.  Ponamus  enim  inter 
binorum  corpomm  puncta  correlationem  dari  talem .  ut  alterius  corporis  puncto ,  cuius  Coordinatae  sunt  f , 
i',  C,  respondeat  alterius  corporis  punctum,  cuius  Coordinatae  ad  eosdem  axes  relatae  valoribus  x,  y,  z  gaudent : 
prout  in  illis  formulis  Signum  +  aut  —  locum  habet,  erunt  corpora  aut  congruenlia  aut  uti  dicitur  symmetrica. 
Casu  posteriore  autem  fieri  non  potest,  ut  alterum  corpus  in  alterius  positione  collocetur,  neque  igitur  rota- 
tione altpiura  in  alterius  locum  pervenire  potest. 


y' 

= 

— ff  6+fi  «, 

y\ 

= 

-«,6+/J,«, 

y'-i 

= 

—  «,64-^2  0. 
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ex  aeqaationibus 

«(«'+«,«,'  +  «.,«,;  =  0,      ^a'+^y^-^^.,u'.,  =  — r,      ya'+y^a\  +  yy..  =  h, 
quarmn   prima  e  fonmila  ««4-«,«,  +  «^«.^  1   sequitur,  fluit 

«'  =  ~ß'--\-yb,      a[  =  —ß^r  +  y^b.      u',  =  —ß,,c+y^b, 
eo<leinque  modo  obtinetiir 

ß'  =  — y  «+' 
i^'i' =  —)',«  +  ' 

ß:  =  —Y,n  +  ' 
Quibiis  valoribns  siibstitiitis,  eriiitiir 

x'  =  «  (ev  —  bO+ß  («C— ''?)+)'  (*?  — «'0, 
y'  =  a^(^rv  —  bi:)+ß^(at—r-S)  +  y^(b^~-av), 

z'  =  a,x<.r-bo+ß.M-''^)-^h(H-»tO. 

Unde  seqiiitui- 

(2)     .,.'.. '+.y'^'+c'r'  =  (rv^b:y+(aC-ciy+(b^-ai<y. 

Porro   e  (1)  proveniunt  formulae 

«..i/— «,  -  =  t^t— /<•,  «-—((.,.;;  =  /^,t— y,  '\  «1.»— «,i/  =  ß.X—y,,v, 
ß'jy—ßt=  =  yi—uC,  ß::—ß.,-i-  =  y,S— «jC,  ß^-^'—ßy  =  y.J—<(.Z 
y.</—Y^-  =  "i'—ß'i,    y:— Y-,  '«■  =  «1 " — 1^1  ?'    /i  •« —Yy  =  «2 '' — p,  ?■ 

Unde,   siibstitiitis  ipsarnm  .r',  y' ,  z'  valoribns,  eruitiir 

Axes  Coordiiiatariim    £,   v,  .t  semper  ita  in  ipso  solido  disponero   licet,    ut,   de- 
öignante  chn  solidi  elementum,  cuins  Coordinatae  sunt  ^,   v,    '^,  sit 

Svi;dm  =  i\     Äfc?(/m  =  Ü,     S'evdn  =  0, 
summis  ad   omnia  eleraenta  materialia  corporis  extensis.      Unde,  ponendo 

A  =  S{vv  +  a)dm,     B  =  S{lit,-^tt)d7n,     C  =  -S'(St+  v  r)dm, 
fit  e  (2)  et  (3): 

(4)  T=  ^<S'|.c'.e'+.(y'^'+r'c'}<//«  =  ^lAaa  +  libb+Ccc], 
j   L  =  S(yz'—zy')dm  =  -~\a  .Aa-i-ß  .lib-^y  .(>}, 

(5)  M=  S{zx'—xz')dm  =  —\u^.Aa-\-ß^.Bb-^y^.Cc\, 
I  A'=  S(ivij'—yx')dm  =  —\a.,.Aa+ß,.Bb-^y...Ce\. 

Qnibns  in   tormulis  secundum    pi'incipia   conservationis   virium  vivariim    et  area- 
rum  (|uatMor  ([uantitates   1\  L,   j\J,  iV  aeqiiantiir  Constantibiis  ai-bitrariis. 


(«) 
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Noveai  Coefficientes  «,  ß,   etc.    per   tres  angulos    q^.  q.,,  q,   exprimauius 
ope   formularuni    iiotissimanini,    qiias   olim    Euleriis    in    Introdiictione   in   Anal. 

Infin.  dedit: 

=  cos^jSing.jSin^jH-cosq'jCOS^j, 

=  cosq^cosq.j9,inq.^  —  smq.^cosq.^, 

=  — sin^jSin^.j: 
ß    =  cosq^s\nq„cosq.j  —  cosq.,>iiaq., 
ß^  =  coüq^cosq^cosq.^-i-s[nq,,!iiaq.^. 
ß.,  =  — sin^jCOs^j; 
Y    =  tylüq^sinq,^, 
Y^  =  s'mq^conq.^, 
Y.,  =  cos,/,. 

E  quibus  tbrinulis  sequitiir: 

a'  =  —y  miq.^.q[-ha^.q:,-hß  .q'.^, 
a[  =  — y,siiv/.,.,/;— «  -ql-hß^-q'^, 

ß'  =  —Y  'i^^(h-q[+ß,-<i,—n  -q',, 

ß[  =  —ry^Q^q-,-'i[—ß  -'h—^i-'h^ 

ß',  =  —Y,cosq^.q[  — ß,-</ä' 

y'  =  cosq^siDq.,.q[-hY^-q2- 
yj   =  COS ^, COS (y^.^,'  —  /  .q!,. 


Unde  eruitur 


ßY'+ßj[+ß,Yl  = 

COA  q.yq[ 

— smq^s'mq^.ql 

«/'-f-«,>'i'4-«,,)';!  = 

-.sin  ^3.9; 

—  sinq^cosq^.q: 

aß'+a^ß[+a.,ß!^  = 

cos^^.^.' 

—  l',- 

(') 


Quas  quantitates    in   aequatione  (4)   substituendo    evadit    virium    vivarum    semi- 

summa  T  quantitatum  ^j,  q.^,  q^,  q[,  q'i,  ql  functio.     Quam  ipsarnm  q[,  q!,,  q'_ 

respectu  diflferentiando  prodit 

dT 

^   ,    =  p,  =  cos q..Aii  —  .sin q., .  Bb, 

dq^ 

dT 

-Sq:=' 


(8) 


sin^jsin^^.^la  —  sinf/jCOS^.j.ßi-t-cos^^.d 


BT 


■Cc. 


t 
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Hae  quantitates  autem  aequantur  sequentibus: 
(jo,  =  — L  cos  (j, , -i-Af sin  (j.,, 

(9)   />,  =  -a; 

\p.^  =  (Lsinq.,-<rMcosq.,)s'mfj^-\-Ncosq^, 
sicuti  patet  substituendo  quantitatuin  L,  M,  A^  expressiones  (5)  et  Coefficientium 
a,  ß,  etc.  valores  (6).     Ponendo 

/;.,cos^,4-p.. 


(10) 

e  formulis  (8)  fliuint  sequentes: 
Aa  = 
Bb  = 

Cc  = 


sin  5, 


■smq.^.j)^  —  Cüs  q,^.u, 


-Ih- 

Quibus  formulis  quadratis  ac  respective  per  A,  B,  C  divisis  consuimiiatisque, 
obtinetur  post  faciles  rediictiones: 

^    ^    )  MM 

I  +^[j—-ßjKP,P,->^u)<^os2q.—2p^usm2q.^\- 

Cum  T,  L,  M,  N'  Constantibus  aequentur,  per  quatuor  aequationes  (9)  et  (11) 
sex  variabiles  9,,  q.,,  q-^,  p^,  p.,,  p:^  ad  duas  revocare  licet.  Quoraodocunque 
hae  duae  variabiles  eligantur,  aequatio  differentialis  primi  ordinis  inter  eas  locum 
habens  prineipio  ultimi  Multiplicatoris  ad  Quadraturas  revocabitur.  At  duas  va- 
riabiles eligere  convenit  tales,  per  quas  reliquae  commode  exprimantur,  quales 
sunt  pi  et^:(.  Cum  solidum  nullis  viribus  acceleratricibus  sollicitetur,  aequationum 
dynamicarum  forma  tertia  §.  24  tradita  suppeditat 

dp,  dT  dp.^  dT 

dt  dq^    '  dt  dq,.    ' 

unde  aequatio  differentialis  inter  p^  et  p^,  quae  integranda  restat.  fit 

Partibns  dextris  aequationum  (9)  et  (11)  in  laevam  translatis,  aequationeni  (1 1) 
denotemus  per  11=  0,  aequationes  (9)  per  J/,  =  0,  7/3  =  0,  IT,  =  0,  erit  se- 
eundum  theoremata  generalia  §§.  24  et  11  tradita  aequationis  differentialis  (12) 
Multiplicator 

IV.  ()U 
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dn    dn,    dn,    dn. 


dT    dN     dL      dM 


dn    dn    dn,    dn^ 

Öf/j      dq,       dp^       dq^ 

Cuius  fractionis  ipsorumque  -^ —  et  -^ —  valores  sie  determino. 

Cum  sit  -TTTi^-  =  2,      „.,"   =  1 .    nuinerator   fractionis   antecedentis  eruitur 
öl  öN 


dn^     6n, 

"ÖL      dW 


:siüq^. 


E  variabilibus  p,,  q^.  q...  q-^  functio  Ilr,  unioam  p.,  implicat.  functio  Ui  unicam 
^2,  functio  JT.,  solas  </,  et  q,:  porro  fit  -^'-  =  1,  unde  fractionis  antecedentis 
denominator  evadit 


Fit  autem 


dn^     dn^     dn 

Ö?2            Ö^i            Ö(h 

dn^ 

=  —  jLsin(y„+jl/cos</J, 

dn. 

=  — jLsin(/.,H-iVcos(/„jeos(/j 

dn 

=      2f   . 

Unde  aequationis  differentialis  (12)  Multiplicator  fit 


(13)    ^l 


sm?, 


{Lsmq,-\-MQ,o&q„')u     (     cT 

At  e  (9)  et  (10).  brevitatis  causa  posito 

/,  =  LL+MM-i-NN, 
sequitur 

I  L^mq,+MmMi,  =  yLL+MM—p^p^  =  yii—NN—p^p^, 
(14)       11  =  (LsiB</.,+  iUcos<jr.>)cos(/j —  Nsmq^  =  yÄ — p^p^ — PaPs^ 
((/t— i^,/>,)sin(/,  =  (Lsinq.^-Jr  Mcosq„)p.^  —  Nu. 

Quibus  in  ipsius  /n   valore  (13)  substitutis  sequitur 
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(15)      ,     ^^    ^  1  f  ^'-^  ^'  ]. 

dT  dT 

Restat  ut  quantitates  ^ —  et  -^ —  solis  p^  et  p.f  exhibeantur. 

Quantitatis  u  valor  (10)  cum  quantitatem  ^3  non  iraplicet,  e  (11)  sequitur 
^^^^    '^^^  ^  (^  — ;f)lO^P,-«w)sin2^3+2p^Mcos2<?3!• 
Eius  quantitatis  quadratum  e  (11)  fit 

Unde  ponendo 

A\  =  —(p^p^-^uu)-hrfjP,P,-'2T, 
sive 


sequitur 


^^  =  w-'^H^-iW^^ 


(1«)  l|-=--i^'^'^ 


Cum  elementum  dt  natura  temporis  numquam  regredientis  semper  positivum  sit 

docet  fornuila  dp^  = ^ —  dt,  radicale  l^/vÄ,  negative  signo  afficiendum  esse 

uti  in  (18),  quamdiu  p^  crescat,  positivo  quam  diu  p^  decrescat. 
Ipsum  -^- —  e  (11)  eniimns 

0»)  w  =  t^l(j-ff)»-(i-|)f«"'^'>-".""-^'.>l- 


Fit  autem  e  (10)  et  (9) 

du                 i^'s+Pa'iOS?, 

Lsinq^+Mcosq., 
smq^ 

ideoque  e  (13)  et  (18)  obtinetur 

,0).-^- 

1                     1 
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Porro  ex  aequationihus  (11),  (16),  (18)  fit 


\{p,l\+uu\ 


undt 


„(4r-|^;,3;>3)-27.J/A'Ä, 


=  (z+i)"+(^-z)^"'=°^2^3+;',^^i°2g3> 


Hinc  valore  uu-\-p^p^  =  A — /J;,/):,  substituto,  e  (19)  et  (20)  eniitur 


8T    _    u{2T-^yp,iKK, 


(21)    M^^-  = 

dq,  (h~p^pJuYKK^ 

Unde  iani  aeqnatio  ditierentialis 
dT 

integrabilis  esse  debet,  per  formulas  (15)  et  (21)  evadit 


BT    , 


0, 


quae  per 


(22) 


2T-^]dp,^ 


(h-p,]\Xh-i\N-p^p^)i  {h-p^p^){h~p^p^  -p,^pj^ 

pAh v       c 

\h-P.P,)(h-l\p-p,P,)^  {h-p.^p^)yKK^ 

Quatuor  terminorum   dextrae  partis  primum    et  quartum   diiferentialia  completa 
esse   patet,   cum    primus   solam  p^,    quartiis  seciindum  (17)   solam  j9;,   implicet. 
Ponendo  p^^Xh  —  NN.^mip,  primus  terminus  fit 
—  iSidifi 

Pi 


1       ,      ,     -Vtgy 
~=^  (/arctsr ^^ 


unde  valorem  tgy 

(23) 


\h  —  NN — p^p^\^ 
■Ndp^ 


(Ä  —P,  P, )(/' —NN—p^p^)^ 


restituendo  evadit  primus  terminus 

1  A>, 

"  ~  j/T    '""'^^^  Yhyh^NN—p^p^ 


Si  in  dextra  parte  huius  formulae  in  locum  Constantis  N  ponitur  quantitas  p^. 
prodit  expressio,  utriusque  j^i  et  p.^  respectu  symmetrica;  unde  si  ipsam  quoque 
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quantitatem  jo,  pro  variabili  habemus  atque  utriusque  p^  et  p.^  respectu  diffe- 
rentiationem  instituimus,  provenire  debet  aggi*egatum  duorum  terminorum,  qui 
de  expressione  ad  laevam  aequationis  (23)  posita  derivantul^.  alter  ponendo  p^ 
ipsius  N  loco,  alter  ponendo  p^  ipsius  N  simiilqiie  /*.,  ipsius  />,  loco:  unde  de 
formula  (23)  deducitur  haec: 

(2^)     1  1 


1       \  h—p^p^  h—p^p^  ) 


ß—P,P,—PiPi> 


PiPi 


(/arctg     ,=-7= 

VA  yhyh—p^p^—p.^p.^ 

Quae  docet,  aequationis  (22)  terminos  secundum  et  tertium  iuxta  sumtos  et 
ipsos  differentiale  completum  constituere.  Formulas  (17),  (23)  et  (24)  in  aequa- 
tione  difFerentiali  (22)  substituendo  et  integrando  prodit  Integrale  quintum: 


(25) 


Const. 


J    (Ä-ft> 


1  Np^ 

— 1=^  arcte  — _  ,  

|/A  yh^h  —  I^N—p^p^ 


P,P, 


1  ,  P,Pi 

yh        yhy^—p.p—PiPz 


{- 


\dp.^ 


Tempus  ^  quod   unice  deterininandum  restat.  per  p.,  exprimitur  ope  forinulae 

<^P. 


(26) 


^+(onst.  = 


j't 


rKK, 


i- 


(fpi 


I/--I-(1-I)WI 


■2T+\ 


c-b)p.p^ 

ne  plani  inrarinhilis  usji  perfecte  inte- 


Ita  problenia  rotationis  propositum  iam 
gratum  est. 

Quod  planum   si  adhibere  placet  atque  pro  Coordinatarum  x  et   y  piano 
sumere,  fit 

Unde  e  (10).  (9)  et  (11)  fit  11=  -.Vsinf/,.  porro 


2T 


0,    p, 

1 


-N 


-Vk,       i>3 


iVcos  (/j 
1 


sin-o,  sin^o,H sin -o, cos-«/., 
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In  dextra   parte   tbrmulae  (25)   tenninus   secundus  evanescit,    tertius   immutatiis 
inanet,  primus  auteni  indeteiininati  specieni  iiiduit.     At  observo,  e  (9)  haberi 

-^>i  ^       A'tg(y,— «) 

Yh]/h-NN-pJ^    ~    Y^'-^L'+M'    ' 

siquidem  ponitui-  -— =  tgnr.     Hiiic  si  poniiiius />  =  0.  J/=0  atque  Constantem 

Constanti  arbitrariae  adücimus.  formula  (25)  evadit : 


Yh 


ubi  K  et  Kl    valores  (17)    immutatos   servant. 
immutata  manet 


Nee   non   temporis  f  expressio 


^+Const. 


Ykk, 


Formularum  antecedentium  ope  variabiles  oiunes  maxima  eoncinnitate  exhiberi 
possunt  per  functiones  ellipticas,  quarum  argumentum  tempori  t  proportionale 
est.  Quod  egi-egie  expositum  invenis  in  Commentatione  inaugurali  Gl.  A.  S.  Rueb 
Roterodamensis  ,de  motu  g}Tatorio  corporis  rigidi''.  Traiecti  ad  Rhenum  a.  1834 
publicata. 

In  bis  quaestionibus  de  rotatione  solidi  atque  de  motu  puncti  vei-sus 
duo  centra  fixa  attracti  data  opera  analysi  usus  sum  inelegantiore.  ut  demon- 
stretur,  ea  problemata  ope  principii  ultimi  Multiplicatoris  etiara  absque  artificiis, 
quae  non  ita  in  promptu  sunt,  ad  iinem  perduci  posse. 


De  problemate  trium  corporum  in  eadem  recta  motorum.     iSubstitutio  Euleriana. 
Theoremata  de  viribus  homogeneLs. 

Paucis  adhuc  agam  de  tribus  corporibus  se  mutuo  attrahentibus  in  eademque 
recta  motis,  quippe  quod  problema  varia  de  Multiplicatore  proposita  exemplo 
illustrandi  occasionem  commodam  praebebit.  Ope  principii  conservationis  virium 
vivarum  quaestio  in  aequationis  difterentialis  secundi  oi-dinis  integrationem  redit. 
At  Eulerus  olim  absque  Integrali  ab  illo  principio  suppeditato  reduetionem 
problematis  ad  aequationem  difFerentialem  secundi  ordinis  per  substitutionem 
memorabilem  effecit.     (Cf.  Noi'.  Coynm.  Ac.  Petrop.    Vol.  XI  pg.  144  sqq.,  Nova 
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Acta  Vol.  111  pg.  126 — 141.)     Quam  rem  hie  ita  repetam,  ut  simul  per  idoneam 
variabilium  electionem  formularum  symmetriae  consulam. 

Sint  m,  m',  m"   tria  eiusdem  rectae   puncta  massis  //;,  m',  in"   praedita 
sitqiie   in'  inter  m  et  m" .     Designante  0  rectae  punctum  iixum,  ponatur 

()m  =  .(•,      0  m  '  =  J'j ,      Om"  =  x^. 

Si  directionem  motus.  qua  punctum  a  ni  ad  m',  a  m'  ad  in"  fertur,  positivam, 
directionem  oppositam,  qua  punctum  a  m"  ad  vi',  a  m'  ad  m  movetur.  nega- 
tivam  dicimus,  statuo  x,  x\,  x»  quantitates  positiv as  aut  negativas  esse,  prout 
a  puncto  fixe  0  ad  puncta  m,  m',  m"  directio  positiva  aut  negativa  est.  Ubi 
massae  m,  in',  m"  se  mutuo  secundum  legem  Neutonianam  attrahunt.  fit 
d'-x  ni'  .         ni" 


(1) 


d'x,     711  m" 

-^-  -  -  (^.  _.,)^  *         "^(^^F^f 

d'.ii,  m  m' 


dt'-  (x„ — xy        (x^ — -xj' 

Trlum  massarum  se  mutuo  attrahentium  centrum  gravitatis  statuanms  in  quiete 
inanere.  quod  salva  generalitate  licet,  ipsumque  ponamus  centrum  gravitatis  esse 
punctum  fixum  0.  Hinc  tres  quantitates  x,  Xj,  x.,  duabus  aliis  ti  et  v  exprimi 
possunt  per  substitutiones  lineares 

(2)     .1'  =  au-\-f!i',     .Cj  =  a'u-i-ß'r,     ./■.,  =  a"u+fi"i'. 

in  quibus  «,  /?,  etc.  designant  Constantes  quascunque  satislacientes  duabus  aequa- 
tionibus 

(3)     ma-h'n'a'-\-m"u"  =0,     mß-h'n'ß'-\-m''ß"  ^  0. 

Quibus  ex  arbitrio  addamus  tertiam 

(4)     maß-hm',t'ß'-hm"a"ß"  ^  Ü: 
porro  ponamus 

/nttct-\-m'a'u'-\-)H"it"u"  =  /it, 
mßß+m'ß'ß'-^m"ß"ß"  =   v. 

Substitutis  (2)  in  aequationibus  difFerentialibus  (1)  et  additis  tribus  aecjuatio- 
iiibus  respective  per  ina,  in'a',  in"a"  .vel  per  lujt  in'/i',  m" ß"  inultiplicatis, 
(^btinetur: 

(d'u     m'm"(a' — a")  ?n"m(u — «"_)  viin'(a — «') 
^'"dt^  ~  ^  (.a^-xx     +      (^^=^)^      +^1^^;=:^-   ' 

Id'^v    m'm"(ß' — ß")  m"  ni{ß — ß")  mm'(ß — ß') 

"^dp-  -—{a^-xj-     ^      Q^-:^y      -^^{x-xy 
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Sit 

^a"—a'  =  n,     a"—a  =  a',     a'—a  =  a", 

^'^   \ß"-ß'  =  b,   ß"-ß  =  h;   ß'-ß  =  b'; 

unde 

\               a-{-a"=a',      b--{-b"=b'. 
\7n'm".ab-i-m"m.a'b'-\-mm'.a"b"  =  ()*); 

obtinent 

ir  inte 

•  ?/  et  V  aequationes  difFerentiales : 

(8)     . 

d'-u                   m'm"a               m"ma'                  mm'a" 

'^     dt-                  (au+bvy         (a'u-hb'vy         (a"u-i-b"vy 

d'v                    ■m'm"b                m"mb'                  mm'b" 

dt-  (au-tbi'Y         (a'u-k-b'vf         {a"u-\-b"vy 

multiplicatis  et    additis    factaque 
integratione  obtinetur  aequatio,  conservationem  virium  vivarum  exprimens: 

,  .        f    ( (hi\-        (  dvy\  m'm"  m"m  mm'  , 

designante  h  Constantem  arbitrariain. 

Quantitates  ,t/  et  f  ipsis  a,  h,  etc.  determinantur  per  formulas 

t  (>H-\- )»'-{- m")  1.1  =  m'm"a"-\-m"mu'''-\-mm' a"', 
\{m-\-m'-irm")v   =  m'm"  b'--i-m"7nb''--\-mm'b"-*''). 
Ponamus 

(11)       ,,  =  r  =  1. 

inter  quatuor  quantitates  a,  b,  a",   b"  locum  habebunt  tres  aequationes: 
I  »i+w'H-ra"  =  9n"(ni-\-m')a'-\-'2m"maa"-\-m(m'-^m")a"', 
(12)     I  ?«-|-m'-|-7«"  =  m"(m+m')b--h2m"mbb"-\-m(m'-\-m")b"'', 
I  0  =  yn"(vi-\-m')ab-^7n"m(ab"-ha"b)-\-m(m'-hm")a"b". 

Quae  demonstrant ,  quantitates  a  et  a",  b  et  b"  haberi  posse  pro  Coordinatis 
punctorum  in  terminis  positorum  quarumcunque  blnarum  semidiainetrorum  con- 
iugataruni  sectionis  conicae,  cuius  aequatio  est 

m-Jrvi'-\-m"  =  m"  {in-^m')x-^2m"mxy-\-m(m'-^m"  )y'\ 


*)  Haec  aequatio  sequitur  e  formula  iclentica 

(„,  +  „/+,„"  )(m„^  +  «.'«'/J'+m"«7")-(ma  +  m'«'+m"«")(m,?  +  m'/J'  +  m"/}") 

=  m'm"ab  -\-  m"ma'b' -\-  nim'a"b" . 

**)  Hae  aequationes  sequuntur  e  formulis  identicis 

{«,  +  ;n'+ra")(;/i«-' 4-"''«''''  +  "'"«"''^— (»'«+'«'«'+'«"«")■   =  m'm'' .a' +  m"m.a'- -{-mm'  a" 

(,„  +  „,'+„,")(,„  ;J-  +  ,„',i'-4-,„"^"-)-(„,,j  +  ,«V'+'''",^")-  =   m'm".lJ'  +  m"m.b'--\-mm'.b" 


I 

# 
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Si  pro  diametris  coniugatis  axes  principales  sumere  placet,  quantitates  a,  b,  etc. 
detei'minandae  erunt  per  aequationes: 

(13)     a^Acme,     a"  ^  A»n\t,     b  =  Bsina,     b"  ^ — Bcos€, 
ubi,  posito  br.   c. 

m"  {m-\-m'^-\-m(^iii"  -\-m')  =  n, 
et  nova  quantitate  M  iiitroducta,    angulus  *  et  quantitates  ^4   et  B   dautur  per 
tbrinulas: 

j  3/cos2f  =  vi'(vi" — m).  J/sin2e  =  2mm'\ 

(14)     ,  ^  I  rn-{-vi'-\-m"  '      "^       ^       ^ 


i(»+l/) 


B 


y-^ 


{n-M) 


Determinatis  «,  b,  etc..  invenitu 

(a  =  u' — a" ,     a 
(15)  ,  via"- 


ß'-H«,     ß  =  ß'—h",     ß"=ß'-i-b, 
mb" — m"b 


De  substitutione  hie  a  nie  adhibita  pluribus  egi  in  Commentatione   »sur  Velimi- 
nation  des  noeuds  dans  le  prob/ane  des  trois  Corps.'-     [Cf.  o.  h.  Vol.  p.  297.] 

His  de  Coefficientibus  substitutionis  linearis  (2)  obiter  adnotatis.  iam  novas 
variabiles  r,  (f,  s,  rj  introdnco  ope  substitutionis 


(16) 


Ex  aequationibus  differeutialibus  (8),  posito  fi  :=  v  =  1.  seqiiitur 

f/.S 


u  =  reo 

i<f.          V  =  rsüif/. 

s^]/7 

du     ,       dv 

dr      ""itr^'^ 

,,  =  1/.^ 

dv            du 
d(f           ''~df~'''dr 

(1-) 


/* 


— iV^'+^'- 


siquidem   ponitur  </*'  =  — —   atque 


(IS) 


ac09:(p-\-b»m(f  a'cos(f-\-b'sm(f  a"cosff-\-b"sm(^ 
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E  forimilis  (16)  et  (17)  patet,  detenninaüoiiem  motus  proi^ositi  p'endere  ah  inte- 
(jratione  dnarinn  aequationum  differentialium  primi  ordinis  inter  tres  variabiles 
(p,  s,   rj: 

(19)     d(f  :  ds  :  dq  =  1]  :  ^s--^rf'—0  i—^stj-^iH'. 

Quas  aequationes  differentiales.  quia  a  Constante  generali  h  vacuae  sunt,  sim- 
pliciores  censere  licet  iis,  quae.  noii  adhibitis  substitutionibus  (16)  aut  earum 
similibus,  adiumento  aequationis  (9)  per  iinius  variabilis  eliminationem  obtinentur. 
Integratis  (19),  suppeditabit  formula  (9)  valorein  ipsius  r.     Nimiruni  cum  sit 


(^)-(-^f)'- 

'  dr  y 

■(-jf)" 

=  - 

fit  e 

(9) 

(20)     r- 

=  |!*- 

-W+n 

Ol- 

Den 

que 

teinpus  /  invenitiir  forinii 

la 

(21)     dt  = 

.^-dr 
s 

_  MV^ 

d^. 

lani  aequationum  differentialium  (19)  investigabo  Multiplicatorem   N. 

Si  adhibemus   formulam    differentialem,    qua    generaliter   Multiplicatorem 
definivi.  fit 


_  J 

dXügi^ 
d^ 

d(f 

d{h 

ds 

-fl>)  ^  d(- 

«D') 

ue 

e  (16) 

(22) 

d\ogN  = 

-i- 

-dcf- 

=  -i-^; 

N  = 

1 

Unde   substituendo  (20)   et   lactorem    constantem  Vh    reiiciendo,  ßt   aequatiomu 
differentialium  (19)  MuUiplicator 


Qui  Multiplicatoris  valor  valet,  quaecunque  anguli  (f  sit  f'unctio  fp,  qua  aequa- 
tiones differentiales  (19)  afficiuntur. 

Multiplicatorem  etiam  per  praecepta  generalia  Cap.  II.  tradita  hoc  modo 
indagare  licet.  Scilicet  aequationum  differentialium  (8)  Multiplicator  est  unita.^. 
Unde  aequationum  differentialium 


dr 
dt 

= 

Mr 

' 

dff  _     1] 

dt       yr 

ds 
dt 

= 

1 

1^ 

s^+rf'— 0)), 

dt 

= 

1 

^[7^ 

!- 

-i'/s  +  O»'! 
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(23) 


Multiplicator  aeqiiatur  unitati  divisae  per  quantitatum  r,  (p,  ■■<,  ij  Determinans, 
variabiliuni  u,  v,  —j— ,  -rr  respectu  foriiiatuni.  Quod  Determinans,  cum  quan- 
titatum r  et  (f  valores  ab  ipsis  -j-  et  —j—  vacui  sint,  aequatur  pi'odueto  De- 
terminantis  quantitatum  r  et  (f  ipsai'um  u  et  v  respectu  et  Determlnantis  (juan- 
titatum  .y  et  »/  ipsarum  -j—  et  -r—  respectu  fbrmati.  Quoi'um  Determinantiuui 
alterum  tit  — ,  alteruin  r,   unde  aequationum  (23)  Multiplicator  et  ipse   =  1    in- 

venitur.  Deinde  si  Integralis  (20)  ope  eliminatur  variabilis  r  siniulque  de  aequa- 
tionibus  differentialibus  (23)  prima  reiicitur,  Multiplicator  aequationum  differen- 
tialium,  ea  eliminatione  ad  minorem  numerum  paucioresque  variabiles  reductarum, 

secundum  §.  10  aequatur  difFerentiali  partiali  -^ ,  designante  h  Constantem 
arbitrariam,    qua  Integrale  (20)  afticitur.      Quod  difterentiale   partiale  e  (20)  fit 

j- ■     Denique   aequationum    difterentialium  (19)   Multiplicator   invenitur   divi- 

dendo  per  Yr^,  quippe  per  quod  multiplicandum  erat,  ut  quantitates  ad  dextrara 
aequationum  (19)  prodirent;  unde,  faetore  constante j-  reiecto,  prodit  aequa- 
tionum (19)  Multiplicator  — ^  ,   uti  supra. 

Cognito  ipsius  N  valore,  si  aequationum  differentialium  (19)  integratione 
prima  exprimitur  variabilis  rj  per  ^,  s  et  Constantem  arbitrariam  a,  princi[)io 
Ultimi  Multiplicatoris  obtinetur  alterum  Integrale 

/■  drj      rjds  +  \0 — ^s' — ''}'\d<p    _ 

ubi  sub  integi-ationis  signo  post  valorem  ipsius  »/  substitutum  ditlerentiale  com- 
pletum  habetur  atque  ß  Constantem  arbitrariam  designat.  Eulerus  integrationem 
primam,  etsi  succederet,  in  hac  quaestione  parvi  adiumenti  fore  putavit,  cum 
de   ulteriore  integratione  desperandum  esset.      At  novo  principio  generali   ultimi 
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Multiplicatoris  ipsani    ulteriorem   integrationeni    absolvere    licuit.    (]iiin    de  prima 
integratione  nihil  constat. 

Evanescente  h,  habetiii-  aequatio  integralis  partieularis 

(24)  *  .=  w'+^n. 

iindf    Ulla    tantiiin    integranda    manet   aequatio    ditferentialis   prinii   ordinis    inter 
duas  variabiles  s  et  (f: 


Cuius  aequationis  ditferentialis  Multiplicator  M  definitur  tbrnnila 


dxf  6s  ]/2^  —  s- 

unde   ßj\I  =  Vr.       Invento   aequationis    difFerentialis  (25")    Integrali    eiusque    ope 
expressa  (f  per  .•-■  et  «,  fit  M~^  =  -t^  .  ideoque 

designantibus  a  et  ß  Constantes  arbitrarias. 

Formulae  prorsus  analogae  habentur,  si  mutaae  attractiones  non  distan- 
tiarum  quadi-atis  inversis,  sed  aliis  quibuscunque  potestatibus  proportionales  sunt. 
Observo  tarnen,  casu,  quo  triuin  corporum,  quae  in  eadem  recta  moventur.  mutuae 
attractiones  cubis  distantiarum  inverse  proportionales  sint.  motam  totuni  tantum 
ab  unica  Quadratura  pendere. 

Si  vires  sollicitantes  in  motu  systematis  liberi  functiones  Coordinatarum 
homogeneae  quaecunque  sunt,  generaliter  per  suljstitutiones  antecedentibus 
slmiles  systematis  aequationum  difFerentialium  ordinem  luiitate  diminuere  licet, 
quantitate,  cui  Coordinatae  proportionales  statuuntur,  eliminata.  Quam,  doeet 
theoria  nostra,  aequationum  differentialium  iis  substitutionibus  reductarum  Multi- 
plicatore  determinari,  ideoque.  si  illae  oomplete  integratae  sint,  Determinante 
functionali,  quo  earum  Multiplicator  detur.  variabills  quoque  eliminatae  valorem 
absque  Quadratura  suppeditari.  Si  princi[)ium  conservationis  vii-ium  vivarum 
valet,  eo  ipso  variabilis  eliminata  determinari  potest,  unde  vice  versa  aequa- 
tionum difFerentialium  reductarum  Multiplicatorem  eruere  earumque  ultimam 
integrationem  reducere  licet  ad  Quadrataras.  Excipiendus  est  casus  partieularis, 
quo  Constans  arbitrai-ia.  quae  valori  semisummae  virium  vivarum  accedit,  nihilo 
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aequiparatur.  Eo  casu  aequationum  difFerentialium  reductarum  habetur  Integi'ale 
particulare,  unde  ordinem  systematis  earum  denuo  unitate  diminuere  licet;  quan- 
titas  eliminata  autem  rursus  determinabitur  Multiplicatore  systematis  aequationum 
differentialium  bis  reductarum.     Hinc  sequens  nanciscimur  theorema: 

^Sint  vires,  quibus  systema  liberum  n  punctorum  materialium  soUicitatur, 
functiones  Coordinatarum  homogeneae,  valeatque  principium  conservationis 
virium  vivarum;  casu  pai-ticulari ,  quo  Constans  arbitraria  valori  virium 
vivarum  adiicienda  nihilo  aequatur,  systematis  aequationum  difFerentialium 
ordo  duahus  unitatibus  diminui  sive  problema  revocari  potest  ad  integi-a- 
tionem  %n  —  ?,  aequationum  difFerentialium  primi  ordinis  inter  6«  — 2  va- 
riabiles;  quibus  complete  integratis,  obtinetur  valor  (6n  —  1)'"^  variabilis  per- 
differentiationes  secundum  Constantes  arbitrarias  institutas.  qui  valor  in 
novam  Constantem  avbitrariam  ducitur:  6»*^  variabilis  principio  conser- 
vationis virium  vivarum  determinatur,  postreino  tempus.  ut  semper,  obti- 
netur Quadratura." 
Quae  liac  Analysi  demonstrantur. 

Sit  X  una  2>n  Coordinatarum,  sit  m  massa  puncti,  ad  quod  ea  pertinet, 
ponatur  -^j— =  x\  habeanturque  3  m  aequationes  difFerentiales  m^—  =  X,  de- 
signante  X  functionem  Sn  Coordinatarum  homogeneam  i"  ordinis.  Ad  quan- 
titates  analogas  denotandas  indices  subscriptos  adhibebo.  Summationibus  semper 
ad  onines  Sn  Coordinatas  extensis,  pono 

2mx°  ^  r-,     x  =  r(j,     x'  ^p|//"+\,     /■' =  pT/v+i,     X  ^  r' Q, 

unde  quantitates  Q  erunt  solarum  quantitatum  q  functiones  et  ipsae  homogeneae 
/"  ordinis.     His  statutis  obtinetur 


(27) 


dt 

,e'          .rr' 

-  =  y.. 

-'•(/'- 

dp 

X 

2 

x'r' 

HfT  ~ 

mV?^^ 

1/^ 

?e): 


V^.(i—K'+i)Ps] 


Imqp  =  e. 

Hinc  inter  variabileui  r  et   Gii  variabiles  q  et  p  obtinentur  6«  aequationes  difFe- 
rentiales  primi   ordinis: 

r  dr  :  dq  :  dq^  :  ...  :  dp  '■  dp^  :  ... 

(28)  Q        i-i-1  Q,         »•+1 

=  '■(>:p-go:p-q^o:...:-^ 9~  PS-~ 9~/'.e:--, 
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in  qiiibus  suppono  ijjsius  p  substitutura  esse  valorem  Zmqp.    Si  de  parte  dextra 
TQ,   de  laeva  dr  reiicitur,  aheiint  formulae  (28)  in  6«  — l    aequationes   diffei'en- 
tiales  inter  6»  variabiles  q  et  p. 
Sequitur  e  (28): 

<lr  -.^d^irnji]  =  ;•  :  1  —  Imqq, 
unde,  designante  c  ConstaiitL^m  arbiti-ariani,  tit 

(29)     r\l-:Svujq)  =  c. 
Valente  principio  viriiim  vivarum.  designet  Ä'  functionem  ipsarnni  q  homogeneam 
(;'-|-l)''  ordinis  = -^ — -  2^qQ  =  j  ^Qdq.  atque  h  alteram  Constanteni  arbitrariam, 
obtinetur 

(30)     r'+'(K—^2mpp)  =  h. 
Vocemus  31  Multiplicatorem  aeqaatiünuui  difterentialiuni  (28),  erit 

,,      ,,       Udr  - 

rflog  J/H =  0. 

ro 

siquidem  (7  designat  sunimam  quantitatum  rp,  ^j  —  qp,  etc.,   -^ ^ — })p  etc., 

respective  secundum  variabiles  r,  q,  etc.,  p  etc.  differentiatarinn.     Quae  summa, 

^  =  7n  q,  evadit 
';)  •" 

U=y.o,     ubi     ;,=  i_^(/+3)(3«  +  l). 

unde  sequitur 

(.31)     d\ogM=—xd\og>\     M=r~''. 

In  quaestiüue  proposita  non  adbibendum  est  Integrale  completum  (29),  sed  par- 

ticulare,  pro  quo  fit  c  =  0:  substitutiones  enim  adhibitae  suppeditant  aequationem 

2>nqq   =    1. 

cuius  ope  on  variabiles*^  ad  alias  3»  —  1  variabiles?/'  reducere  licet.  Vocemus 
H  Determinans  functionale  on  —  1  quantitatum  iv  et  quantitatis  1 — ^mqq, 
Ort  variabilium  q  respectu  formatum,  sintque  aequationes  diflerentiales  reductae 

(        dr:,!w:dn-   :...:dp:dp,  :... 
^■^-'>     \=  ro:  W:  U\:...:P  :  P,  :.... 

secundum  regulas  generale?  fit  aequationuni  (32)  Multiplicator 

~    i/r-'  !!)"+■' 

Qui  satisfacere  debet  aequationi 


cum  sit  -~  =  mp,  -^  =  mq,  evadit 
dq  '       dp  •'' 
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d\ogr   (  dW  8W,  SP  dP,  ] 

(33)     ^logiV+-^{,  +  ^^+^+..-t-^  +  ^  +  ...j  =0. 

Si  vocamus  L  Multiplicatoreni  ß)i  —  2  aequationum  diiFerentialiuin  primi  ordinis 
inter  3«—!  variabiles  w  et  3«  variabiles  p  locum  habentium. 

(34)     dw  :  dw^  -....-.dp:  dp^  : ...  =    W:  \\\  : ... :  P:  P,  : ..., 
(leterininatiir  L  forimila 

dw  ( ew       dW,  6P        dP,         ] 

linde,  cum  e  (32)  sit  -^-  =  '  ^^'   ,  e  (33)  sequitur 

JlogL  =  dlogNr, 
ideoque  aequationum  (34)  lit  Multiplicator 

(35)      L  =  r.\  =   jy  ^,;,+,    =   jy_^.i'-j(,;+3)ö»+i)    ■ 

Aequationibus  (34)  complete  integratis.  quantitas  L  per  theoremata  initio  huius 
Commentationis  proposita  obtinetur  formatione  Determinantis  functionalis,  ideoque 
variabilis  r  ope  aequationis  (35)  absque  Quadratura  per  variabiles  w  et  p  de- 
terminabitur.  Si  conservatio  virium  vivarum  valet,  dabitur  r  aequatione  (30), 
unde  eo  casu  dato  variabilis  r  valore  vice  versa  aequationum  differentialium  (34) 
suppeditatur  Multiplicator 

(36)    L  =  L^_3_^_-. 

H.(K—^2mppy+^'^    - 

Seorsim  examinemus  casum  particularem  h  =  0,  quo  fieri  non  potest,  ut  ipsius 
r  per  quantitates  iv  et  p  deterihinatio  ex  aequatione  (30)  petatur.  Eo  casu  ope 
aequationum 

2m  qq  =  1,      \2mpp  =  K 

poterunt  6«  quantitates  q  et  p  ad  (in — 2  alias  quantitates  ?•  reduci.  Sint 
aequationes  differentiales  reductae 

(37)     dr  :  dc^  :  rfw, : ...  :  dv^.^_,  =  tq:  F,  :  V,:...:  ^;„_,, 

sitque  G  Determinans  functionale  6u  —  2  quantitatum  v  duarumque  2^mqq  et 
K — \^viqq,  6/1  variabilium  q  et  p  respectu  ibrmatum:  secundum  regulas  ge- 
nerales  Cap.  IL  traditas  erit  aequationum  differentialium   reductaruin  (37)  Multi- 
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plioator 

M  1 


denominatore  r''^'^  inde  proveniente,  quod  in  aequationibus  (29)  et  (30)  functiones 
Constantibus  arbitrariis  c  et  A  aequatae  per  r-  et  r''^'^  nuiltiplicantur.  Eadem 
ratione,  qua  supra  Multiplicatorem  Z  e  A^  deduxi,  sequitur,  Q>n  —  3  aequationum 
differentialium  primi  ordinis,  inter  ßn  —  2  variabiles  v  locum  habentium, 

(38)     rfi-,  :  dv., :...:  dr^.^_.,  =    V^:  V,:...:  V^^_., 
Multiplicatorem  tieri 


(39)     v  =  fir 


-1) 


G.r- 

Aequationibus  (38)  complete  integratis.  Multiplicator  y  Determinante  functionali 
datur,  ideoque  ope  tbrmulae  (39)  variabilis  r  valor  per  quantitates  v  sine  Qua- 
dratura  determinatur.  Qui  insuper  in  Constantem  arbitrariam  ducendus  est, 
quippe  proportionalis  est  potestati  Multiplicatoris .  quem  factore  constante  arbi- 
trario  afficere  licet. 

§•  29. 

Piincipium  ultimi  Multiplicatoris  applicatur  ad  systema  liberum  punctoruni  materialiura 
in  medio  re.sistente  motum.     De  cometa  in  aethere  resistente  circa  solem  motu. 

Determinatio  Multiplicatoris  etiani  in  (juibusdam  problematis  mechanicis 
succedit,  in  quibus  viribus  sollicitantibus  aliae  accedunt  e  medii  resistentia  natae, 
veluti  in  motu  puncti  in  medio  resistente  circa  centrum  fixuni.  vei'sus  quod 
secundum  legem  Neutonianam  attrahitur. 

Sint  rursus  puncti  massa  ?n,  praediti  Coordinatae  ortliogonales  .r,,  ?/,,  z^, 

,  ^^^i  ,  '^Sfi  ,  dz. 

sit    .r,  =  —r— ,  iji  =  —7-^ ,  r,  =  — T-^ .  atque  prtneti  velocitas 

!v  =  |V^;-+-(/'^;-f--;;;. 

Si  puncta  moventur  in  medio.  quod  cuiusque  motui  in  directione  tangentis  or- 
bitae  eins  resistit,  viribus  massam  w,  secundum  Coordinatarum  directiones  sol- 
licitantibus -X^,  Y^,  Zj,  quae  solarum  Coordinatarum  et,  si  pjlacet,  temporis  t 
functiones  esse  sup[)onuntur.  accedunt  vires  resistentia   medii  provenientes 

.r'  i/'  -' 

-m^f\ r  •  ^^ .    - w/,  r  •  -^ ,    — w/.  r  •  -^ . 

ubi    T",  est  solius  ;-,  functio  resistentiae  legem  exprimens  atque  /),  si  forma  cor- 
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poris  m,  non  respicitur,  est  solarum  .r,,  i/,,  z,  functio  aequalis  densitati  medü 
in  puncto  m,,  divisae  per  massam  ni,  et  multiplieatae  per  Constantem  super- 
ficiei  corporis  m^  proportionalem.  Est  igitur  motus  systematis  liberi  punc- 
torum  materialium  determinandus  per  systema  aeqnationum  dift'erentialium  se- 
cundi  ordinis  huiusraodi: 

d\,-^  1 

dt-  m 

d's^  1 


(1) 


X 

m       ' 

1 
F 

Z 


-fiK' 


-fJr^. 


-fi^r-r 


Quarum  aeqnationum  difterentialium  Multiplicator  iü/,  cum  functiones  X,,  7,,  Z,,  /j 
ab  ipsis  a;,'.  y',,  z]  vaeuae  supponantur.  detinitur  per  tbrmnlam  diflFerentialem 


d\os.M 


d(V.v-'.x'.)        d{V.v-Kyl)         d{V.v--\z]) 


(2) 


dXogM 
Jt 


Si  motus  in  piano  fit,  aequationis 
dlogM 

~~dt        ^ 


^f. 


dy; 

3»;      1 

f                   dV  1 

loco  habetur 

r               dV.  ) 

Si  motus  in  eadem  recta  fit,  habetur 


dlogM 


V. 


dV. 


unde  fit  ilf  ^  1,  si    V,  est  constans. 

Sit    V,  =  V,    sitqne    medium  uniforme    ideoque    quantitates    /'   constantes; 
sequitur  e  (2): 

Haec  docet  formula,  si  motus  fiat  in  medio  uniformi,  cuius  resistentia  velocitnti 
directe  proportioiialis  sit,  atque  vires  solHcitantes  Xj,  Yf,  Z,  a  solis  Coordinatis 
pendeant,  post  omnia  inter  quantitates  «,,  ?/,,  z^,  x-,  y',  z-  inventa  Iniegralia 
ultimo    loco    t   per   Coordinatam   aliquam    sine   nova    Quadraiura   exprimi  posse. 


*)  Pro  motu   iu  pla 


,   pro  luolu  iu  eaiie 


reotu  i/  = 

62 


490 


THKORIA  XÜVI  MCLTIPLICATORIS  SYSTEMATI 


Sint  enim  pro   niiuKTo  «  |nmctoniiii   niaterialium  6n  —  1   Integralia  inventa 

/;  =  .,.   F^==u,.   ....   /;„_,  =  «,,_,. 

ubi  (i^,  u...  etc.  sunt  Constantes  arbitrariae:  sit  x  iina  quaecunque  Coordinataruin 
atqiie  zi  Determinans  fuiictionuni  F^.  F.,.  etc..  quantitatum  respectu  omnium 
.)■,,  (/,,  :,,  .r,',  1/',  z[  {iraeter  x  fonnatiim:  seqiiitur  e  (3)  secundam  Multiplicatoris 
(lefinitioiiein  initio  liuliis  Comnientationis  traditam: 

desigiiante  r  novani  Constantein  arbitniriain.  Si  viriinn  sollicitantium  expres- 
siones  A',.  Y,.  Z,  praeter  inobilium  Coordinatas  ipsam  quoque  variabilem  t  con- 
tinent,  lianc  non  amplius  separare  licet;  at  docet  formula  (3),  comtante  Multi- 
plicatore  M  ultimam  integrationevx  ahsolvi  QuadraMris. 

Ponamns,  systema  piinctorura  materialium  sive  liberum  sive  certis  con- 
ditionibus  siibiectuui.  si  in  medio  non  resistente  moveretur,  conservatione  arearum 
gaudere,  valebunt  pro  motu  in  medio  resistente  tres  aequationes: 


(5) 


V. 
V. 


^,<) 


,f.^('r 


,v.  z'.)dt, 


Hinc    si   rursus 
sequitur 


F 


r,    et   quantitates    f,    omnes    eidem  Constanti   f  aequantui 


{Im^y^zl-z.ii])  =  ae-ft, 
(6)  2m(iz^xl—x^  zl)  =  be-'t, 

designantibus  a,  b,  c  Constantes  arbitrarias.  Patet  e  tbrmulis  (6),  si  elementa 
omnia  sphaerica  eiusdemque  densitatis  et  magnitudinis  supponantur,  atqzie  systema 
eorum  in  motu  in  vacuo  conservatione  arearum  gauderet,  eandem  locum  habere, 
si  motus  fiat  in  media  uniformi,  cuius  resistentia  velocitati  proportionalis  est. 
eandemque  fore  plani  invariabilis  positionem:  summam  arearum  autem  inde  a 
tempore  t  ^  0  descriptanim  et  per  massus  nuUtiplicataraui  non  sicuti  in  vacuo 
proportionalem  fore  tempori  t,  sed  qnantitati 

1-J-, 
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designante  f  Constantem  positivam,  ideoque,  tempore  in  infinitiim  crescente,  od  li- 
mitem  crescere  finitum.  Ubi  systema  liberum  est  ideoque  e  (6)  et  (3)  coiistat 
ipsius  M  valor  per  quantitates  o:,,  y^,  z^,  x',  y',  z\  expressus,  docet  principium 
Ultimi  Multiplicatoris,  praeter  tria  cognita  Integralia  prima  (6)  adhuc  ultimum 
Integrale,  inter  quantitates  .r,,  y-,  z,,  x',  y',  z'  locxm  habens,  Quadraturis  ah- 
solvi  posse. 

lam  unius  puncti  liberi  considereuius  motuni  planum  in  niedio  resistente. 
Qui  motus  deiinitur  duabus  aequationibus  differentialibus  secundi  ordinis 

(d'^x    ^ .    x'V 
dt-     ~  ''     V     ' 


ubi  A"  J', /Coordinatarum  orthogonalium  .r  et  y,  atque  rvelocitatis  c^y.r'^r'-t- ?/'?/' 
functiones  supponuntur.  Aequationuni  (7)  Multi[)licator  M  detinitur  formula 
differentiali 

dXogM  _     f  ö(.r'.-'  V)        diy'v-^  V)  \  _     j  dr\ 

^^)   ^rf^-M — ä? — + — W — J-^l'    ^+rfrj- 

Ponamus,  vini  soUicitantem  constanter  dirigi  versus  centrum  tixum.  quod  sit 
initium  Coordinatarum,  sive  esse  X:  Y=x:y,  sequitur  e  (7): 

/oN    f/iogC-fy/'— 3/.r')  _        r 

Unde,  si    1'=  r",  e  (8)  et  (9)  eruitur.  quaecunque  sit  functio  /', 

1 


(10)    M 


Qvy'—yx  )"+! 

Si    vis  attractiva    est   functio    radii  vectoris   ;■  sive    distantiae    a  centro 
attractionis,  (juam  functionem  designemus  per 

F'fA  -  '^-^0')  -  _  ^^■'-+^% 

Multiplicatorem  pro  lege  resistantiae  adhue  generaliore  assignare  licet.     Scilicet 
eo  casu  e  (7)  sequitur  formula 

(11)     d\irCc  +  F{r)\   =—f.vV.dt. 
<,),ua  iuncta  aecjuatloni  (9)  ]>atet,  si  a  et   b  Constantes  sint.  assignari  posse   Inte- 
grale expressionis 

/r(^.+  A)<//  =  -ad\},i-r^F(ry-Mk>g(.a/-->,y). 
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Expressione  ad   laevam  aequiparata  huic 
V        dV 


f[-J-^^)''  -  ''^^"''' 


(12)     V 
Qua  resistentiae  lege  supposita,  fit 

(13)    M  = 


Pro  motibus  incitatissimis,  sicuti  sunt  eometarum.  resistentiae  lex  formula  (12) 
expressa  non  a  rerurn  natura  adhorrere  videtur.  praesertim  si  Constanti  a  valor 
perparvus  tribuitur. 

Introducendo  Coordinatas  polares  sit 


r-eosy,     (/=/'siny. 


unde 
Ponaraus 
fit 
unde 


dr 


(14)     r'  =  1  2k— 4^— •2F(r). 


Hinc,  cum  sit  r'dt  ^  dr.  sequitur  e  (9)  et  (11): 
da  fvV 


(15) 


|2«-l^-2F(r) 


?/.-F 


ßß 


-2F(r) 


Si  motus  propositus  est  motus  cometae  circa  solem,  atque  densitas  aetheris  solem 
circumdantis  functioni  distantiae  a  sole  aequatur,  fit  /'  solius  r  functio.  Porro 
cum  sit    V  solius   r  functio.  ope  aequationis 


V  =  ]/2a—2F(:)-) 
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quantitates  v  V  et  y~'  V  per  «  et  r  exprimere  licet.  Unde  idonea  variabilium 
electione  efFectum  est,  ut  motus  comefae  circa  solem  in  aethere  resistente  tantum 
pendeat  ah  integratione  dnarum  aequationum  differentialium  primi  ordinis  inter 
tres  variabiles  et,  ß,  r:  qua  transacta  si  determinantur  a  et  ß  per  r,  ohtinentur 
(f  et  t  per  Quadraturas: 


(16) 


]/2ß- 


■2F(:r) 


-2F(r-) 


Antecedentia  valent.  (|uaecunque  sit  resistentiae  lex  sive  quaecun(j[iie  sit  V  ipsius 

V  functio.  Ubi  atitem  aetheris,  in  quo  cometa  circa  solem  movetur,  resistentia 
potestati  velocitatis  cuicwnque  proportionalis  est  sive  etiam  legem-  generaliorem  se- 
quitur  expressam  formula  V  =  if'~^  e^"",  in  qua  a  et  b  Constantes  quascunque  de- 
signant,  sive  aether  uniformis  sive  cum  distantia  a  sole  secundum  quamcunque 
legem  variabilis  sit,  quaecunque  sit  vis  attractiva  solis,  unico  cognito  Integrali 
reliquae    tres   integrationes  per    Quadraturas  absolvuntur.      Nimirum  determinata 

V  per  formulam  (12),  constat  per  formulam  (13)  aequationum  differentialium 
propositarum  (7)  Multiplicator  M;  eo  autem  cognito,  etiam  dabitur  Multiplicator 
i¥i  aequationum  differentialium,  quae  e  (7)  obtinentur  loco  ipsarum  x,  y,  x',  y' 
quantitates  r,  (f,  a,  ß  introducendo, 

dr  1 


dt 

i^—-^- 

-2F(r) 

dg, 

dt 

rr   ' 

du 
dt 

-fvV, 

dß 
dt 

-ßfv- 

-•F. 

Etenim 

aeqnatur 

Ar 

rr   Determ 

nanti  quantitatu 

n  X,  y,  x',  y', 

vari 

respecti 

t'oi'inato 

unde, 

si  reputamus, 

ipsarum  x  et 

1   ex 

M-ess 

(c  et  ß 

non   continere,  fit 

M,= 

öy 

d.v      dy  \  (  dx' 
-  dg  ■  dr  )  \  da 

dß 

dx' 
dß 

dy' 
"da 

= 

■M 

rM 

M 

da 
dx' 

öß 

'.W 

da 

dß 
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Si  uti  in  (15)  variahilem  r  loco  ipsius  /  pro  independente  adhibemiis,  Multi- 
plicator  antecedens  in  r'  ducendus  est,  unde  in  ipsum  M  redimus,  qui  ponendo 
T'=  y''-'e''""'  secundum  (13)  invenitur 

(17)    M  =  §-''€-"". 
Qui  valor   cum    non    afficiatur    variabilibus  (f    et    /   iisque  non    nia^is  afficiantur 
ditferentialiuin -^  (^^  -fr   '^■alores  (IT)),    erit    M  = /i^'' e'""    etiam    Multiplicator 
duarum    aequationuni    diflferentialium    prinii    ordiiiis  (15).    inter    tres    variabiles 
r,  a,  ß  locum  habentium. 

Quod   ut  directe  pateat,   pono 

ß  ß 


(18)     ry 


|/2a— 2F(7-) 


unde 


=  ]'2a-2F(r)- 
da  V    ' 


ßß 


] 


Ubi  insuper  brevitatis  causa  vocamus  B  solius  r  funetioneni 

(19)        ,.-f*-l)/.,,-.'F(r)    ^    J^ 
fit 

(20)     r  vf.  M  V  =  r  v^ß-^fe  i"""'  ""  =  Ä .  y  "*. 
Quibus  substitutis  si  elementum    independens   dr  Multiplieatori  M  proportionale 
statuimus,  aequationes  differentiales  (9)  evadunt: 


(21)     r/r-.da-.dß  =  ß-''e   ""  : 


dY 


■.R 


dy 


yi—yy     dß        yl—yy     da 
Quam  patet  ita  comparatani  esse  formulam.  ut,  dextris  partibus  vocatis  A,  B,  C,  fiat 

„-,,      dA         dB         8C  dB         dC 

dr  da  dß  da  dß 

sicuti  fieri  debet. 

Sint  u  et  w  duae  quaecunque  variabilium  r,  a,  ß  t'unctiones.  atque  ob- 
tineatar  e  (15)  sive  e  (21) 

(/;• :  flu  :  dir  =  ß-h^-aa  .J).  ß 
Sit  porro    inventum   aequationum  dift'erentialium  (15)   sive  (21)  Integrale,    Con- 
stante    arbitraria    c    aftectum.    cuius    ope    exprimantur    r,    n,  ß   per   c,  u,  w, 
ponatiuYjue 
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de  \du    dw      dw   du  J       du  \dw   de       de     dw)       dio  \dc     du       du    de  J  ' 

sequitur  e  principio  ultimi  MultipHcatoris  altera  aequatio  integralis 

J'j{Edu  —  Ddw\  =  Const., 
ubi,    et   ipsis   D   et  E  per   u,  w,  c  expressis,    sub    integrationis   signo   differen- 
tiale  completurn  subest. 

§.30. 

De  Multiplicatore  aequationum  diflerentialium  isoperimetricaruin. 

Sit  U  data  functio  variabilis   independentis  t,  dependentium  x,  y,  z,  etc. 

et  quotientium  earum  differentialium   x',  x",  etc.,  y',  y",  etc.,  z',  z",  etc.  etc. 

Si  proponitur  problema,    fiinctiones  x,  y,  z,    etc.   ita   determinandi,   iit  Integrale 

fUdt 
maximum  minimumve  evadat  seu  generalius,  ut  eins  Integralis  variatio  evanescat, 
constat,  problematis  solutionem   pendere  ab  integratione  systematis  aequationum 

differentialium : 

.dU  dU 


dx 

dt 

df- 

dU 

-t- 

„  dU 
df 

dU 

,  du 

dz' 

1 

,,  du 

^    dz" 

Quas  in  sequentibus  vocabo  aequationes  differentiales  isoperimetricas,  cum  pro- 
blema, quod  ab  earum  integratione  pendet,  nomine  licet  improprio  isoperimetrici 
appellari  soleat.  Quaeram  aequationum  differentialium  isoperimetricarum  Multi- 
plicatorem. 

Inchoabo  a  casu,  quo  ipsa  U  praeter  vai-iabilem  independentem  t  unicam 
continet  functionem  incognitam  x  una  cum  eins  differeritialibus  x',  x",  ...,  .r'"\ 
Eo  casu  unica  integranda  est  aequatio  differentialis  2n''  ordinis 


(1)    0=  V 


dU  dm'  dx"  ,  Ö«W 


dt  dt"  dt" 

Ex  aequatione  (1)  si  eruitui-  quantitatis  .i'-"'  valor 
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huiüs  aequationis  Multiplicator  il/secundum  (5)  §.  14  definitur  formula  differentiali 

dV 
dlogM  _  _    dA  _     ar'-«-') 

Jt        ~  ~  a.rC^"-')    ~        dV 

E   n-\-l    expressionis    V  terniinis   bini    ultimi   soli    continent    quantitatem   x^^"~^\ 
solus  ultimus  quantitatem  x''^"\  iinde  tit 


(2) 


,.  dU 

^    dt" 

Q^Cin) 

d.r^^-') 


dx^^"-') 


Quantitatum    ad  dextram   valores   suppeditat   formula    oeneralis,   quam  in   variis 
occasionibus  utilem  hie  apponam. 

Sit  W  functlo  quaecunque  varlaliilis  independentis  /,  dependentis  x  atque 
ipsius  X  quotientium  difFerentialium  x' ,  .i",   etc.;    fit 


fZ'"PF  _  d"\SW) 


^r-j-  ÖX  -+-  -t;— 77  Ö.V     +      etC. 

öx  öx 


dt"'  ,1t'"  dt'" 

Factis  diflferentiationibus  et  ubique  substituta  formula 

d'x  '  ■  ^  (/,+,) 


d'jdx''') 
dt' 

eruitur  quantitas  in  <)x^''  ducta: 


dt' 


=  dx" 


<V"  W 


(3) 


si  m  ^  y.,  usque  ad  tei 


dW                     ,    5W' 

.,     dW 

dx'")                         dd'-')          m{m—\) 

a^(,-.) 

dt'"        ""          df'"^          1         1.2 

dt'"--' 

>  y.,   usque  ad  terminum 

9«(m-l)(m  — 2)...(m  — x  +  1)                 dx 

1.2...;«                                    dt'"-"        ' 

terminum 

dW 

a^(x-m) 

+ßtc., 
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continuanda  est.     Posteriore  casu  formula  (3)  etiam  hoc  modo  exhiberi  potest: 

(/'"    W  dW.  y,  dW 

Fonmilae  antecedentes  (3)  et  (4)  immutatae  manent,  si  functio  W  praeter 
variabilem  dependentem  x  eiusque  quotientes  differentiales  alias  dependentes 
y,  z,  etc.  earumque  quotientes  differentiales  continet.  Si  functionem  W  plures 
variabiles  independentes  dependentesque  earumque  differentialia  partialia  affi- 
ciunt,  eamque  secundum  diversas  variabiles  independentes  diversis  vicibus  iteratis 
complete  differentiamus,  huius  quoque  differentialis  completi  differentialia  par- 
tialia simili  ratione  inveniuntur. 

Ponamus,  ipsius  x  differentiale  »'""   altissimum  esse,  quod  in  expressione 
W  obveniat,  sequitur  e  (4),  si  at  =  m-\-n, 


d'"  w 

'    dt"'         dw 

(5) 

Ö,r("'+")             ö^(") 

' 

+-U  — 1, 

dW 

)      ö^("-l)  ' ""     dt 

sndo  m  =  n,  m  =  n  — 

1  pi-odit 

,„  dU 

dt"             d'ü 

,n-I         dU 

^               dt"-^ 

d'U 

daß"^               3^C>.)Ö^(«) 

daß"-^) 

a^(")a.r(— ') 

.ndU 
^           dt" 

d'ü 

dx^->dd") 

ö^C2n-i)  ö«(")aa;("-')  dt 

Quibus  valoribus  in  tbrmulis  (2)  substitutis,  eruitur 

dv  d'u 

dx^'')dwi")  ' 


(-D-Tä^ 

i--r-^ 

unde  iani 

IV. 
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d]ogM 
dt 


rflog 


e'u 


dt  '  l  8x<-"^8d'')  J 

Multiplicatoris  M  valore  invento,  principio  ultimi  Multiplicatoris  ultima  integi-atio 
Quadraturis  absolvi  potest.      Sit  ex.  gr. 

ubi  E,  F,  G  ipsanim  ;  et  x  datae  functiones  sunt,  unde  eruitur 
d'U  EG—FF 


8a;' dk'  \E-^2Fx' 

Hinc,  proposita  aequatione  ditferentiali 


dU 


eu 

8.t 


=  0, 


si  per  primam  integrationem  x'  per  t.  x  et  Constantem  arbitrariam  a  expressa 
datur,  altera  integi-atio  dabitiir  formula 


P 


-(EG  —  FFXa:'dt—d.r) 


Const. . 


\E-h2Fa:'+Gj;'.t'\^ 
ubi  sab  integrationis  signo  difFerentiale  completum  subest. 

lam  statuamus,  functionem  U  praeter  variabilem  independentem  t  plu- 
ribus  affici  dependentibus  earumque  quotientibus  differentialibus,  omnium  autem 
variabilium  diiFerentialia  altissima  ad  eundem  n""°  ordinem  ascendere.  Sint 
variabiles  dependentes  tres  x,  y,  z:  tres  integi-andae  sunt  aequationes  difife- 
rentiales 

(7)     X  =  0,     7=0,     Z  =  0, 
posito 


(8) 


(-l/A- 


(-1)"  Y 


(-1)"  Z 


8U 
8a; 


8U 


8U 


8U 


dt 

,  8U 


d 

eu 

8x" 

df^ 

d 

8ü 

dt' 

d' 

dU 

8z" 

,n    dU 


••  +  (-1)" 


•+(-1)" 


•••  +  (-1)" 


d' 

5^(") 

dt" 

d' 

dU 

dyC) 

dt" 

d' 

au 

dzC^ 

dt       '        df  '  ^     -^^       rfü(») 

Ex  aequationibus  (7)  altissimorum,  quibus  afliciuntur,  differentialium  x^-''\  y^''"\  z'--"^ 
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petantur  valores,  per  differeiitialia  inferiora  ipsasque  variabiles  x,  y,  z,  t  expressi; 
quibus  i-espective  secundum  quantitates  x^^"~'^,  2/^^""'^   -(-'"-D  ditferentiatis,  fiat 


(9)    - 


ö.r(2'') 


df- 


5.(2.) 


linde  aequationum  differentialium  (7)  Multiplicator  M  secundum  (5)  §.  14  erit 
d\QgM 


(10) 


dt 


Quantitates  ii,  i\,  lo.^   determinandae   sunt  ternis   aequationum    linearium   syste- 
matis,  quae  solis  terminis  ad  dextram  positis  inter  se  differunt: 

dX 


(11) 


Ponamus 


(12) 


5^(2« -1) 

dY 


dz 


dX 


dY 


d'u 

d'u 


=  A 


d'u 


=  B, 
=  E, 


dX 

dzC'"- 

dY 

dZ 


ö^(«-i)Ö,(") 


Ö2("-l)5y('.) 

ö^(„-i)53(„) 
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In    foi-mulis   (5)    et    (6)    ipsi     W   substituendo    sex    functiones     ^  ,     ,      „  . ,  . 
,  pro  ipsa  x  autem  functiones  x,  y,  z  sumendo, 


dV  dU 

sequitui': 


(13) 


dx 


8X 


dX 


%("-!)    '        Ost"-') 

dx 
ex 

dX 

5,(2») 

dA 

df    ' 

dF 
=  n~ c, 

dE       , 


dY 
dY 


dY  dF 


dz 

dZ 

6yi^"^ 

dz 

02(2") 


dz 


dY 


dY 


dt 

dB 

dt 
dP 

dt 


dZ 

dy(2n-l} 

dZ 

Ö2(2"-l) 


dE 

dt 
_dD_ 

dt 
_dC_ 

dt 


5,(2»-i)  —  ■-  dt  '         52(-"->' 

Hos  valores  substituendo,  tria  systemata  aequationum  linearium  (11)  evadunt: 

dA 


(14) 


Au  -\-Fv  ->rEw 
Fu  -\-Bv  ->rDw 
Ell  -^Dv  +Cw 
Au^-\-Fv^~i-Eir^ 
Fu^-hBi-^-{-Dw^ 
£«,  +  i)r,  +  6'«', 
Au^-hFi\,-hEw, 
Fu,-hBv,-hDiv, 
Eu.-,-\-Di\,-\-L'ii:, 


dt 
dF 
dt 
dE 

dt 

dF 

dt 

dB 

dt 

dP 

dt 

dE^ 

~dt 
dP 

dt 

_dC_ 
dt 


-h(>, 


—  b, 


Quorum  systematum  Determinans  commune  si  vocatur 

(15)    R  =  ABC—AP'—BE'—CF'-\-2PEF, 
eorum  resolutione  algebraica  obtinetur: 


(l(\) 
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-Ru  =  n  I 
-R.,  =  n[ 
-Rw,,  =  n\ 


dR 

öa' 

dA          dR 

Ht-^^-dF 

dF         dR^ 

dt  ^^  dE 

dE\         dR            dR 

ITi^^-dF'-^-dE 

dR 

^  dF 

dF         dR 

dt  +  äß 

dB  ^^dR 

^t-^^^dD 

dB]         8R         ,  dR 

,  dR 

dE  ,  dR 
■dF+^dD 

dD          dR 

■  dt    ~^    SC 

dC\         dR           dR 

-dTi-^^-dE^-^-m 

Qiiibiis  fornnilis  additis,  termini  per  a,  h,  c  miiltiplicati  se  mutuo  destruunt,  iinde  prodit 
d\ogM  .  .  dR 

ideoque 

M=  R"  =  \ABC—Aiy'—BE'—CF'-^-2DEF]"- 
Quo  valore  invento,   si  per  oninia  praeter  unuin  Integralia  inventa  problema  in 
aequationem  difFerentialem  primi  ordiiiis  inter  duas  variabiles  redit,  huiiis  quoque 
Multiplicator  constabit. 

Adiumento  theorematum  generalium  in  fine  §.16  propositorum  ante- 
cedentia  extendere  licet  ad  casum,  quo  functio  U  praeter  variabilem  indepen- 
dentem  numeruin  quemlibet  dependentium  continet,  singularum  difFerentialibus 
altissimis  omnibus  ad  eundem  ordinem  ascendentibus.  At  si  diversarum  varia- 
bilium  dependentium  diiferentialia  altissima  in  functione  U  non  omnia  ad  eundem 
ordinem  ascendunt,  Multiplicatoris  aequationum  differentialium  isoperimetricarum 
determinatio  difficilior  est.  Scilicet  nascitur  difficultas  eo,  quod  casu,  quem 
innui,  aequationes  differentiales  isoperimetricae  formam  normalem  exuant,  qua 
altissima  diversarum  variabilium  differentialia  per  differentialia  inferiora  ipsasque 
variabiles  determinantur.  Reductio  ad  formam  normalem  cum  molestissima  ac 
saepe  inextricabilibus  dif'fieultatibus  obnoxia  sit,  demonstrabo  sequentibus,  quo- 
modo  generaliter  eruere  liceat  formulam  diflferentialem,  qua  Multiplicator  defi- 
niatur,  etiamsi  ipsa  reductio  eifecta  non  supponatur.  Quae  formula  in  pro- 
blemate  isoperimetrico  generali  proposito  ipsum  Multiplicatoris  valorem  sup- 
peditabit. 

§.31. 
De  rcductione  aequationum  diflerentialium   ad  formam   normalem  et  formula  nymbolica.  qua 
reduotarum  Multiplicator  definiatur.     yVequationum  differentialium  isoperimetricarum 
ad  formam  normalem  reductarum  Multiplicator. 

Datae  sint  inter  variabilem  independentem  t  atque  ii  dependentes  .r, . 
Xo,  ....  .r„  totidem  aequationes  differentiales 

(1)  F^  =  o,   F„  =  o,   .  .  .,   /;,  =  0, 
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non  ea  forma  normali  praeditae,  quae  permittat,  ut  difterentialiiim  singiilarum 
variabilium  altissimorum  valores  per  difFerentialia  inferiora  ipsasque  variabiles 
exprimantur.  Cuiusmodi  habentur  aequationes,  si  in  earum  una  pluribusve  altis- 
sima  differentialia  sive  omnino  desunt  sive  ex  iis  reliqiiarum  adiumento  aequa- 
tionum  eliminari  possunt.  Eo  casu  iteratis  aequationum  (1)  differentiationibus 
formandam  est  systema  aequationum  auxiliarium,  quamm  ope  totidem  difFeren- 
tialia eliniinando  forma  normalis  eruatur.  Varios  modos,  quibiis  ea  operatio 
institui  potest.  in  alia  Commentatione  tradam,  quippe  quae  qnaestio  multis 
egregiis  theorematis  nititur.  quae  uberiorem  expositionem  poscunt.  Hie  ob- 
servare  sufficiat,  si  ad  aequationes  auxiliares  formandas  aequatio  F,  =  0  sit  ß.^ 
vicibus  iteratis  diiferentianda,  ponaturque 

fh'' 
numeros  ?.^  ita  comparatos  esse  debere,   ut  ex  aequationibus 

(2)     <f^  =0,     ^,  =  0,     .  .  .,     9'„  =  0 
altissimorum  dift'erentialiuni  in  iis  obvenientium 

peti  possint  valores  per  difFerentialia  inferiora  ipsasque  variabiles  expressi. 
Unde  aequationes  (2)  per  se  consideratae  constituere  debent  aequationum  difFe- 
rentialium  systema  foi-ma  normali  gaudens,  multo  tarnen  altioris  ordinis  quam 
qui  systemati  aequationum  difFerentialium  propositarum  proprius  est.  Aequa- 
tiones enim  propositas  atque  auxiliares  praeter  ipsas  (2)  omnes  habere  licet  pro 
aequationum  (2)  Integralibus  earum  reductioni  inservientibus.  Quae  Integralia, 
licet  particularia,  talia  sunt,  ut  aequationum  difFerentialium  eorum  ope  reduc- 
tarum  Multiplicator  e  Multiplicatore  aequationum  (2)  erui  possit.  Etenim  si 
tantum  aequationes  (2)  proponerentur,  loco  aequationum 
d''"V.  d!''~'F. 


dt  '  dt 

ad  reductionem  adhiberi  possent  aequationum  (2)  Integralia  completa 

rf''"'F.  d''~'F 


dt'                         dt''  ' 
designantibus   cf,  4'^,   etc.    Constantes   arbitrarlas.      Multiplicator    auteni   aequa- 
tionum  reductarum   secundum   §.12    obtinetur   dividendo   aequationum  (2)   Mul- 
tiplicatorem  per  Determinans  /i  +  /..,H hß.„  functionum 
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rf"'-'F. 


F, 


<U  '  dt  ' 

formatum  respecta  difterentialium  eliminandorum ,  idque  sive  Constantibus  arbi- 
trariis  c$'\  4'^,  etc.  valores  generales  servantur,  sive  iis  valores  tribuuntur  par- 
ticulares,  uti  in  quaestione  proposita,  in  qua  omnes  statuuntur  evanescere. 

Aequationum  (2)  Multiplicator  definitur  formula   symbolica  §.16   tradita 
(.3)    dhgM  =  6\os2dzA[A:;...A^^\ 
posito 

d<f'. 


(4)     A^^ 
ecLindi 

(5)     ^1" 


6A': 


-  dt. 


-dt-hk.dA^'\ 


Has  quantitates  seciinduni  formulas  (5)  et  (6)  §.  30  sie  exhibere  licet: 

dF.  ...  dF. 

Unde  ad  condendam  formulam  (3)  sufficiunt  datae  aeqiiationes  (1)  numeroriimque 
^i,  h,,  .  .  .,  X,^  cognitio.     Observo,  si  ponatur 

designante  u  numeriim  quemciinque,  formalam  (3)  abire  in  hanc: 

(Hog ^ rY—  =  ^\(iZ^±A\Ai:  ...A^''\ 

\^±A[Ai;...A^y  >    -'         "' 

linde  obtineri  potest  variationis  formandae  simplificatio. 

In   problemate  isoperimetrico ,    quod    aequatione   d'füclt=^0    continetur, 

expressio    U  praeter  variabilem    independentem    t  contineat    n  dependentes    a:,, 

x^,  .  .  .,  .r„  atq  uedifferentialia  ipsius  x^  usque  ad  m'!"",  ipsius  .r,  usque   ad   m""", 

etc.:  erunt  aequationes  ditFerentiales  integrandae: 

du  ,„._,   8U 


(6) 


d"" 


rf'"'" 


F.  = 


dx'; 


dt"" 
u_dU_ 


d""- 


dt""'' 

-1  au 


d'"" 


df"^ 

du 


da 
dt""- 


J'"«: 


fr" 


F  == 


dU 

dic^"'" 


dt'"" 


dt'""- 
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Si  «ii  oinniuin  numerorum  ?»,,  Wj.  ...,  m„  maximiis  est,  aequationiiin  aiixi- 
liarium  systema  facile  constat  obtineri  dlfferentiando  aequationes  i\,^  0,  l\  =  0,  etc. 
respective  »n,  —  wu,  w,  —  m,,  etc.  vicibus,  unde  fit 


F,  = 
Hinc  ei-uitur: 


(7) 


A.,  =  Wj 7H.,,        Aj  =  >»! ? 

;*.,  ^  ?«j+»2,,       Pj   =  OT|  +  7 


o  =  y, 


9?? ,  +  Wl    . 


0  =  V, 


d"' 

dt"" 

du 

dt"" 

d" 

8Ü 

d"' 

_i     dU 

dw'r 

-1) 

d"' 

dt""-' 

_,    du 

eJ:- 

-I) 

dt""-' 

d"' 

_,   au 

dx'-:'"- 

-1) 

dt"" 


Unde  per  tbrmalas  §.  30  sequitur 


(8) 


%, 


d'U 


siquidem  ponitur 


Ö^f '!+"''> 

Ö.r 

'"■■>  e^^"'«' 

-rfi  =  . 

,  — - — 1 

'      dt 

ö'D' 

8'U 

Cum  Sit 


A'J  =  j;''     ideoque 


5,  =_ß,,    B 


dA'' 


0 


in  fornianda  variatione  (3)  binorum  terminonun  aggregata 

\8^±a[a:'...a" 


B 


8^±A',A\'  ...A'"^         \ 
-  "-B    \df 


l  8Al'  '■'  ö^'' 

evanesciint.  unde  ipsius  d\ogM  valor  (3)  eruitur 

S\og2±A[A:;...A^^^  =  m^d\og^±iA[A'^...A^"'' 
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ideoque 

(9)    M  =  \2±A[A:;...Al"^f. 

Qua  in  formula  ipsis  A'-*''  valores  (8)  substituendo  patet,  st  m,  maximitfi  omnhim 
?H],  m.j,  etc.,  aequari  M  potestati  mf"  Determinantis  functiomim 

du         du  du 

'■espectii  formati. 

Reductio  ad  formam  normalem  redu(i,ariimque  aequationuin  differentialiiim 
Multiplicator  sie  obtinetur. 

Quoniam  aequationibus  (2)  valores  quantitatiim 

determinaiitiir,  his  quantitatibiis  expressiones  y),,  (f.,,  .  .  .,  y„  aliae  aliis  afü- 
ciantiir  necesse  est,  ita  iit  eliminatio  successiva  locuni  habere  possit.      Sint 

Xp      z.,,      .  .  .,      x^ 
ipsi  numeri   1,   2,   .  .  .,  n  inter  se  permutati.  positoque 

P.,  =  (Ji' 

statuamus,  quantitates  af^^^  ipsam  y, ,  x'^f  ipsam  ^g,  .  .  .,  a;|,'"'  ipsam  y„  afficere, 
quo  nihil  impeditur,  quin  functio  (f^  praeter  x''^f  quantitatum  x^''^,  ar^''\  etc. 
alias  vel  etiam  onines  contineat.     Supponamus 

atque  fieri 

^1    =^2     =-"  =  ^„  =  a;     ^„+,  =  'i„+,  =  ---  =  ^,  =  /5;    etc., 
Vi  =  '^,+2  =  •••  =  /l,  =  e;     /l,_^,  =  /l,^2  =  •■•  =  ?.,  =  ff. 
Porro,  designante  //   numerum  ipso  ^-  non  majorem,  statuamus 


lam  ex  aequationibus   |)ropüsitis   et    auxiliaribus  eligamus   haec  «-Hl   systemata 
n  aequationuni: 

IV.  64 
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(10) 


^!-2)  =  0,     y$--)  =  0,    . 
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f;;-2)=0. 


/.'^   =0.         F.^  =  0,    .  .  .,       F    =0,    <//-",'=  0.    y(_-^)  =  0,    ...,    c/-")  =  0. 
Svstematf   priino.  seciindo,   etc..   ultimo  respective  (leterunuautiir  (jiuiutitates 


Jv,-i)       ^Cv.-i) 


.('^J 

,(!/«-') 


Unde  aequationibus  (10)  differentialia  oiniiia  exprimuntur  per  alia  bis  postreii 
infei'iora.     Eadem  ratione  aequationibus 

yf^^-i) ^ 0,  ^^-1'  =  0,  ....  y ;-"-''  =  0. 
y;;^--  =  0,   yf-5-^)  =  0.    ....    <^;-''-^)  =  0. 


y,,"'^ 


f^_  =0.      F^,  =0.   ...,       /-;   =0,   ylif  =  o, 

diftVrentialia  omnia  revocantur  ad  alia  i[)sis 

inl'eriora  et  ita  1)Oito.     Postreuio  advocatis  ai-quationibus 

^;.;r'  =  o,  y:x"  =  o.  . . ..  <ip^"  =  o. 

K+i  =0-     K-^-,  ='J'   •  •  ••       K  ='5' 

fit,   ut  differentialia  oninia  ad  alia   revocentur  iiiferiora  ipsis 

(11)   j/;^;-'-^,    .A^'=',    .  .  .,    ^^"''''. 
Foi'mulae,   quibus  ista  difFerentialia  (11)   per  inferiora  exprimuntur.  ipsum  con- 
stituunt  aequationum    differentialium   systema  forma  normali  gaudens,   ad  quod 
propositae  (1)    revocari    possunt.       Cuius    Multiplicator    secundum     theoremata 

Cap.  II.   proposita  eruitnr  ~ ,   desioiuinte   D  omnium  functionum 


AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIIM  VI 
Ueterminans  sumtum  respeetu  quaiititatmu 

■   J9.-I)  J9.-2) 


ARIUM  APPI.ICANDI. 


)07 


„w«-i) 


„('/«--') 


Fiinctiones  enim  illas  iiiliilo  aecjuiparando  obtinenius  aequationes  rediicendis  (2) 
adhibitas;  quantitates  illae  autem  sunt  ipsae  hariim  aeqiiationum  ope  eliniinandae. 
(^>llae  eliminationes  vidiimis  successive  iiistitui  posse,  ita  ut  aequationes,  quas  in 
eadem  liliea  horizontali  ]>osui.  per  se  constituant  systenia  totidem  quantitatibus 
idiminandis  sufficiens.  Tude  tit.  ut  Determinans  7)  productuni  evadat  o  sive  ). 
Deterniinantium  functloiiarnun   siniiilieioi-uni: 


n. 


xnz± 


8(f^- 


d(f'- 


dJ''" 


X/7^± 


H. 


Ö^^I^ 


si(piideni  in  hac  Ibrmula.  desi^nante  //  indiceni  in  funetione  aliqna  /'  obveuientem 
ipso  nf(h)  designatur  productuü)  /'(,")/'(/' +  !)/(/'  + 2)... /\;').  Lim  in  Ibrmula 
antecedente  singula  Determinantia  functionalia,  quae  idem  signum  77  amplectatur, 
observo  inter  se  aequalia  evadere  eademque  fore  ac  si  ubique  index  —h  omit- 
terctur.      Unde  si  ponimus 

S</'^~''''  6(p. 


A"> 


dF. 


dx. 


(9,—'.;) 


ibtinetur 


(12) 


i:5'ztyi' 


|('-+l)^jC'-+2) 


ÖOS  TIIEOIUA  NOVI  MULTIPLICATORIS  SY.STEMATF 

Posito 

(13)   i±a^^Pa^;:^\..a^:^  =  ß,, 

valoi'  antecedens  lit    /?oi?|,^''i?;,~''.../?"~\  qui  etiani  sie  exliil)en  potest: 

(14)  D  =  Ä;;ß|'-''ßJ'-''...Ä',::_-'"-', 

qua  de  formnla,  si  bini  nunieri  se  proxinie  insequentes  /,  et  ii,^.,  inter  se  aequales 
existunt,  potestateni  i?, '        '   unitati  aequalem  reiicere  licet. 

Reductiones,  quibus  aequationes  differentiales  propositae  ad  f'onnas  nor- 
males antecedentibus  assignatas  revocantur,  eae  sunt,  quae  omniiun  simplicissimo 
modo  efliciuutui-.     l'ro  (juibus  supponere  licet  a  =  0  sive  simul  de  omnibus  nu- 

meris  A, .   L /„   eorum  rainimum  detrahere  licet:    nam   aequationum  auxi- 

liarium  (Ki)  nonuisi  ultima  series  ad  reductionem  adhibebatur.  Formae  normales 
illis  reductiunibus  simplicissimis  erutae  tot  existunt  inter  se  diversae,  quot  modis 
nuuieri  1,  2,  ....  »  in  talem  ordlnem  ;i'j,  ;<.,,  .  .  .,  a„  disponi  possunt.   ut  quantitates 

A'*J"'     aequationilnis      y,    =0.       f/.,    ^0.     ....     yi^,  ^  0, 
Ay''      aequationihus    fy^^      _  0,     y     ,  ^  0.     ....     y,=  0, 


Jlr+-^ 


aequatiunilius    (f ^^  =  0,     q^ 


0 


deteruilnentur.  siipiidem  in  ae(|uationibus  illis  q\iantitates  illae  solae  [tro  in- 
cognitis,  reliquae  pro  datis  habentur.  Keductiones  ad  has  formas  pauciores 
poscunt  aequationes  auxiliares  eliminationesque  ac  si  proponeretur  reductio  ad 
ullani  aliam  formam  normalem,  ex.  gr.  reductio  vulgaris  ad  unicam  aequationem 
diiferentialem  inter  duas  variabUes,  quae  vel  omnium  maxime  prolixa  est. 
Neque  pro  aliis  formis  normalibus  Determinans,  per  quod  M  dividendum  est, 
concinnitate  expressionis  (12)  gaudet. 

Antecedentia  ad  problema  isoperimetricum  propositum  applicemus.    Aequa- 
tionum differentialium  (7)  unaquaeque  siuiul  omnibus  altissimis  diffei-entialibus 


ai'ticiatur;     uade    ipsi    ;f, .  a.j,   .  .  .. 
quoainquc.  modo  pei-mutatos.      Fit 

''•,  =  '"1—"','     7,=/ 


y.„    designare  possunt    numeros    1 ,   2 , 


uide  )i  quantitates  (l  1)  abeunt  in  quantitates  .i:^'"'"^'""' ;   porro  fit 


\  / 


AEQUATIONUM  DIFFERENTIALIUM  VULGARIUM  APPLICANDI.  509 

dF.  8'U 


eil-     '  dx     '  da. 

Xf  Xf  I 

Ilinc,  collectis  fonnulis  (9)  et  (14).   f]uit  sequens  theorenia. 

Tlicorema. 
..PriypoiK/fur  {»tegralc  .1  Udt  Maximum  Miniinnvire  reddere,  expressioiie 
U  praeter  varkthilem  indepjendentem  t  continente  n  dependentes  x^,  x.,,  .  .  .,  x„  uiut 
cum  earum  differentialibus,  respective  usqiie  ad  m'"'",  m'^"',  etc.,  m'^'"  ordinevi  as- 
cende)itibus ;  designantihus  ;^],  x.,,  ....  i<„  numeros  1,  2.  ....  ii  quocunqtie  ordine 
d/'spositos,  integrandae  ernnt  n  aeqnationes  dißerentiales 

^K+".,,)  _  /^_^      ^0..+"..J  ^j^        ,>„.  "..„)  _  ^^_^ 

iv  quibus  L,,  L^,  ....  L„   ipsis  differentialibus  altisaimis   ad  laevam  positis    non 
(ifficiuntur:  si  m^  ~>  m.,  >  m., . . .  >  m„_i  ^  m^,  poniturque 

(,)  d-U  p    _    ^_,_    .0+1)    .(-+2)  An) 

öx,^      öx. 
illarum   n  aequationum  differentialinrn  habetur  MuUiplicafor 

R'"' 


^'"-"'■'^"-"•'...^""7' 


Integralibiis  omnibus  praeter  unuin  inventis  eorumque  ope  totidem  quan- 
titatibus  variabilibus  eliminatis,  si  aequationes  x^"''^'"'''  =  Lj  etc.  ad  aequationem 
diiferentialem  prirai  ordinis  inter  duas  varlabiles  redacuntur,  huius  quoque  Mul- 
tiplicator,  cuius  ope  ea  solis  Quadraturis  integrabilis  fiat.  constabit  miiltiplicando 
valorem  praecedentem  per  qiiantitatum  elimiiiatarum  Determinans,  Constantium 
i'espectu  arbitrariarum,  quibus  Integralia  afficiuntur,  foriiiatuui. 

Berol.  d.  26  Julii   1845. 


SUL  PRINCIPIO  DELLTILTIMO  MOLTIPLICATORE 

E  8U0  ÜSO  COME  NÜOVO  PRINCIPIO  GENERALE 
DI  MECCANICA 


Professokk    G.   (t.  J.  JACOBI. 


Giomalc  arcadico,  Tomo  XCIX,  p.  129  —  146. 


SUL    PRINCIPIO    DELL'ULTIMO    MOLTIPLICATORE    E    SUO 
USO  COME  NUOVO  PRINCIPIO  GENERALE   DI  MECCANICA. 

I. 

Comincio  dal  dimostrare  un  lemma  di  calcolo  integrale,  importante  per 
le  sue  applicazioni  all'  integrazione  de'  sistemi  di  equazioni  differenziali  volgari, 
principalmente  di  quelle  dalla  cui  integrazione  dipende  la  determinazione  del 
moto  di  un  sistema  di  punti  materiali. 

Lemma. 
Siano    X,   A', ,    X.^,   .  .  .,   X„  funzioni    quatunque    delle    varkdnil   x, 
.Tj.   ....   ;r„,   ed  AI  ed    n  due    altre  funzioni   delle   medesirne    variabili   che 
verifichino   T equazioni  differenziali  parziali  seguenti: 
d{MX)         e(MX,)  <9(jV/XJ 


da:        ^       da 


0. 


d.t'  1    da-,  "    d.r„ 


1% 


iKjasi 


ove  cc  e  una  costante  arbitwia;    e  da  questa  equazione  dedotto  il  valore  di 
x,^,  si  sostituisca  neue  funzioni  X,  X^,  .  .  .,  A'„_i  e  nella  quantitä 

La  fwizione  M,   delle  variabili  x,  x^,  ...,  a.'„_i   verificherä   un  equazione  si- 
mile  a  quella  per  cui  e  statu  dejinita  la  funzione  M,  cioe  Fequazione 
0(3/, X)       r9(i/, X^ )  a(A/,x^_,)  _ 

Dimostrazione.     L'equazione  da  dimostrarsi 

d(MX)         <9(MX)  Ö(MX    ,) 
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piiö  mettersi  sotto 


forma 

dx 
dX 


+x, 


nogM^ 


dX^ 


dx 


dx 


ÖlogMj 
dx^_^ 

=  0. 


Le  quantita  X,  Zj .  ....  X„_^  ed  iV,  qui  sono  riguardate  come  funzioni  delle 
variabili  indipendenti  x,  x^,  .  .  .,  .t„_,,  ma  nella  loro  forma  primitiva  contengono 
ancora  la  variabile  x„  data,  come  funzione  delle  altre,  dalF  equazione  u  =  a. 
Ove  abbiasi  riguardo  a  quella  forma,  l'equazione  precedente  devesi  scrivere  in 
questa  guisa 

dlogM, 


(1) 


I  valori  de'differenziali  parziali 


dx 

+ 

eiog3/^  / 

dx 

+ 

dX 

dx 

ex, 

-+-•■• 

+ 

dx 

e.« 

dx^ 
dx    + 

ex, 

^ hX., 


dx 
'   ox,  " 


ex 


ex 


dx 


dx 


sono  cavati  dalUequazione   u  =  a  mediante  la  formula 

du 
dx  dx. 


dx 


dx.                   du 

dx^ 

avra  percio 

dx               dx 

xv^+x,-^+...+x„ 

dx            ^   dx^                   " 

= 

7^ f -V   du         „     du 

du     [X  ^^    +X,           +. 

dx^^ 

vero,  essendo 

^^+^-.#+-+^- 

du 
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(2)    X 


dx 


■+^.-7^  + 


Inoltre  si  ha 


(3) 


Ora  requazione 


dX    dx^ 
dx      dx 

1      r  dX  du 
du     \  dx     dx 

^dx: 


dX^  dx^ 

dx^  dx^ 

9X|  du 

dx,.  dx. 


9X 


dx^ 

dX. 


dx^_ 
du 


dx 


\  du 

y-dx- 


du 


du 


difFerenziata  rispetto  .r„,   e  divisa  per  ^r— ,  fornisce 

dX    du         dX,     du  dX..   ,      du 

du 
dx.. 


du     \  dx_ 


dx 


dX^ 


ölog 


ölog 


+x, 


eiog- 


— -4-X 


dx 


dx 


d'onde,  secc 

ndo  la  formula  (3),  risulta 

dx  dx^      dx,   ö.i-             öx„ 

-1        ^-^n 

(4) 

dx^    dx          dx^      dx^                  dx^ 
„,        du                 „,       du 

=  ö.    +^      a.      +^>      a.,      +•■ 

Sostituite  le  formule  (2)  e  (4)  nella  formula  (1),  otterremo 

dhgM 


dlogM.  dlogM, 


ö^ 


Öj; 


ölog 


du 


dx 

dx      öx, 

dx  dx. 


dx^ 

dx   , 


eiog 


ÖX^ 


ö« 
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ovvero.  essendo 

otterremo  la  formula 

(I  =  X — ^ hX  ~.;^ \ \-X^~^ h^ h-.^H h^-^, 

o.c  '      c.f^  "      dx^  ex  cx^  öx^ 

la  quäle,  moltiplicata  per  M,  cangiasi  nella  formula 

_    d{MX)        d(MX^)    '  S(MXJ 

dx  6x^  dx 

Cosi  reqnazione  da  dimostrarsi.  e  ricondotta  alla  medesiina  equazione  per  la 
qiiale  si  e  definita  la  quantita  M;  lo  che  dimosti-a  la  verita  del  lenima  pro- 
posto.     Essendo 

-  ^"    ■  -    ^''     ■      +X  4^  =  0. 

requazione  u  =  a  puo  anche  definirsi  come  un  integrale  del  sistema  delUequa- 
zioni  differenziali  volgari 

dx :  dx^  :  ...  :  dx^  =  X  :  X^i  ...  :  X^, 
definizione,  che  io  adotterö  in  appresso. 

II. 

Nello  stesso  modo  che  si  e  dedotta  da  M  la  funzione  i\/,.  potra  dedursi 
da  il/,  iina  nuova  funzione  iT/o,  da  il/,  una  nuova  funzione  ü/^,  ec:  ed  il  lerama 
precedente  per  tutte  queste  funzioni  fornira  equazioni  differenziali  parziali  alle 
quali  esse  devono  soddisfare,  il  numero  delle  variabili  indipendenti  diminuendo 
continuamente  di  un'unita. 

Posto  che  Tequazione  u  =  et  sia  un  integrale  del  sistema  deirequazioni 
differenziali  volgari 

dx:dx^:...:dx,^  =  X  :  X^  :  ...  :  X^, 

e  che  sia 

d(^MX)         d(MX^)  o>(MXJ 

dx  dx^  dx^  ' 

ed  inoltre 

'  du     ' 

~8^ 
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la  fuiizione  ü/j  ha  soddisfatto  all'equazione 

dx  ö.rj  ^•'^n-i  ' 

ove.  mediante  Tecjnazione  k  =  a,  la  variabile  x,,  e  stata  eliminata  dalle  quantitä 

X,     X,,     .  .  .,     X^. 
Sia  »1  =  eil  un  integrale  dell'equazioni  difterenziali 

(h  :  d.v^  :  . . .  :  f/^;_,  =  X:X^:...:  X  _j ; 
ove  «1  e  una  nuova  costante  arbitraria :  posto 

si  avra,  per  il  medesimo  teorema, 

d(M.,X)        d(M.,XJ  d(M.,X  _,) 

C'.C  O.Cj  ^'^'„-2 

ove  X,  A'i,  .  .  .,  A'„_2,  3/,  sono  fanzioiii  di  .r,  x^,  .  .  .,  x„_o,  eliminatane  x„_^ 
per  mezzo  del  secondo  integrale  »,  ^  «j.  Essendo  «,  una  terza  costante  arbi- 
traria, sia  11-2  =  «2  i^ii  integrale  delFequazioni  differenziali 

(Lc:d.v^:...uU^^_..  =  X  :  X.  :  ...  :  X 
e  pongasi 


-^n-2 ' 

3/ 

du.. 

ÖM, 

e« 

dx^_ 

Ö^-_, 

e.. 

Öl<2  du.,  ÖMj 

eliminata  x„_o,  mediante  Tequazione  »^  =  «,,  dalle  funzioni  X,  A", ,  ....  X„_2 
e  üig,  si  avra 

Continiiando  in  questa  guisa,  siansi  trovati  successivamente  gV  integrali 

(5)       M  =  «,       «|=«|,       ■    •    •,       «„_■,  =  «,_or 

ove  a,  «1,  ....  (^^„_.,  sono  le  costanti  arbitrarie,  ed  ove  u,^a^  e  l'equazione 
fra  le  variabili  .r,  :r,,  a*.,,  ....  x„_i,  che  ha  servito  aireliminazione  di  x„_^. 
Posto  inoltre 

(^)   ^H,  1  =  -15 ^^ — ^ > 

^  "^'  OM  OM,  Ö"„_2 
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ed  eliminate,  mediante  gl'  integrali  ti-ovati.  tutte  le  variabili  .r.,,  a^,  .  .  .,  .r„  dalle 
t'iinzioni  A',   Ä'i  e  M„_i,  si  avrä  [»er  l'applicazione  ripetuta  del  leimna  diniostrato 

Ora,  eliminate  le  variabili  .r.,,  .r..,  ....  .t„  per  mezzo  degp  integrali  (5)  che  sono 
tutti  gl'integrali  del  problema,  eccetto  un  solo,  resta  da  integrare  requazione 
diflferenziale  di  prim'ordine  fra  le  due  variabili  .v  et  x^: 

(8)     X^d.i—Xdv^  =  0, 

e  la  tbrmula  (7)  dimostra  che  la  quantitä  il/„_i  e  il  moHiplicatore  di  quest' 
equazione  difFerenziale.  Tal  moltiplicatore,  rendendo  il  primo  membro  di  (8) 
un  difFerenziale  completo,  riduce  la  integrazione  delF  equazione  alle  sole  qua- 
drature.  Da  qui  si  ricava  il  seguente  teorema,  al  quäle,  per  la  sua  importanza 
e  feconditä,  ho  stimato  propi'io  di  dare  una  denominazione  particolare. 
„Proposte  l'equazioni  differenziali 

dx-.dx^:  ...■.(].,■  ^^  =  X:X,  :...:X„, 

sia  M  una  quantitä  qualunque  che  soddisfaccia  alT equazione 
d(MX)        6(J/X,)  6(MX  ) 

e  del  sistema  delVequazioni  differenziali  siansi  tvovati  successivamente  tutti 
gl'  integrali,  eccetto  un  solo, 

U  ^  et,      ;/j=öj,      ....      "„,■>  =  «„_25 

ove  a,  cti,  ...  sono  le  costanti  arbiträr  ie:  s'impieghi  ciascun  integrale  aU'eKmina- 
zione  di  vna  variahile,  talche  m,  =  of,  sia  Vequazione  fra  le  variabili  x, 
x^,  .  .  .,  x„_i,   che  ha  servito  aH'eliniinazione  di  .z'„_,;   il  moltiplicatore  delliiltima 

equazione  differenziale 

X^du-^Xclv^  =  0 
sarä 

M 


du  ÖMj  ^^„—2      ' 

ove,  mediante  gl'  integrali  trovati,    le  quantitä  X,  X^,  fx  sono   da   esprimersi  per 
le  variabili  x  e  x^."-' 

Dimostra  il  principio   delFultimo    moltiplicatore  che.   conosciuta  la  quan- 
titä M,  Vultima  integrazione  puo  smnpre  esegnirsi  colle  sole  quadrature. 
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Qiiando  si  ha 

dx      8x,  ex 

(9)     ^ H^r^H H^^-^  =  0, 

poträ  farsi  31=  1;  cronde  segne  che:  „proposto  im  sistenia  di  equazioni  difFe- 
renziali  volgari 

f/.B  :  dj;^  :  ...  :  dr^^  =  X  :  X^  :  ...  :  X^, 
ove 

dx      ex  ex 

e  trovati  tutti  gFintegraU  completi,  eccetto  un  solo,  1' ultima  equazione  difFeren- 
ziale  potra  sempre  integrarsi  colle  sole  quadrature".  Svilupperö  piü  estesamente 
nel  giornale  del  sig.  Grelle  il  detto  prhicipio.  Qui  basterä  di  tarne  Tapplica- 
zione  ai  problemi  meccanici. 

III. 

PRINCIPIO  DELL'ULTIMO  MOLTIPLICATORE  NEI  PROBLEMI  MECCANICI. 

Consideriamo  le  formule  dinamiche  rispetto  al  moto  di  k  punti  niateriali. 
Le   2)k  coordinate  rettangolari  di  questi  k  punti  siano 


e  sia  inoltre 

(10) 

dx 

dx, 

ove  n  =  Gk  —  1.  Supponiamo  che  le  forze  sollecitanti  i  punti  materiali  secondo 
le  dii-ezioni  parallele  agli  assi  delle  coordinate,  siano  funzioni  delle  sole  coor- 
dinate X,  .Tj,  .  .  .,  ^3i._j,  senza  dipendere  ne  dal  tempo,  ne  dalle  velocitä;  e  che 
il  sistema  de'punti  sia  interamente  libero.  II  moto  dei  punti  sarä  dato  dalFinte- 
grazione  di  un  sistema  di  equazioni  differenziali  volgari  della  forma 
dx.,.  <f'i\i.,  dx 

ove   Xjt,  Xai^,,   .  .  .,   X„   sono  funzioni   delle  quantita   .r,  .r,,   ....  .%_!.      Posto, 
per  maggior  conformita  colle  formule  degli  articoli  antecedenti, 

•»:«  =  ^'  %.+,  =  -x:j,   .  .  .,   .r^  =  x.,^._j, 

le  formule  (10)  e(ll)  riunite  sonnninistrano  il  sistema  di  equazioni  differenziali 
del  primo  ordine 

(12)     dx  :  </.(•,  : . . .  :  dx    =  X:  X  ■....:  X. 
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Qiieste  integrate   e.    mediante    i;T  integrali    trovati, 
avrk  finalniente  il  tempo 


espressa 


.Tai  per 


(13) 


.1    X 


Diinqiie,  coine  si  sa.  nei  problemi  nieec-anici  l'ultima  iiitegrazione,  che  da  Tespres- 
sione  del  tempo  per  una  coordinata,  puo  ottenersi  mediante  una  sola  quadratura. 
Ma  io  dico  che  le  due  idtime  integrazioni  possono  sempre  ottenersi  per  via  di 
sole  quadrature,  perche,  oltre  reqiiazione  (13)  che  contiene  soltaiito  una  qua- 
dratura, mediante  il  principio  delF ultimo  moltiplicatore  anche  l'ultima  integra- 
zione  del  sistema  (12)  puö  ridursi  alle  quadrature.  Infatti,  essendo  le  quantita 
Xji,  X^f.j^i,  ....  X„  funzioni  delle  sole  .r,  ,r, 
essendo  eguali  alle  variabili  x^^,  x-^^_^^,  .... 
Xf  si  contiene  la  variabile  .r,.,  e  che  in  conseguenza  per  ciascun  valore  di  i  si  ha 

dX. 

8d\ 


o;,,,.!,  e  le  X,  X,,  .  .  .,  X,,_, 
vedesi   che   in    niuna   funzione 


d'onde 


Abbiamo  dunque  il  caso  di  3/=l.  Pertanto  trovati  tuttl  gl' integrali  delle 
equazioni  (12),  eccetto  un  solo,  il  moltiplicatore  dell' ultima  equazione  difFeren- 
ziale  sark  fornito  dal  principio  proposto  nelFarticolo  preccdente,  sostituitovi 
M=  1. 

Lo  stesso  principio  da  le  due  ultime  integrazioni,  anche  nel  caso  dei 
sistemi  non  liberi  di  punti  materiali.  Ciö  si  farä  manifesto,  ponendo  le  formale 
dinamiche  sotto  una  forma  convenevole,  come  appresso. 

.Sia  3k— m  il  numero  dell'equazioni  di  condizione  del  sistema  de"  A' punti 
materiali:  esprimo  tutte  le  loro  ok  coordinate  x,  x^,  .  .  .,  x.,^_i  per  */)  quantita 
indipendenti 

Qv    1v     ■  ■  •'     5',,,; 
quindi,  postu 

-dT  =  '^" 

esprimo  la  metä   T  della  forza  viva  del  sistema  de'  punti  materiali  colle  quantita 

'h^     1v     ■  ■  •'     5„.-     'l'r     'il-     •  •  •'     %r 
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dT 

dql 


dT 

SC 


loro   risoluzione    si 
.  ..  ))„,.      Sostituiti 


Siano  poste  requazioni 

dT  _ 

le  quali  sono  lineari  rispetto  a  ^i,  ^2.  ....  q[^:  e  per  1 
ottengano  i  valori  di  q[,  qL  ....  q',„,  espressi  per  j),.  p-, 
questi  valori  in  T,  i'iesce   T  funzioiie  delle   2  m  qiiantitk 

'/,-  '/-  •  •  •'  '/,„'  2\-  Fm  •  •  -  P„r 
le  quali  sono  quelle  fra  cui  conviene  staliilire  requazioni  dirt'erenziali  dinamiclie. 
Per  ottener  queste,  poniamo  che  .r,  sia  una  coordinata  di  un  punto  la  cui  massa 
e  m,-,  e  che  questo  punto  sia  sollecitato  secondo  la  direzione  parallela  alla  co- 
ordinata .r,  dalla  forza  A',j^,.  Sostituendo  i  valori  delle  eoordinate  x,  Xi,  ....  x^^_^. 
espressi  per  q^.  q.,.  .  .  .,  q„,,  si  ottenga 

mX^j,dx+m^X.^^^^(lv^-\ V-m^^_^X^da:.^^_^  =   Q^dq^-t-Q^clq.,-\ ^Q„/k,„- 

Le  quantitä  X^j.,  A',,.^;.  .  .  .  essendo  funzioni  delle  sole  x,  .r, ,  ....  le  quantitä  Q, , 
Q.2,  .  .  .,  saranno  funzioni  delle  sole  ^,,  q.,,  ....  q„,.  Trovate  queste  funzioni, 
requazioni  differenziali  fra  le  variabili  q^.  q.,,  q^,  ....  5,,,,  p^,  p.,.  .  .  .,  p^^^  sa- 
ranno le  seauenti: 


(14) 


La  dimostrazione  di  queste   formule    generali  puö    ricavarsi  dalla    diniostrazione 
data  dal  sig.  Hamilton  nel  caso  che 

m  X,/h-  +  m j  Xjj._^,  </.Pj  H 1- »«3(_ ,  X„ ''•^■;u-i 

e  un  differenziale  completo  (vedi  due  meniorie  dello  stesso  autore  inserite  nelle 
Philosophical  Transactions  an.  1834  e  1835).      Separando   l'elemento   dt  e   met- 
tendo  requazioni  differenziali  sotto  la  forma  di  una  proporzione 
j  dq^  :  dq,_  :...:  </<;„,  :  (/;.,  :  dp,  :...:  dp^^ 


df 

dT 

-  dp^  ' 

dt 

dT     ^ 

dq, 
dt 

dT 

-  dp,- 

dp, 
dt 

dT 

dt 

dT 

dp.., 
dt 

dT 

(15)  dT      dT 

\=    dp^  ■   dp.^ 

si  hanno  priniieramente 

IV. 


■Q.,:. 


dT 


dT  dT       ,,  dT 

integrare  Tequazioni  (15).  e  poi  il  tempo  t 
66 


dT          BT 

BT 

dp,  '     8p,  ' 

■'      öp,„ 

rispetto  alle  variabili 

ry„     .y,,     .  .   . 

■■        9,n> 

e  le  quantitk 

oq,                            dq,           - 

.     .     .,         - 

dT 

rispetto  alle  variabili 

P,,.- 

■)22  SUL  PRINCIPIO  DELLTLTIMO  MOLTIPI.ICATORE  ETC. 

vato    come  fiinzione    di   una    delle  quantitä  q^,  q,.   ...    mediante  una  sola  qiia- 
dratura.      Ricerchiamo    adesso    la  quantitk  M  corrispondente    al    sistema  delle 
eqiiazioni  (15).     Quando  erano  proposte  l'eqiiazioni  differenziali 
f/.r:(Ar,  :...:J.r„  =  X  :  X,:  ...  :  X^, 

ciasciiiia  delle  quantitä  X,  A',,  ec.  f'u  differenziata  rispetto  alla  variabile  al  cui 
difFerenziale  e  proporzionale.  Svanendo  la  somma  di  tutti  gli  n  differenziali  par- 
ziali  cosi  ottenuti,  l'ultima  integrazione  fu  ridotta  alle  quadrature.  Cosi,  pro- 
poste Tequazioni  differenziali  (15).  si  hanno  da  differenziare  le  quantitä 


■Q,. 


Or  la  somma  di  tutti  questi  2m  differenziali  parziali  svanisce,  perche  combinan- 
doli  due  a  due  si  ha  per  ogni  valore  delFindice  t: 
„  BT  .(      dT    ,  ^\ 

dq.  dp^  dp^ 

Dunque.  proposte  l'equazioni  differenziali  (15)  corrispondenti  a  un  sistema  non 
libero  di  punti  materiali,  poträ  farsi  il/ ^  1,  e  perciö  la  loro  ultima  integrazione 
poträ  ridursi  alle  quadrature. 

Quando  l'espressioni  delle  forze  contengono  esplicitamente  il  terapo  t, 
non  si  poträ  piü  ottenere  il  tempo  con  una  sola  quadratura,  come  nei  casi  pre- 
cedenti.  Ma,  mediante  il  nuovo  principio,  anehe  in  questo  caso  l'integrazione 
deir ultima  equazione  differenziale  del  primo  ordine.  fra  t  ed  una  coordinata. 
dipenderä  soltanto  da  quadrature. 

Lo  stesso  principio  si  applica  anche  al  moto  di  una  cometa  in  un  mezzo 
resistente,  e  ad  alcuni  altri  casi  particolari  ove  alle  forze  sollecitanti  sono  ag- 
giunte  forze  di  resistenza. 

Roma.    l(i  inarzo    1844. 
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Es  gelte  in  einem  Probleme  der  Mechanik  die  Erhaltung  der  lebendigen 
Kraft:  die  dieselbe  ausdrückende  Gleichung  sei 

T=  U+h, 
wo  T  die  halbe  lebendige  Kraft,  U  die  Kräftefunction,  h  die  willkürliche  Con- 
stante  bedeutet.  Es  seien  q.^,  q.,,  etc.  die  von  einander  unabhängigen  Bestim- 
niungsstücke  der  Positionen  der  materiellen  Punkte,  welche  entweder  frei  oder 
vorgeschriebenen  Bedingungen  unterworfen  sind.  Man  setze  "y^=9'',  drücke 
T  durch  die  Grössen  g,,  q.,,  etc.,  q[,  ql,  etc.  aus  und  bilde  die  Gleichungen 

dT^_dV_         BT  _  dV 

dq[  dq^    '        ög.j  dq.-^    ' 

Drückt  man  mittelst  dieser  Gleichungen  T  als  Function  von  q-^,  q.,,  etc., 
-^ — ,    -^ — ,   etc.    aus,    so   wird    T=  U-\-h   eine    partielle   Differentialgleichung 

erster  Ordnung  zwischen  den  Variabein  V,  q^,  q.,,  etc.  Kennt  man  von  der- 
selben eine  Lösung  V,  welche  willkürliche  Constanten  enthält  und  so  beschaff'en 
ist,  (was  das  Kriterium  einer  vollständigen  Lösung  ist),  dass  sie  keiner  andern 
partiellen  Differentialgleichung  erster  Ordnung  genügt,  welche  von  der  gesuchten 
Function  V  selbst  und  den  willkürlichen  Constanten  frei  ist,  so  kann  man  das 
mechanische  Problem  vollständig  integriren,  und  kennt  auch  zugleich,  wenn  die 
Bewegung  gestört  wird,  ohne  einige  weitere  Rechnung,  die  Differentialgleichungen 
für  die  gestörten  Elemente. 

Sind  nämlich  «i,  rc.>,  etc.  die  in   V  enthaltenen  wilikürllclien  Constauten, 
so  werden 

^^  =  S        -^  =  iJ        etc  ^^  =t  \  T 

du,         '^''       da.,         '^-"  ■'       dh  ' 
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WO  /?!,  ß.,.  etc..   r  neue  willkürliche  Constanten  sind,  die  vollständigen  Integral- 
gleichungen.     Hat  man  für  das  gestörte  Problem 


wo  £1   die  Störungsfunction 

ist,    so 

werden   die   Di 

gestörten  Elemente: 

./«, 

dp. 

da,                 dii 

dt 

^ß^   ' 

dt                   dß.^ 

dß, 

dß 

dß,                 dii 

dt 

da,   ' 

dt                   da. 

Erstes  Beispiel:  Die  elliptische  Beivcgung  eines  Planeten  um  die  Sonne. 
Wählt  man  als  Bestiminungsstücke  der  Position  des  Planeten  seine  Polar- 
coordinaten  r,  (p,   ifj,  und  setzt  die  anziehende  Kraft  =  1,  so  wird 

_ö7^_  .,        ST__    ,_    ,        dT 
dr'  '       c(f' 


Setzt  man 
so  wHrd 


dV        ..   ,       dV        „  .  ,       ,       dv 

ör  '  cf/  ^    ^  dip 


Die  partielle  Differentialgleichung  wird  daher 


V  er    )        r^  \  d(f   )         r''sm-(f.   \  dtp 
Schreibt  man  diese  Gleichung  folgendermaassen : 


— +2Ä. 


f^dv 


-211- 


d(p  j  -sin-y  J 

+-.-i^r(4f)-,,i^o, 

/-sin-'y   Wd\p  )       '  J 
so  ei'hält  man  eine  vollständige  Lösung,   wenn  man  die  in  den  einzelnen  Hori- 
zontalreihen befindlichen  Ausdrücke  besonders  =  0  setzt,    und  die    drei   für    V 
hieraus  erhaltenen  Ausdrücke  summirt.     Es  ergiebt  sich  hieraus 
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Substituirt  man  diesen  Werth  von  V,  so  werden  die  vollständigen  Integral- 
gleichungen der  elliptischen  Bewegung 

av       ,     dv      ,,     8V 

6a  '       dß  ^  dh 

wo  «,  ß,  ci',  ß',  h,  T  die  sechs  willkürlichen  Constanten  sind.  Die  letzte 
Gleichung  giebt  z.  B. 

r  dr 

'    r  r 

Man  findet  leicht  die  geometrische  Bedeutung  der  Elemente  ci,  ß,  a',  ß'  und 
durch  das  oben  angegebene  allgemeine  Theorem  die  auf  sie  bezüglichen  Störungs- 
fornieln. 

Zweites  Beispiel:  Die  geodätische  Linie  auf  einem  EUipsoid. 
Es  sei  die  Gleichung  des  Ellipsoids 

-C  +  |^-  +  4  =  1 

n-  6'  f 

und  a~:>  b  ^  c.  Man  erhält  alle  Punkte  desselben,  wenn  man  zu  dieser  Glei- 
chung" die  beiden  folgenden 


«=_;.     1     6^_;.     1     e'-X 

=  1 

•»'         ,         2/'         ,         2' 

=  1 

a-—it          b'-—fi           t-— /( 

hinzufügt,  aus  den  drei  Gleichungen  x,  y.  :  dui-ch  ^.  und  ft  bestimmt,  und  der 

Variablen  i  die  Werthe  von  c"  bis  b'-,  der  Variablen  ju  die  Werthe  von  b-  bis 

a-  giebt.     Das  halbe  Quadrat  der  Geschwindigkeit  eines  Punktes  des  Ellipsoids 

wird   dann 

rr,  /« —  /.  [  X    ....       u      ,    ,1 

.     ,  .,  (Ü  ,  d/t  , 

WO    wieder  /    =  — ,— .    it    =    -/— .    unrl 

dt    ■    '  dt 

ist.     Man  erhält  hieraus  zufolge  der  allgemeinen  Regel 

öy__dT^_  i.i  —  1      XV 
dX     ~  dX'   ~      4      ■    ^    ' 

dV  _   dT  _  1.1— X    jxfi^ 
du           dfx'  4  M 
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und  daher  durch   Eluiiiiiatioii  von  /.'   und   u' 

2       \  A  (  dV  V- ,    M(^VV^ 


fi—i  La  V  dl 


1.1   V  dß 


Die  Bewegung  eines  Punktes  auf  einer  Fläche,  wenn  dieselbe  nur  durch  einen 
momentanen  Impuls  erfolgt,  geschieht  auf  der  sogenannten  geodätischen  Linie. 
Man  hat   für  diesen   Fall 

U  =  0; 
die  partielle  Dlftereiitialgleichung  T  =  U-\-  h  wird  daher 

A   V  6/.   J        /(   \  eil  J  ^   ■       ^ 

Man  genügl  ihr.  ähnlich  wie  im  ersten  Beispiel,   wenn  man  besonders 

setzt,  woraus 

folgt.  Die  Relation  zwischen  /  und  ,m,  welche  die  geodätische  Linie  bestimmt, 
wird  — —  =  ß,  oder 


wo  /(,   (i  und  /i  die  willkürlichen  Constanten  sind. 
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PROBLEM A  TRIUM  CORPORUM  MUTUIS  ATTRACTIONIBUS 

CUBIS  DISTANTIARUM  INVERSE  PROPORTIONALIBUS 

RECTA  LINEA   SE  MOVENTIÜM. 

(Ex.  111.  C.  G.  J.  Jacobi  maiui.soriptis  posthiiini,s  in  medium  protulit  A.   Waiigerin.) 


In  Commentationis  „theoria  novi  Miiltiplicatoris"  inscriptae  §.  28  [Cf.  h.  Vol. 
p.  478]  de  tribus  corporibus  se  mutuo  atti-ahentibus  in  eademque  recta  motis  egi 
atque  annotavi,  casu,  quo  mutuae  corporum  attractiones  cubis  distantiarum  in- 
verse  proportionales  sint,  motnm  totnm  tantum  ab  7mica  Qundratura  pendere. 
Qua  de  re  paucis  disseram,  eadem  notatione  usus  atque  in  lila  Connnentatione. 

Kursus  posito 

(1)     u  =  vco.sy,     ('  =  rsm(p, 
loco  substitutionum  (IG)  Commentationis  supra  commemoratae  hae  adhibendae  sunt: 


unde  fit 


siquldem  rursus  ponitur  'P'  =        -  ,  ipsi  *!'  autem  tribuitur  valor: 

j  (  m'm"  vi"m  mm' 

^  ^  -  l  {acos(/-\-bs\ii(fy         (a'cos(p-^b'sm(py        (a "cos (p-i-b" sin (fj- 

Aequationes  (19)  Commentationis  citatae  in  has  mutantur: 

(ö)     (/(/  :  (/.s  :  dij  =   ij  :  s'-f-»;-— 2*  :  *', 
unde  eruitur 

^'d(f  —  r^di]  =  Ü, 


(2) 

dr             du            dv 
.,  dw             dv           du 

(3) 
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ideoque,  designante  u  Constantem  arbitrariam, 

(ß)    2*  — jf  =  a. 
Principiuni  conservationis  virium  vivarum  su])ijeditat  aequationem 

(7)    -lj*-i(6'=-t-.A'  =h, 


linde 

Hinc  lit 

(9) 


(8)    s  = 
dt    _     d(f 


rya—2hr' 

Quadraturarum  liic  instituendariim  rationi  immorabor,  ut  generalia  quaedam 
Mechanicae  et  Calculi  Integralis  praecepta  in  clariorem  lucem  ponantur  et  com- 
modo  exeraplo  illustrentur. 

In  qiiaestionum  mechanicanim  solutlonibus  nihil  ambigui  manere  potest. 
Semel  conditione  initiali  ex  arbitrio  data,  neque  novis  viinbus  acceleratricibus 
vel  impulsibus  accedentibiis.  per  totiim  temporis  infiniti  deciu'sum  mobilium  po- 
sitiones  lege  imica  determinantiir,  cum,  tempore  semper  progrediente  et  con- 
tiniio  fliiente,  variabiles,  quibus  mobilium  positiones  et  velocitatum  eorum  inten- 
sitates  et  directiones  definiuntiir,  ita  a  tempore  pendeant.  ut  earum  mutationes 
nunquam  continuitatis  principium  laedant  neque  per  saltus  fiant,  hoc  est  ut 
nunquam  duobus  temporis  momentis  infinite  vicinis  respondeant  illarum  varia- 
bilium  valores  quantitate  finita  inter  se  differentes.  Unde  exempli  gratia  in 
quaestionibus  mechanicis  nunquam  fieri  debet,  ut  variabiles  illae  a  positive  ad 
negativum  vel  a  negativo  ad  positivum  per  infinitum  transeant.  Nisi  lex  illa 
suprema  bene  tenetur,  fieri  potest,  ut  pro  eodem  statu  initiah  ex  iisdem  aeqiia- 
tionibus  düFerentialibus  determinationes  petantur  a  vero  motu  quam  maxime 
abhorrentes  et  prorsus  absurdae.  At  antecedentia  tantum  ad  ipsas  valent  va- 
riabiles, quas  supra  innui,  quibus  seilicet  sine  ulla  ambignitate  definiuntur  mobi- 
lium positiones  et  velocitates,  neque  lex  proposita  ad  illarum  variabilium  func- 
tiones  extendi  potest. 

Maxime  autem  rejicienda  est  regula,  quae  passira  dari  solet,  radicalibus 
inter  integi-ationem  eadem  signa  conservanda  esse.      Seilicet  radicalis  signo  pro 
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ooiiditione  initial!  definito,  non  amplius  in  potestate  nostra  positum  est,  regiilam 

aliquam  de  illius  signo  condendi,  sed  omnia  continuitatis  legi  permittenda  sunt. 

Neqiie  si  duarum  variabilium  u  et  v  loco,  quae  ad  illas  variabiles  continuitatis 

legi  obnoxias  pertinent,    alias  r  et  ^  adhibes  ponendo  ?«  =  rcoscp,    v  =  ?'siny, 

statuere  licet,  ipsam  r  semper  positivo  valore  gaudere. 

Prineipiis  mechanicis,    quibus  vires  sollicitantes  per  aequationes  differen- 

tiales  exprimuntur,   illa  adjicienda  esse  videntur,    quae  modum  speetant,   ipsum 

motum  ex  aequationibus  difFerentialibus    deducendi.      Illa  principia,    si  veterem 

distinctionem  renovare  licet,  dynamica,  haec  phoronomica  appellare  conveniret.*) 

In  exemplo    antecedenti  ex  arbitrio  dati  sint  variabilium  /■,   w,  ~- ,    -^ 
^  '  ^'     dt  '     dt 

valores  initiales  )\,  (f^,  r[,  (fl   tempori   ^  =  0  correspondentes;   erunt  ipsarum  s 
et  1]  valores  initiales 

Quantitatein   r^  semper  positivam  statuere  licet.     Porro  fit 

siquidem  *?„  functionis  <P  valorem  designat,    qui  pro   valore  initiali  (f  =  y,j  ob- 
tinetur.     Posito 

-jJ^i=^  =  dn, 

quantitas  JT,  quam  evanescente  t  et  ipsam  evanescere  pono,   simul  cum  t  con- 
tinuo  crescere  debet,  cum  habeatur 

Pro  conditionibus  initialibus  et  pro  variis  temporis  t  intervallis  variae  tbrmulae 
de  aequationibus  difFerentialibus 


]/«— 2Är"  rya—2hr' 

deducendae  sunt,  quibus  r  et  TL  per  t  exprimantur.  Qua  in  re  statuere  placet, 
radicalibus  valores  positivos  vel  negatives  convenire,  potestates  fractas  vero 
semper  quantitates  positivas  designare. 


*)  Eulerus  olim  adversarii  Koenig  ignorantiam  misere  increpavit,  quod  illam  inter  Dynamicam 
et,  Plioronoiniani  differentiam  non  liene  teneret.  Quam  distinctionem  hodie  melioro  iure  adlübere  possumus, 
cum  metliodi  integrationis  problematis  nioclianicis  propriae  partem  Mechanicao  peculiarcm  constituere  videantnr. 


536  PROBLEMA  TRILM  CORPORIJ!  MUTÜIS  ATTRACTIOXIBUS  CUBIS 

1".     Sii  a  negatimm,  rinde  etiam  h  negativiim. 
a)    Sit  r'f,  negativum.    Erit  initio  motus  dr  negativum,  unde  etiam  V«  —  2hr'- 
signo   negative  sumendum  est,    quia   elementum  dt  semper  positivum   est  atque 
valor  ?o  positivus   supponatur.      Decrescit   r   a   r^  usque    ad    valorem   positivum 

1\  =  (-9T-)  ,  cui  respondent  ipsarum  t  et  JI  valores 


JI,  = r-  Are  cos  (  —  ) , 


siquidein  arcus  iiiter  0  et  -^  sumitur.      Si  motum   ulterius   persequeris .   invenis 
per  totum  motum.  tempori  t^  anteriorem  et  posteriorem,  valere  formulas: 

;■  =  { rl  -  2h  (t^  -fr-\\      s  =  -  2h(t-  f^ ). 


n=  n, r-  Ai-ccos  (  —  I  =  77, ^  Arctg 


ubi  arcus  circulares,  crescente  t  a.  0  usque  ad  oc.  a  valore  positive  inter  0  et  -^ 

posito  usque  ad ^    decrescunt.      Ipsa    r    tempore    t  =  t^   valorem    minimum 

i\  adipiscitur,  eodemque  temporis  intervallo  ante  et  post  haue  epocham  eundem 
valorem  induit. 

b)    Si  r',  positivum  est,  in  antecedentibus  nihil  mutandum  est,    nisi  quod 
loco  t  ponendum  est  t-\-'2t^,  loco  TL  autem  II-\-2IIy. 
2".     Sit  a  positivum,  h  negativum. 

a)    Sit  r'c  negativum.     Quantitas  r  continuo  decrescit  inde  a  r^  usque  ad 
—  00;   quantitas  —r-  decrescit  primum  inde  a  r,'   usque  ad  — 00,  quem  valorem 

evanescente  r  assequitur:  neque  vero  -y-  propter  principia  phoronomica  supra 
exposita  ad  -hoc  transii-e  potest,  dum  r  a  positive  valore  per  0  ad  negativum 
transit,  sed  redire  debet  per  valores  negativos  continuo  crescens  usque  ad  va- 
lorem  —  (—-2h)'.     Hinc  autem  sequitur.  quantitatem 

inde  a  r^^  =  —  («  — 2/r?-^)^  usque  ad  —  («)'  continuo  crescere,  evanescente  ?• 
subito  ac  per  saltum  transii-e  a  —  («)^  ad  +(a)^  ac  deinde  crescendo  pergere 
usque  ad  +00.     Unde  exemplum  habemus,  quo  radicale  non  evanescens  signum 
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mutat,  idque  per  ipsam  contlnuitatis  legem,  qualis  in  Mechanicis  adhibenda  est. 
fieri  debet.  Qnod  autem  quantitas  —j-  continuitatis  legem  siibire  debet,  dum 
quantitas  —i-  eidem  legi  noii  subjecta  est,  id  inde  fit,  quod  r  ad  systema  va- 
riabilium  pertinet,  quibiis  sine  aliqua  ambiguitate  positiones  mobilium  definiri 
possunt,  quantitas  r'-  autem  ejus  loco  adhibita  ambiguitatem  admittit.  Nam 
illae  ipsae  tantum  variabiles  earumque  dlfferentialia  prima  per  temporis  ele- 
mentum  dt  divisa  continuitatis  lege  obstringuntur.  Dum  r  a  r,j  usque  ad  nihilum 
decrescit,  crescit  J7  a  0  usque  ad  oo.  Si  adhibetur  tempus  /, ,  quo  r  evanescit, 
datom  aequatione 

—  2ht^  =  («— 2 ///■=)*  —  «% 
valent  ante  tempus  t^  Ibrnnilae 

"=^ ''"  \-^;=w)  =  7<*  ''^  Lv  •  T^^zr^^^To^J  • 

Inde  &  t  ^  t^  usque  ad  t  ^  oo  valet  formula 

—  2h{t  —  t^)  =  {a  —  2hrf  —  a\  ' 
ita  ut  tempore   T  sive  ante  sive  post  epocham  t^  fiat 

/•  =  ±r'(— 2Ar+2«')', 

signo  superiore  ante  epocliam,  inferiore  post  epocham  valente.  Habemus  hie 
exemplum  quantitatis  Va-f-.r-— V«,  in  qua  bina  radicalia  eodem  signo  sumuntur, 
quam  patet  continuitatis  legem  servare,  si  pro  x  =  0  bina  radicalia  non  eva- 
nescentia  simul  signum  mutant. 

Tempore  t  =  t^  transit  JI  a  -+-cx)  ad   — cx),  atque  pro  t'>f^  fit 

b)    Si  rl  positivum  est,   r  positivis   tantum  valoribus  gaudet  atque   con- 
tinuo  crescit.     Designante  ^,  eandem  quantitatem  atque  casu  (2'^,  a)  nunc  fit: 

—  2/<^+^,)  =  («—2/(r  )■'—«% 
'/•  =  (<+;J^j2«"-2A(<4-<.)!^ 


/7=-^logM^- 


=  T  log 1 r 
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3°.     Sit  u  posltinnn,  h  positivum. 

a)    Sit    r',    nefjativum.       Formulae    eaedein    atqne    antecedentibus    (2",  a) 

maneiit,  dum  r  a  )\  usque  ad   — (^7~)    decrescit,  t  a  0   usque  ad 


crescit,  —r-  a  rl  ad 
dt 


'2h  2h 

CO  decrescit  ac  deinde  a   —  oo  usque  ad  0  crescit.     Tu 
vero  ipsarum  r  et  -^  incipit  motus  periodicus. 

Sit 


motus  periodicus.  si  initio  ejus  denuo  /  ^  0  statuitur.  hoc   modo  fit 


dum  r  a 
dum  r  a 
dum  r  a  - 

dum  r  Vi     0      ad 


ad     0      decrescit,  tU  t  ' 


(u-2hr)\ 


ü      ad    — r,  decrescit,  fit  f  =  2t— ^^(a  —  2hr')% 

-r^   ad     0  crescit,  fit  />  =  2  r+-^^(«  —  2/r;--)% 

crescit,  fit  f  ^  4r- 


2h  ^       -      '' 

dum  r  a     )\     ad    0       decrescit,  fit  f  =  4?-+- -.^^^C«— 2 /(/•')% 
etc.  etc. 
Hic  videmus  continuitatem  servari,   certo  tempore  simul  radicalis  signum  atque 
Constantis  arbitrariae  tempori  addendae  valorem  mutando.     Designante  T  quan- 
titatem  positivam   ipso    r  minorem    attjue    n  numerum    integrum   sive   positivum 
sive  negativum,  ponatur 


signo  superiore  aut  inferiore  valente  prout  n  par  aut  impar. 
Ipsum 

dr  1   ^,, ^y-^ 

-^  =  -]a-2hr- 

in  intervallis  temporis  0,  t,  2t,  3r,  4r,  öt,  etc.  a  0  ad  — c>o,  a  — co  ad  0,  a 
0  ad  +00,  a  -l-oo  ad  0,  a  0  ad  — oo.  etc.  continua  mutatione  fertur.  Contra 
ipsum    r—j-  in  iisdem   intervallis  a  0  ad  — («»),  ab  «^  ad  0,  a  0  ad  — («'),  ab 
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fi^'  ad  0,    a  0  ad   —(a^),  etc.  movetur,   generaliterque  pro   t  =  27it±^T  datur 
valore 

r~  =  s  =  yä—2hr'  =  —2h(t  —  2nT). 

qiiae  functio  tempore  +r,  +3r,  +5t,  etc.  a  —^hr  ad  -^2hr  per  yaltum  transit. 
77  denique  infinitiim  fit,  iibi  r  =  0:  atque  pro  aliquo  inoinento  t=  2nT+T, 
iibi   T  quantitas  positiva  atque  minor  quam  t  est,  fit 

±dT 

b)  Sit  rö  positivum.  Ci-escente  /■  a  /■„  ad  ?'i  =  (-^l',  crescit  t  a  0  ad 
ifo  =  ^(«— 2/i?-5)',  ita  ut  Sit 

t-t  =  l^-(a~2hrf. 

Ab  hoc  temporis  momento  idem  motus  periodicus  incipit,  quem  modo  perspeximus. 

Restat,  ut  ei  casus  considerentur,  quibus  aut  r,'  =  0  (id  quod  tantum 
primo  et  tertio  casu  fieri  potest),  aut  u  =  0,  h  negativum,  aut  h  =  0,  cc  posi- 
tivum est.  Quibus  casibus  perscrutandis  supersedere  possumus,  cum  omnes  ante- 
cedentibus  contineantur,  levibus  adhibitis  mutationibus.  Exempli  causa  si  tertio 
casu  rö  =  0,  ea  motus  pars,  quae  motum  periodicum  antecedebat,  omittenda  est. 

Quadraturam  instituendarum  ratione  perspecta,  motum  trium  corporum 
non   amplius  persequar. 
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ANMEKKUNGEK 


zu  DEX  ABHANDLUNGEX  Xr.  1—9. 
In    der    Abhandlung    ^Düucidationes    de    aequalionum    differentialium    vulgarium    Systemalis    etc."    hat 
Jacob i  (p.  152  dieses  Bandes)  für  die  Anwendung  der  Symbole 

d,  d 
eine  Regel  aufgestellt,  welche  seitdem  von  ihm  und  vielen  anderen  Mathematikern  stets  befolgt  worden  ist. 
Ich  habe  geglaubt,  beim  Neudrucke  aller  früher  erschienenen  Abhandlungen,  namentlich  der  im  Vorstehenden 
genannten,  ebenfalls  nach  dieser  Regel  mich  richten  zu  müssen,  wodurch  an  einer  geringen  Anzahl  von 
Stellen  (z.  B.  im  Anfang  von  p.  22  dieses  Bandes)  unwesentliche  Aenderungen  des  ursprünglichen  Textes 
nothwendig  geworden  sind. 

SUR  LE  MOUVEMEXT  D'DX  POIXT  ET  SDR  UX  CAS  PARTICULIER  DU  PROBLEilE  DES  TROIS  CORPS. 


S.  37.  Die  Mittheilung,  auf  die  hier  (Z.  8)  hingewiesen  wird,  bezog  sich  auf  die  Bestimmung  der 
üleichgewichtsfigur  eines  homogenen,  um  eine  feste  Axe  rotirenden  flüssigen  Körpers  (vgl.  die  Abhandlung 
Nr.  3  des  2.  Bandes);  sie  ist  am  20.  October  1834  erfolgt,  aber  nicht  gedruckt  worden. 

S.  38.     Der  zweite  Theil  des  Briefes  stimmt  im  Wesentlichen  überein  mit  einer   in  den  Monats- 
berichten der  Berliner  Akademie  a.  d.  J.  1836  (S.  59)  abgedruckten  Xote.    In  der  letzteren  steht  statt  des  hier 
gebrauchten  Ausdrucks   „point  sans  masse"   correcter  ,wenn  man  die  Masse  des  gestörten  Planeten  vernach- 
lässigt"; ferner  ist  die  Schlussformel  in  den  veränderlichen  Elementen  ausgedrückt  und  lautet: 
VM(M+m')      ,/-_.,      ,/l  xcosnV+ysinnV 


^  + j/pcos,  +  ,«   (^- 


Const. , 


wo  M,  m',  a,,  n',  (  dieselbe  Bedeutung  haben,  wie  in  der  Mittheilung  an  die  Pariser  Akademie,  und  mit  a 
die  halbe  grosse  Axe,  mit  p  der  Parameter  der  Bahn  des  gestörten  Planeten,  endlich  mit  p  der  Abstand 
der  beiden  Planeten  von  einander  bezeichnet  ist.  Schliesslich  wird  noch  bemerkt,  dass  man  sich  von  der 
Richtigkeit  dieser  Gleichung  leicht  durch  Differentiation  überzeugen  könne. 

ZUR  THEORIE  DER  VARIATIONSRECHXÜXG  ETC. 

Eine  französische  Cbersetzung  dieser  Abhandlung  findet  man  im  3.  Bande  des  Liouville'schen 
Journals  (p.  44  —  59),  femer  kurze  Angaben  über  die  Resultate  der  Arbeit  im  3.  Bande  der  Comptes  rendus 
und  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie  a.  d.  J.  1836  (S.  115  — 119),  welche  wieder  abdrucken  zu 
lassen  überflüssig  erschien. 

S.  52,  Z.  11.     Hier  ist  der  erste  Theil  der  vorhergehenden  Abhandlung  gemeint. 

S.  54,  Z.  13.  Diese  Bemerkung  bezieht  sich  auf  den  zweiten,  wie  oben  bemerkt  worden,  auch  der 
Berliner  Akademie  mitgetheilten  Abschnitt  der  vorhergehenden  Abhandlung. 

XOTE  SUR  LTXTEGRATIOX  DES  EQUATIOXS  DIFFEREXTIELLES  DE  LA  DYXAMIQÜE. 

S.  131,  Z.  8  und  S.  133,  Z.  9  sind  die  in  den  Abhandlungen  Xr.  5  und  Nr.  4  enthaltenen  Mitthei- 
lungen an  die  Berliner  und  die  Pariser  Akademie  gemeint. 
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SUR  UN  NOUVEAU  PRINCIPE  DE  LA  MECANIQUE  ANALYTIQÜE. 
Diese  Arbeit   enthält  im  Wesentlichen   nur   eine  Zusammenstellung   der   auf  dynamische  Probleme 
Ijezüglichen  Resultate  der  Abhandlung  „Theoria  novi  viultiplicaloris  etc."     (Nr.  16  d.  B.) 

SUR  L'ELIMINATION  DES  NOEUDS  DANS  LE  PROBLEME  DES  TROIS  CORPS. 
S.  305  (Mitte).      Die  Gleichungen  (11)  ergeben   sich   einfacher  als    auf  die   im   Texte   angegebene 
Weise,  wenn  man  in  der  Formel 

«i  +  A 
die  Grössen  «2,  «i,  ßi  durch  die  Grössen  y,  6  ausdrückt  (Gl.  20,  p.  302)  und  beachtet,  dass  mf  +  mif,4- "12^2  =  0  ist. 
S.  307,  Gl.  3.     Hier  ist  —c^  statt  c,,  wie  im  ursprünglichen  Texte  steht,  gesetzt  worden. 

THEORIA  NOVI  MULTIPLICATORIS  ETC. 

Der  S.  444  als  ,,Novum  principium  generale  mechaiiicum"  aufgestellte  Satz  ist  auch  im  Bulletin  de 
l'academie  imperiale  de  St.  Petersbourg  (t.  III,  1845)  mitgetheilt  worden. 

Es  ist  beim  Neudrucke  dieser  Abhandlung  anfänglich  übersehen  worden,  dass  die  im  Original  über 
den  §§.  stehenden  Inhaltsangaben  Abschnitte  der  Arbeit  bezeichnen  und  daher  nicht,  wie  es  geschehen,  als 
Inhaltsangaben  der  einzelnen  Paragraphen  unter  die  Nummern  derselben  hätten  gesetzt  werden  sollen.  Da 
indessen  mir  zwei  Abschnitte  (§§.  20,  21  und  §§.  32,  33)  mehr  als  einen  Paragraphen  enthalten,  so  Hess  sich 
das  begangene  Versehen  dadurch  gut  machen,  dass  der  erste  dieser  Abschnitte  als  §.20,  der  zweite  als 
§.  31  und  die  dazwischen  liegenden  als  §§.  21—30  bezeichnet  worden  sind,  wobei  der  Te.\t  ganz  unverändert 
geblieben  ist. 

SUL  PRINCIPIO  DELL'  ULTIMO  MOLTIPLICATORE  ETC. 

Diese  Abhandlung  ist  ein  Auszug  aus  der  vorstehenden:  „Theoria  novi  muUiplicatoris  etc." 


Der  vorliegende  vierte  Band  von  Jacobi's  Werken  enthält  sämmtliche  auf  die  Theorie  der  ge- 
wöhnlichen und  der  partiellen  Differentialgleichungen,  sowie  auf  Dynamik  sich  beziehenden  Abhandlungen, 
welche  von  Jacobi  selbst  veröffentlicht  worden  sind.  Aus  dem  bisher  ungedruckten  Nachlasse  ist  nur  die 
letzte  Abhandlung  (Nr.  19),  in  der  ein  auf  S.  484  dieses  Bandes  ohne  Beweis  ausgesprochener  Satz  begründet 
wird,  aufgenommen  worden. 

Von  den  Abhandlungen  dieses  Bandes  sind  Nr  1,  2,  6  von  Herrn  Frubenius,  Nr.  9  von  mir,  und 
alle  übrigen  von  Herrn  Wangerin  vor  dem  Drucke  revidirt  worden.  W. 


NACHTRÄGLICHE  BEMERKUNG  ZU  EINER  STELLE  IM  DRITTEN  BANDE. 
Der  in  §.14   der  Abhandlung  „De  determinantihus  j'unctionalibus"  (S.  422   des  3.  Bandes)  aufgestellte 
Satz   ist  von  Jacobi   in  §.3  der   Abhandlung  „Theoria   novi  muUiplicatoris  etc."   (S.  337,  338   dieses  Bandes) 
berichtigt  worden. 


Druckfehler  des  vierten  Bandes. 
S.  306  (Formel  2)  lies  Mß  =  im,  +  m,)d.-m,  statt  Mß  =  {m,  +  m.i)Ö,-m,. 
S.  311,  Z.  6  V.  u.  lies  (12)  statt  (U). 

S.  321,  Z.  13  lies  In  quo  insuper  statt  In  Commentationibus  deinde  subsequentibus. 
S.  328  Z.  3  u.  4  lies  terminis  — ductis  statt  termino  — ducto. 
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